ТЫз  18  а  ё1§ка1  сору  оГ  а  Ьоок  та1  \уа8  рге8егуеё  Гог  §епега1юп8  оп  ИЬгагу  8ке1уе8  Ье^оге  к  \уа8  сагейШу  8саппес1  Ьу  Соо§1е  а8  раП  о^  а  рго]ес1 
1о  таке  ше  \уог1ё'8  Ьоок8  ё18СОУегаЫе  опИпе. 

И  Ьа8  8итуеё  \ощ  епои^Ь  Гог  те  соруп^М  1о  ехрке  ап<1  те  Ьоок  1о  еШег  те  риЬИс  ёотат.  А  риЬИс  ёотат  Ьоок  18  опе  та1  \уа8  пеуег  8иЬ]ес1 
1о  соруп^Ы  ог  \уЬо8е  1е§а1  соруп§Ы  1егт  Ьа8  ехркеё.  \УЬетег  а  Ьоок  18  т  те  риЬИс  ёотат  тау  уагу  соиШгу  1о  соиШгу.  РиЬИс  ёотат  Ьоок8 
аге  оиг  §а1е\уау8  1о  те  ра81,  герге8еШ;т§  а  \уеа1т  оГ  Ы81огу,  сикиге  апс1  кпо\у1её§е  та1'8  оЙеп  ёгШсик  1о  ё18СОУег. 

Магк8,  по1аиоп8  апё  отег  таг^таИа  рге8еШ т  те  оп§та1  уо1ите  \уШ  арреаг  ш  1;Ы8  Ше  -  а  геттёег  о^  Иш  Ьоок' 8  \ощ  ]оигпеу  йот  те 
риЬИ811ег  1о  а  ИЬгагу  апс1  ИпаПу  1о  уои. 

118а§е  §шс!еНпе8 

Соо§1е  18  ргоиё  1о  раПпег  \укк  ИЬгапез  1о  сИ^Шхе  риЬИс  ёотат  та1епа18  апё  таке  тет  шёе1у  ассе881Ые.  РиЬИс  ёотат  Ьоок8  Ье1оп§  1о  1Ие 
риЬИс  апё  \уе  аге  теге1у  тек  си81осИап8.  Кеуегте1е88, 1;Ы8  \уогк  18  ехреп81Уе,  80  ш  огёег  1о  кеер  ргоу1сИп§  1±П8  ге8оигсе,  \уе  Иауе  1акеп  81ер8  1о 
ргеуеШ  аЬи8е  Ьу  соттегс1а1  рагйе8,  тс1иёт§  р1аст§  1есЬтса1  ге81псиоп8  оп  аШотаЬё  ^ие^у^п§. 

\Уе  а180  а8к  та1  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а\  ше  о/1ке{Не$  \Уе  ёе81§пеё  Соо§1е  Воок  8еагск  1Ъг  и8е  Ьу  нкНуШиаЬ,  апё  \уе  1эдие81  та1  уои  и8е  те8е  Ше8  Гог 
рег80па1,  поп-соттегс1а1  ригро8е8. 

+  Ке/гат/гот  аШотаХей  аиегугщ  Во  по1  8епё  аШотаЬё  ^ие^^е8  о^  апу  8оП  1о  Соо§1е'8  8у81ет:  Н  уои  аге  сопёис1т§  ге8еагсИ  оп  тасЫпе 
1гап81а1юп,  орНса1  сИагас1ег  гесо^пкюп  ог  отег  агеа8  \уИеге  ассе88  1о  а  1аг§е  атоиШ  оГ  1ех1 18  Ие1р^и1,  р1еа8е  соШас!  и8.  ДУе  епсоига^е  1Ие 
и8е  о^риЬНс  ёотат  та1епа18  Гог  те8е  ригро8е8  апё  тау  Ье  аЫе  1о  Ье1р. 

+  МаШат  аПпЪийоп  ТЬе  Соо§1е  "\уа1егтагк"  уои  8ее  оп  еасЬ  Ше  18  е88епиа1  Гог  тй)пшп§  реор1е  аЬои!  1Ы8  рго]ес1  апё  Ье1рт§  тет  Йпё 
аёёкюпа1  та1епа18  тгои^Ь  Соо§1е  Воок  8еагск.  Р1еа8е  ёо  по1  гетоуе  к. 

+  Кеер  И  1е§а1  \УЬа1;еуег  уоиг  и8е,  гететЬег  та1  уои  аге  ге8роп8ю1е  Гог  еп8ипп§  та1  \ука1  уои  аге  ёо1п§  18  1е§а1.  Эо  по1  а88ите  1ка1  ]и81 
Ьесаи8е  \уе  ЬеИеуе  а  Ьоок  18  1п  1ке  риЬИс  ёотат  1Ъг  и8ег8  1п  1ке  Шкеё  81а1е8, 1ка1 1ке  \уогк  18  а180  1п  1ке  риЬИс  ёотат  1Ъг  и8ег8  1п  о1кег 
соип1пе8.  ^ЬеШег  а  Ьоок  18  8Ш1 1п  соруп^Ы  уапе8  йот  соимгу  1о  соиШгу,  апё  \уе  сапЧ  ойег  §и1ёапсе  оп  уукеШег  апу  8ресШс  и8е  о^ 
апу  8ресШс  Ьоок  18  а11о\уеё.  Р1еа8е  ёо  по1  а88ите  1ка1  а  Ьоок'8  арреагапсе  1п  Соо§1е  Воок  8еагсЬ  теап8  к  сап  Ье  и8её  1п  апу  таппег 
апу\укеге  т  1ке  \уог1ё.  Соруп^Ы  1пМп§етеШ  НаЬПку  сап  Ье  ^ике  8еуеге. 

АЪои1  Соо§1е  Воок  8еагсЬ 

Соо§1е'8  1Ш88ЮП  18  1о  ог§ап12е  1ке  \уог1ё'8  1п^огта11оп  апё  1о  таке  к  итуег8а11у  ассе881Ые  апё  и8е^и1.  Соо§1е  Воок  8еагск  Ье1р8  геаёег8 
ё18СОУег  1ке  \уог1ё'8  Ьоок8  \уЫ1е  Ье1рт§  аи1Ьог8  апё  риЬИ811ег8  геаск  пе\у  аиё1епсе8.  Уои  сап  8еагск  тгои^Ь  1ке  ^и11 1ех1  о^  Иш  Ьоок  оп  1ке  \уеЬ 
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Изданш  К.  Л.  Риккера.  въ  С.-ПетербургЬ. 
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Курс-ь  теоретической  механики  щ.   и  пни; 
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Статика. 

Основания    граФичеснихъ    способовъ    расчета   мостовъ  прс 

стыхъ  системъ.    1; 

Ц-    1 

Основания  граФичеснихъ  способовъ  расчета  сооружена.   Па 

Грао»ичесиая  статика  сооружен  т.  >гс81аъ 

II.   Н.  I 

Строительная    механика.    Ав 

Курс-ь  сопротивлешя  строительных^  матерёалов-ь.   ) 

Способы  опред-влен1я  сопротивления  стержней  и  всянихъ  си 
стемъ  ихт 

Подпорный  стъны.  < 

Руководство   н"ь  проектированию    камеииыхъ    арочныхъ  мс 
стов-ъ 

ПлоснКя    междуэтажный    покрытия    и    ихъ    расчет-ь 
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Железный  части  адаи1й.   }Л 


Здан1я  и  сооружены  Спб. 
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ПРЕДИСЛОВ1Е. 


При  составлены  этой  книги  имелось  въ  виду  дать  такое  изложе- 
ше  теоретической  механики,  которое,  опираясь  лишь  на  основный 
св*д*шя  изъ  математическаго  анализа  и  его  приложетй  къ  геометрш, 
позволяло  бы  читателю  возможно  скоро  поел*  начатаго  имъ  изучетя 
основныхъ  отд*ловъ  высшей  математики  знакомиться  съ  теоретиче- 
скою механикою  и  применяемыми  въ  ней  методами  изсл*довашя. 
Этимъ  обусловливаются  и  принятые  въ  этой  книг*  способъ  и  поря- 
докъ  изложен1я,  при  которыхъ,  въ  особенности  въ  кинематик*  и  въ 
статик*,  геометричесхия  соображенья,  въ  возможно  элементарной  форм*, 
предшествуютъ  общей  аналитической  метод*.  Такой  путь  оправды- 
вается также  и  уб*ждешемъ  составителя  книги,  что  механика  им*етъ 
своею  ближайшею  ц*лью,  какъ  выразился  Кирхгоффъ,  описывать 
происходящая  въ  природ*  движен1я;  поэтому  изучеше  ея  должно 
прежде  всего  опираться  на  геометрш.  Это  конечно  нисколько  не  ума- 
ляетъ  той  роли,  которую  играетъ  въ  механик*  теор1я  дифферен- 
щальныхъ  уравнешй;  но  основанный  на  ней  аналитическ1Я  методы 
могутъ  быть  оц*нены  и  являются  плодотворными  только  для  такихъ 
читателей,  которые  уже  ознакомились  съ  одной  стороны  съ  основа- 
ниши  теоретической  механики,  а  съ  другой  стороны  достаточно 
освоились  съ  теор1ей  дифференщальныхъ  уравнешй  и  методами  ихъ 
интегрировашя,  чего  нельзя  предполагать  относительно  лицъ,  лишь 
начинающихъ  знакомиться  съ  высшимъ  анализомъ.  Выяснять-же 
аналитическимъ  путемъ  основния  механичеекгя  понятгя  вообще  не 
соотв*тствуетъ  сути  д*ла,  и  въ  этомъ  отношенш  нельзя  не  согла- 
ситься съ  Феликсомъ  Клейномъ,  слова  котораго  поставлены  эпигра- 
фомъ  въ  настоящей  книг*  *). 


*)  Перевода:  „Формула.  .  .  даетъ  простейшее  и  отчетливейшее  описате 
происходя щаго  движешя;  кроме  того  она  необходима  какъ  основание  для  дЪй- 
ствительныхъ,  численныхъ  вычислетй.  Но  мы  поставимъ  требоваше,  чтобы 
наше  зиаше  механики  основывалось  не  на  формул*,  а  наоборотъ,  чтобы  ана- 
литическая формулировка  сама  собою  являлась  какъ  конечный  выводъ  изъ 
основательнаго  понимашя  механическихъ  соотношешй".  Р.  Шегп  и.  А.  $от- 
пгг/еШ.  ТТеЪег  <Ие  ТЬеопе  Лее  Кге18в1в.  1897. 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


VI 

Изучеше  механики  въ  настоящей  книг*  основывается  въ  общеагь 
на  старыхъ,  Ньютоновскихъ  принципахъ  механики,  несмотря  на  то, 
что  въ  последнее  время  эти  принципы  неоднократно  подвергались 
критик*,  и  делались  попытки,  притомъ  съ  н*которымъ  усп*хомъ, 
зам*нен1я  ихъ  другими  принципами,  бол*е  отвлеченными.  Но  едва- 
ли  это  было-бы  пригодно  въ  такомъ  курс*,  который  им*етъ  ц*льк> 
ввести  начинающего  изучать  теоретическую  механику  въ  область 
этой  науки;  для  этой  ц*ли  остаются  пока  незам*нимыми  отличаю- 
щаяся своею  простотою  и  наглядностью  положешя,  основанныя  не- 
посредственно на  опыт*,  который  и  подтверждаются,  прямо  или 
косвенно,  основанными  на  нихъ  результатами,  получаемыми  въ  ме- 
ханик* уже  дедуктивнымъ  путемъ. 

Въ  виду  сказаннаго,  настояпцй  курсъ  не  можетъ  претендовать 
на  какую-либо  особенную  оригинальность,  хотя,  съ  другой  стороны, 
не  представляетъ  собою  и  переработки  какого  либо  изъ  существую- 
щихъ  курсовъ.  Онъ  составился  на  основанш  многол*тняго  чтешя 
лекщй  въ  Варшавскомъ  Университет*,  а  также  въ  Варшавскомъ 
Политехническомъ  Институт*,  причемъ  изъ  университетскаго  курса 
не  вошли  н*которые  бол*е  спещальные  отд*лы  и  методы,  а  съ  дру- 
гой стороны,  содержаше  этой  книги  н*сколько  превосходить  по  объ- 
ему курсъ  Политехническаго  Института. 

Разбросанные  во  вс*хъ  главахъ  прим*ры,  упражнен1я  и  задачи, 
подъ  общимъ  назвашемъ  «задачъ»,  пресл*дуютъ  двоякую  ц*ль:  или 
дать  пояснеше  на  возможно  простыхъ  случаяхъ  теоретическихъ  ре- 
зультатовъ  или  эти  результаты  расширить  въ  томъ  или  другомъ 
направленш.  Н*которыя  задачи  посл*дняго  рода  напечатаны  бол*е 
крупнымъ  шрифтомъ  (шрифтомъ  самого  текста  книги),  если  он* 
им*ютъ  непосредственно  важное  значеше  или  находятъ  себ*  прило- 
жеше  въ  дальн*йшемъ.  Понятно,  что  эти  упражнешя  не  могутъ  зам*- 
нить  собою,  ни  по  характеру  ни  по  объему,  спещальныхъ  сборниковъ 
задачъ  по  механик*  (ЛиШеп,  ЛУаНоп,  ЗшпЪ -  Сгегтат,  УППё  и  др.), 
гд*  эти  задачи  им*ютъ  обыкновенно  бол*е  самостоятельное  значеше 
или  берутся  непосредственно  изъ  области  прикладной  механики. 

Ниже  приведенъ  въ  алфавитномъ  порядк*  списокъ  главн*йшихъ 
сочинешй,  вл1яте  которыхъ  въ  большей  или  меньшей  степени  от- 
разилось въ  настоящей  книг*.  Бол*е  же  точныя  литературный  ука- 
зашя,  кром*  немногихъ  классическихъ  сочинешй,  указанныхъ  въ 
текст*,  не  приводятся,  такъ  какъ  это  уже  не  входить  въ  задачу 
«основанШ»  теоретической  механики. 

Аррс11.  ТгаИ;ё  йе  шёсашдие  га1юпе11е. 

Ва11.  ТЬеогеИзсЬе  МесЬашк  81аггег  8уз1;еше  (Ьегаи8#.  V.  ОтауеИиз). 
(оригиналъ:  ТЬеогу  о*'  8сге\^8). 

Бобылевъ.  Курсъ  аналитической  механики. 
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Бобылевъ.  Гидростатика  и  теорш  упругости. 

ВоОгтсигп.  Уойезип&еп  иЬег  <Ие  Рппаре  Лег  МесЬашк. 

Воиг.  Соигз  йе  тёсашдие  е1:  тасЪтез. 

1ЬЪеЫп.  Ап  е1етеп!агу  ^геайзе  оп  ЪЪе  таЙшгаа1лса1  Шеогу  о{  рег&сИу 
е1а»11с  зоИйз. 

КгтсКко^  Уойезип^еп  йЬег  таЪЪетайзсЬе  РЪузгк.  МесЬашк. 

КШп  ипй  8оттег/еЫ.  ИеЪег  (Не  ТЬеопе  Лез  Кге18е1в. 

ЬагпЬ.  А  йгеайэе  оп  ЪЪе  та1;Ъета1;1са1  Шеогу  о?  Ше  то&оп  о?  Ятйз. 

МгпеЫп.  А  (геайзе  оп  апа1уйса1  зЪайсз. 

МгпсНгп.  Нуйго81айс8  апй  е1етеп!;агу  Ьу<1гоктейс8. 

ВоиЛ.  А  (геаИве  оп  зЪайсз. 

Воийъ.  Бхе  Бупагахк  Лег  Будете  зЪаггег  Кбгрег. 

8ске11.  ТЬеопе  йег  Ве^ге^ип?  ипй  йег  КгаЙе. 

I.  Сомовъ.  Ращональная  механика. 

Ткотэоп  ипА  Таги  НапйЬпсЬ  йег  ШеогейзсЬеп  РЬузхк.  (Ха*пга1 
РЬИозорЬу). 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 

(ЧИСЛА   ВЪ   СКОБКАХЪ   ОЗНАЧАЮТЪ   ПАРАГРАФЫ). 


стр. 
ВВЕДЕНШ  (I— V) 1 


ОТДЪЛЪ  ПЕРВЫЙ. 
Кинематика  точки  и  твердаго  тЬла. 

Глава  I.  —  Конечный  перемгьщенгя.  Векторы.  Аналитически  элементы 

движения. 

Неизменяемое  тъло  и  опредълете  его  положетя  и  движен!я  (1—3)  ...  5 

Векторы  и  основныя  геометрическая  дъйств1я  надъ  ними  (4 — 11)     ...  7 

Перемъщеше  точки  (12—16) 11 

Перемъщетя  плоской  фигуры  (17—22) 14 

Составныя  перемъщен1я  плоской  фигуры  (23—29) 18 

Перемъщетя  твердаго  тъла  около  неподвижной  точки  (30—32)        ....  23 

Составное  и  относительное  перемъщете  твердаго  твла  около  точки  (33 — 35)  25 

Общдй  случай  перемъщевхя  твердаго  тъла  (36 — 42) 27 

Составное  перемъщете  въ  общемъ  случат.  движен!я  твердаго  тъла  (43 — 44)  33 

Движете  вектора  и  прямой  лиши  (45 — 46) 34 

Аналитическое  опредълете  движетя  точки  (47 — 53) 36 

Аналитическое  опредълен!е   движен!я   плоской  фигуры  и  твердаго  тъла 

параллельно  плоскости  (54 — 57) 41 

Аналитическое  опредълен!е  движетя    твердаго  твла  около  неподвижной 

точки  (58—63) 43 

Аналитическое  опредълете   движетя   твердаго  тъла  въ  самомъ  общемъ 

случай  (64—66) 47 

Аналитическое  опредълете  составного  и  отыосительнаго  движетя  точки 

и  твердаго  тъла  (67 — 73) 49 

Аналитическое  опредълете  положетя  и  движетя  векторовъ  (74 — 80)  .  .  55 
Задачи  1—83. 

Глава  II. — Сплошное  деиженге  и  скорости. 

Скорость  точки  (81—89) 62 

Сложете  скоростей  въ  движенш  точки  (90—93) 67 

Аналитическое  опредълете  скорости  точки  (94 — 96) 71 

Геометрическая  производный  вектора  и  скорости  его  точекъ  (97—101)  74 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


СТР. 

Линейчатыя  поверхности  (102—105) 81 

Мгновенный  центръ  и  центроиды  въ  движенш  плоской  фигуры  (106 — 115)      86 

Рулетты  и  огибаемый  (116—119) 97 

Скорости  въ  составном!»  и  относительность  движешяхъ    плоской  фигуры 

(120-126) 99 

Аналитическое  опредълеше  скоростей  и  центроидовъ  въ  движенш  плоской 

фигуры  (127—128) 105 

Мгновенная  ось  и  аксоиды  въ  движенш  твердаго  тъла  около  неподвижной 

точки  (129—132) 107 

Скорости  въ  составномъ  движенш  твердаго  тъла  около  точки  (133 — 138) .    110 

Аналитическое  опредълеше  скоростей  въ  движенш  твердаго  тъла  около 

точки  (139-143) 115 

Мгновенная  ось,  скорости  и  аксоиды  въ  общемъ  случат,  движешя  твер- 
даго тъла  (144—160) 121 

Скорости  въ  составномъ  и  относительномъ  движешяхъ  твердаго  тъла  въ 

общемъ  случаъ  (151—152) 126 

Аналитическое  опредълеше  скоростей  въ  общемъ  случаъ  движенш  твер- 
даго тъла  (153—154) 127 

Аналитическое  опредълеше  скоростей  въ  относительномъ,  переносномъ  и 

абсолютномъ  движешяхъ  точки  и  твердаго  тъла  (155 — 156) 129 

Задачи  84—155. 

Глава  Ш.  —  Ускорены.  Геометрическое  и  аналитическое  изслгьдованге. 

Ускореше  точки  (157-  165) 131 

Аналитическое  изучеше  ускоретя  точки  (166—168) 135 

Ускореше  въ  составномъ  движенш  точки,  слагающемся  изъ  относитвль- 
наго  и  переноснаго,  въ  случаъ,  когда  переносное  движете  поступа- 
тельное (169—171) 140 

Ускоренхя  въ  движенш  плоской  фигуры  (172—174) 143 

Аналитическое    опредълеше    ускорешй    въ    движенш    плоской    фигуры 

(175—179) 148 

Ускорешя  въ  движенш  твердаго  тъла  около  точки  (180) .        153 

Аналитическое  опредълеше  ускорешй  въ  движенш  твердаго  тъла  около 

точки  (181—182) 155 

Ускорены  въ  самомъ  общемъ  случаъ  движешя  твердаго  тъла  (183—184)  .    157 
Ускорешя  въ  общемъ  случаъ  составного  и  относительнаго  движенШ  твер- 
даго тъла  (185—187) 158 

Задачи  156—183. 

Глава  IV.  —  Степени  свободы  системы  точекъ  и  усмвгя  связей. 

Обпця  поня-пя  (188—189) 162 

Перемънныя,  опредъляющдя  движеше  системы  точекъ  (190—191) 164 

Геометричесшя  данныя,  ограничиваются  движеше  твердаго  тъла  (192—195)  166 

Аналитическ1я  выражешя  услов1й  связей  для  твердаго  тъла  (196 — 197)    .  170 

Дифференциальная  форма  условШ  связей  (198 — 200) 172 

Кинематичесшя  пары  (201 — 206) 176 

Степени  свободы  простой  кинематической  цъпи  (207—209) 183 

Степени  свободы  сложной  кинематической  цъпп  (210—212) 188 

Задачи  184—220. 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


XI 

СТР. 

отдать  второй. 

Основан1я  кинетики  матер!альыой  точки. 

Глава  V.  —  Основным  положенгя  механики. 

Пронсхождете  понятая  о  сил*  (213—217) 191 

ЕЬмъренге  силъ  (218—221) 193 

Сложенге  силъ  (222—226) 195 

Обэоръ  основныхъ  положешй  (227—228) 198 

Глава  VI.  —  Ваоюнгьйшге  элементы  кинетики  въ  примгънент 
къ  матергальной  точкгъ. 

Импульсъ  и  количество  движенгя  (229—234) 200 

Мгновенный  силы  (235—240) 204 

Работа  (241-246) 208 

Кинетическая  энергия  (247—251) 212 

Задачи  221—244. 


ОТД-ВЛЪ   ТРЕТ1Й. 
•    Динамика  матер1альной  точки. 
Глава  VII.  —  Динамика  свободной  матергальной  точки. 

Аналитическое  выражеше  силъ,  дъйствующихъ   на  матергальную  точку 

(262—256) 217 

Равнов^сге  свободной  матергальной  точки  (257—258) 221 

Уравяенгя  динамики  свободной  матергальной  точки  (259 — 262) 223 

Законъ  момента  количества  движенгя  (263 — 265) 226 

Законъ  энергш  (266—267) 231 

Свойства  потеицгальной  функпДи  (268—273) 233 

Аналитическое    выражеше   импульса   силы   и   закона  количества  движе- 
ния (274) 241 

Движете  материальной   точки    при    дъйствш  геометрически  постоянной 

силы  (275—276) 242 

Движете  матергальной  точки  при  дъйств!и  силы,  прямо  пропорциональ- 
ной разстоянгямь  точки  отъ  неподвижнаго  центра  (277 — 282)    ....    245 
Движете  матергальной  точки  при  двйствш  силы,  обратно  пропорцгональ- 

ной  квадратамъ  разстоянгй  отъ  неподвижнаго  центра  (283—286)  .    .    .    250 
Движете  матергальной  точки  въ  сопротивляющейся  средъ  при  отсутствги 

другихъ  силъ  (287—289) 255 

Движете  матергальной  точки  въ  сопротивляющейся  средъ  (въ  воздухъ) 

при  дъйствш  силы  тяжести  (290—295) 257 

Задачи  245—281. 

Глава  ЛТП.  —  Динамика  несвободной  материальной  точки. 

Усдов1я,  ограничивающая  движете,  скорость  и  ускоренге  точки  (296 — 302)  .  266 

Сопротивлеше  поверхности  и  центробъяшая  сипа  (303—307) 272 

Равнонвсге  матергальной  точки  на  поверхности  (308 — 312) 279 

Уравненгя  динамики  несвободпой  матергальной  точки  (313 — 316) 284 

Геодезическое  движенге  матергальной  точки  по  поверхности  (317—318)   .  288 


0|дШ2ес1  Ьу  СлОО?1б 


XII 

СТ1* 

П  л  ос  гай  математически  маятникъ  (319—326) 290 

Задачи  282—309. 

Глава  IX.  —  Динамика  относителънаго  движенья  матергальной  точки. 

Обпий  видъ  уравнетй  динамики  (326—327) ?01 

Относительный  покой  (328—330) 304 

Вл1яте  вращетя  земли  на  движете  материальной  точки  около  ея  поверх- 
ности (331-334) 307 

Задачи  310-320. 

ОТДЪЛЪ  ЧЕТВЕРТЫЙ. 
Статика  твердаго  т'Ьла. 

Глава  X.  —  Геометрическая  теоргя  приведения  силъ,  приложрнныиъ 

къ  твердому  ттьлу. 

Силы,  приложенный  къ  твердому  тълу  (335—338) 314 

Параллельный  силы  (339—342) 316 

Приведете  системы  силъ  къ  двумъ  равподъйствующимъ  (343—344)  .    .   .  319 

Пара  силъ  (345—353) 320 

Приведете  системы  силъ  къ  силъ  и  къ  паръ  (354—357) 326 

Динама  (358—361) 329 

Статичесюе  моменты  (362-364; 331 

Равновъсге  твердаго  тъла  и  эквивалентность  двухъ  системъ  силъ  (365 — 369)  334 
Равновъс1е  несвободнаго  твердаго  тъла  въ  различныхъ  важнъйпгахъ  слу- 
чая хъ  (370-376) 337 

Равновъс1е  твердаго  тъла  при  существованш   трети    въ  точкахъ  опоры 

(377-380) 344 

Задачи  321-372. 

Глава  XI.  —  Аналитическая  теоргя  приведенгя  силъ,  приложенных* 

къ  твердому  тгьлу. 

Шесть  статическихъ  элементовъ  (381 — 384) 348 

СтатическШ  инваргантъ  и  динама  (385—387) 351 

Аналитически  услов1я  равновъс1я  и  эквивалентности  системъ  силъ,  при- 

ложенныхъ  къ  твердому  тълу  (388—393) 353 

Аналитически  услов1я  равно  въс1я  несвободнаго  твердаго  тъла  (393—402)  .    857 
Аналитическая  услов1я  равновъсш  твердаго  тъла  въ  случаъ  третя  въ  точ- 
кахъ опоры  (403—404) 364 

Задачи  373—398.  

ОТДЪЛЪ  ПЯТЫЙ. 

РавновЪс1е  нЪкоторыхъ  проетЬйшихъ  измЪняемыхъ 
системъ  матер1альныхъ  точекъ. 

Глава  ХП.  —  Равновтъсье  системъ,  состоящихъ  изъ  конечнаго  числа 
матергальныхъ  точекъ  или  твердыхъ  тгьлъ. 

Обшдя  соображены  объ  услов1яхъ  равновъс1я  системъ  матергальныхъ  то- 
чекъ (405—409) 367 

Равновъс1е  веревочнаго  многоугольника,  обиЦя  соображеи1я  (410 — 413)    .    370 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


XIII 

СТР. 

Геометрическое  и  графическое  изслъдоваше  равновесия  веревочнаго  много- 
угольника (414—417) 372 

Равнов-Ьс1е  системы  сочлененныхъ  стержней  (418-420)   . 377 

Кинематическая  ц&пь  Аугуста  (421) 381 

Заключено  (422) 382 

Задачи  399—410. 

Глава  ХТТТ.  —  Равновтге  абсолютно  гибкой  нерастяжимой  нити. 

Предварительный  понятая  (423—424) 383 

Обшдя  услов1я  равповъс1я  (425 — 426) 385 

Общ1е  выводы  изъ  условШ  равно  вЪс!я  нити  (427—428) 388 

Два  важн-Ьвпшхъ  случая  равнов-Ьсш  нити,  закрепленной  своими  концами 

(429—431) 392 

Равновъс1е  нити  на  гладкой  поверхности  (432 — 434) 40О 

Задачи  411 — 426. 

ОТДЪЛЪ  ШЕСТОЙ. 

Вопросы,  касаюпЦеся  раепред'Ьлен1я  массъ. 

Глава  XIV. —  Силы,  зависящая  ошь  сплошныхъ  маясь.  Центръ  массы. 

Дритяжете  матергальной  точки  сплошными  массами  (435 — 437) 403 

Различные  случаи  взаимодъйств1я  между  матергальною  точкою  и  сплош- 
ною массою  (438—444) 406 

Взаимное  иритяжеше  сплошныхъ  массъ  (445—446) 412 

Центръ  параллельныхъ  силъ  (447—450) 414 

Обшдя  соображешя  объ  опредвленш  центра  массы  (451 — 452) 417 

Различные  случаи  опредълешя  центра  массы  (453—457) 419 

Задачи  427—465. 

Глава  XV.  —  Моменты  инерцш. 

Поняие  о  моментахъ  инерцш  и  значеше  ихъ  въ  механикъ  (458—460)  .   .  426 

Зависимость  момента  инерцш  огъ  положешя  оси  въ  тълъ  (461 — 467)     .    .  429 

Опредълеше  моментовъ  иаерщи  для  даннаго  тъла  (468—469) 436 

Моменты  инерцш  плоскихъ  фигуръ  (470) .  437 

Опредълеше  моментовъ  инерцш  нъкоторыхъ  простъйшихъ  гвлъ  и  друпя 

задачи 437 

Задачи  466—477.  

ОТДЪЛЪ  СЕДЬМОЙ. 

Принципъ  возможныхъ  перемЪщен1й. 

Глава  XVI.  —  Принципъ  возможныхъ  перемгыценгй  въ  статикть 

твердаю  тгьла. 

Предварите лъныя  свъдътя  (471—472) 441 

Принципъ    возможныхъ    перемъщетй    для    одной    матер1альной    точки 

(473—474) 443 

Случаи,  когда  въ  выражеше  принципа  возможныхъ  перемъщетй  входить 

знакъ  неравенства  (475 — 478) 445 

Выводъ  аиалитическихъ  условШ  равновъда  матергальной  точки  изъ  прин- 
ципа возможныхъ  перемъщенШ  (479) 448 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


XIV 

СТР. 

Принципъ    возможныхъ  перемъщешй  для  системы  двухъ  матер1альныхь 

точекъ  (480—481) 450 

Принципъ  возможныхъ  перемъщешй  для  твердаго  тъла  (482— 483)  ....     454 

Выводъ  условШ  равновъс1я  твердаго  тъла  изъ  принципа  возможныхъ  пе- 
ремъщешй (484—488) 458 

Примънете  принципа  возможныхъ  перемъщенш  къ  твердому  тълу  безъ 

составлен1я  общихъ  аналитическихъ  условШ  равновъс1я  (489—491)  466 

Задачи  478—494. 

Глава  XVII.  —  Принципъ  возможныхъ  перемтъщенгй  въ  етатикгь 
изменяемой  системы  матергалъныхъ  точекъ. 

Принципъ  возможныхъ  перемъщешй  для  системы  твердыхъ  тълъ  (492—494)     471 

Приложешя  (495—496) 474 

Принципъ  возможныхъ  перемъщешй  для  какой-нибудь  системы  матер1аль- 

ныхъ  точекъ  (497—499) 479 

Составлеше  аналитическихъ  услов1й  равновъедя  какой-либо  системы  ма- 
тергалъныхъ точекъ  на  основанш  принципа  возможныхъ  перемъщешй 
безъ  включешя  въ  нихъ  сопротивленШ  связей  (500—501) 481 

Принципъ  возможныхъ  перемъщешй  въ  независимыхъ  параметрахъ  Ла- 

гранжа  (501—503) 484 

Опредълеше  сопротивленШ  овязей  (504—506) 487 

Задачи  495-510. 

Глава  ХУШ.  —  Принципъ  возможныхъ  перемгъщенгй  въ  динамикгь 
системъ  матергалъныхъ  точекъ. 

Принципъ  Даламбера  (507—510) 491 

Принципъ  Гамильтона  (511—512) 497 

Уравнешя  динамики  въ  параметрахъ  Лагранжа  (513—514) 500 

Кинетические  элементы  Г,  Е  и  К  (515 — 517) 503 

Законъ  работы  и  кинетической  знергш  (518—521) 507 

Устойчивость  и  неустойчивость  равновъс1я  системы  матергальныхъ  то- 
чекъ (522-525) 511 

Законъ  движешя  центра  массъ  (526—530; 516 

Законъ  количества  движешя  (531—534) 521 

Законъ  моментовъ  копичествъ  движешя  (535—539) 527 

Законъ  механическаго  подоб1Я  (540 — 542) 534 

Задачи  511—553. 

отдълъ  восьмой. 

Динамика  твердаго  тЪла. 

Глава  XIX.  —  Движенге  твердаго  тгьла  параллельно  плоскости. 

Обпдя  уравнешя  динамики  твердаго  тъла  (543—546)  .    .       538 

Движете  твердаго  тъла  около  неподвижной  оси  (547—551) 540 

Физичесюй  маятникъ  (552 — 553) 546 

Обпцй  случай  движенхя  твердаго  тъла  параллельно  плоскости  (554 — 555)  .  549 
Примънете  закона  энергш  къ  твердому  твлу,  двигающемуся  параллельно 

плоскости  (556—558) 553 

Уравнешя,  опредъляющ!я  дъйств1е  мгновенныхъ  силъ  на  свободное  твер- 
дое твло  (559) 557 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


XV 

СТР. 

Дъйств1е    мгновенпыхъ    силъ    на   твердое   тъло   съ   неподвижною    осью 

(560—562) 558 

Дъйств1е  мгновепныхъ  силъ  на  твердое  тъло,  свободно  двигающееся  па- 
раллельно данной  плоскости  (563) 561 

Соудареше  двухъ  тълъ,  двигающихся  параллельно  плоскости  (564 — 568)  .    563 

Задачи  653-586. 

Глава  XX.  —  Движете  твердаго  тгъла  около  течки  и  въ  обгцемъ  случать. 

Предварительныя  соображешя  и  законъ  моментовъ  количествъ  движетя 

(569-571) 566 

Элементы  К  и  Т  для  твердаго  тъла  (572—574) 568 

Нькоторыя  явления  въ  движенш  гироскоповъ  (575 — 577) .    572  • 

Геометрическое  изучете  вращательнаго  движетя  твердаго  тъла  по  инерщи 

(578—584) 577 

Уравненш  дилера  динамики  твердаго  твла  (585) 585 

Аналитическое   ръшете    вопроса  о  движенш  твердаго  твла  по  инерцш 

около  неподвижной  точки  (586—587) 587 

Движете  твердаго  твла  около  точки  при  дъйствш  силы  тяжести  (588 — 592)  .    592 
Примъръ  ръшетя  задачи  о  движенш  твердаго  тъла,  не  имъющаго  непо- 
движной точки  (593—594) 598 

Дъйств1е  мгновенныхъ  силъ  на  твердое  тъло  съ  неподвижною  точкою  и 

на  свободное  (595—596) 603 

Задачи  587—615. 

ОТДЪЛЪ  ДЕВЯТЫЙ. 

Механика  жидкости. 

Глава  XXI.  —  Кинематика  сплошною  измгъняемаю  тгъла. 

Конечный  уравнетя  движетя  измъняемаго  тъла  (597—  602) 605 

Однородно-измвняемое  тъло  (603—606) 610 

Деформащя  однородно-измъняемаго  тъла  (607—609) 616 

Измънете  объема  и  плотности  измъняемаго  тъла  во  время  его  движения 

(610-611) 619 

Скорости  въ  движенш  измъняемаго  тъла  (612—614) 622 

Составь  скоростей  въ  движенш  однородно-измъняемаго  тъла  и  формулы 

Коши  (615-620) 624 

ГГотенвДальная  функпДя  скоростей  (621—622) 629 

Преобразоваше  одного  вратнаго    интеграла  и  зависимость   между  плот- 
ностью и  скоростью  (623—624) 632 

Линш  тока  (625—626) 636 

Лиши  вихрей  и  вихревыя  нити  (627—629) 639 

Теорема  Стокса  и  ея  приложетя  (630—633) 642 

Услов1я  для  скоростей  на  границахъ  измъняемаго  тъла  (634) 647 

Ускоренгя  въ  движенш  измъняемаго  тъла  (635—636) 649 

Задачи  616—649. 

Глава  ХХП.  —  Гидростатика. 

Идеальная  жидкость  и  дъйствуюпця  на  нее  внъштя  силы  (637—639)    .    .    650 

Гидростатическое  давлете  (640 — 641) 653 

Услов1я  равновъс1я  жидкости  (642—645) 655 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


XVI 

СП*. 

Равновесие  при  дъйствш  силъ,  имъющихъ  потенщадьную  функцпо  (646— 

649) 660 

Опредълеше  границъ  жидкости  (660) 662 

Давление  жидкости  па  твердую  поверхность  (651—653) 664: 

Законъ  Архимеда  (654—656) 667 

Равновъше  плавающихъ  тълъ  (657—661) 670 

Устойчивость  равновъс!я  плавающихъ  тълъ  (662 — 665) 674 

Задачи  650—677. 

Глава  ХХШ.  —  Основангя  гидродинамики. 

Основныя  уравнешя  гидродинамики  (666—669) 680 

Гидродинамическое  давлеше  въ  случае,  когда  для  силъ  и  для  скоростей 

существуютъ  потенцдальныя  функцш  (670—675) •    ...    683 

Уравнешя  гидродинамики,  соответствующая  вихревому  движешю  жид- 
кости (676—678) 68Э 

Задачи  678—680.  

ОТДЪЛЪ  ДЕСЯТЫЙ. 
Оенован1я  механики  улругаго  тъла. 

Глава  XXIV.  —  Деформацгя. 

Введете  (679—681) 698 

Деформащя  параллелепипеда  и  шара  (682—685) 69в 

Поверхность  удлинненШ  (686—688) 699 

Обзоръ  весьма   малой   деформацш    какого-либо   сплошного   измъняеиаго 

тъла  (689) 703 

Задачи  681     691. 

Глава  XXV. — Напряжены. 

Измъреше  напряжешй  (690—692) 706 

Зависимости  между  внешними  силами  и  напряженшьш  (693 — 699)  ....  710 

Изслъдоваше  полнаго  напряжен1я  (700—702) 719 

Изслъдоваше  нормальнаго  напряжешя  (703—706) 721 

Изслъдоваше  направлешй  напряжешй  (707—708) 725 

Изслъдоваше  тангенщальныхъ  напряжешй  (709—710) 728  1 

Обзоръ  и  распредвлеше  напряженШ  въ  нъкоторыхъ  частныхъ  случаяхъ 

(711) 731 

Задачи  681—700. 

Глава  XXVI.  —  Зависимости  между  силами  и  деформацьею. 

Истор1я  и  постановка  вопроса  (712 — 714) 734 

Работа  внутреннихъ  силъ  при  деформацш  (715 — 717) 736 

Потешцальная  энерпя  упругаго  тъла  (718) 739 

Выражеше  напряженШ  въ  зависимости  отъ  элементовъ  деформацш  въ  слу- 

чаъ  изотропнаго  тъла  (719—721) 740 

Практичесше  модули  изотропнаго  тъла  (722—724) 744 

Дифференщальныя  уравнешя  теорш  упругости  (725—726) 747 

Къ  вопросу  объ  интегрироваши  уравнешй  теорш  упругости  (727 — 728)  .  750 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


В  В  Е  Д  Е  Н  I  Е. 


I.  Предметъ  механики.  Механика,  занимаясь  изслЪдоватемъ  такихъ 
явленШ  природы,  которыя  обнаруживаются  въ  вид*  движен1я,  входить 
составною  частью  въ  область  физическихъ  знанШ.  Отсюда  можно  уже 
видеть,  что  въ  основанш  механики,  какъ  и  всякой  другой  физической 
науки,  лежитъ  наблюдете  и  онытъ.  Когда  какое-либо  гЬло  поставлено 
въ  определенный  физичесюя  услов1Я,  то  или  оно  приходить  въ  движете 
или  бывшее  уже  у  него  движете  видоизменяется,  причемъ  оно,  въ  част- 
ности, можетъ  и  прекратиться.  По  свойству  человЪческаго  ума  всякому 
явлешю  подыскивать  причину,  мы  приписываемъ  возникновете,  исчезно- 
вете  или  изм4нете  движетя  тоже  н4которымъ  причинамъ,  которыя  на- 
зьшаемъ  въ  этомъ  случае  силами.  Наблюдете  и  опытъ  показываютъ, 
что  различный  тела,  поставленный  въ  одинаковый  физичесюя  услов1я, 
совершаютъ  различным  движения,  а  съ  другой  стороны,  одно  и  то-же 
гЬло,  поставленное  въ  различный  физичешя  услов1я,  получаетъ  тоже 
различный  движетя.  Отсюда  является  вопросы  какая  связь  существуетъ 
между  свойствами  тела,  его  движетемъ  и  физическими  причинами — си- 
лами, обусловливающими  это  движете.  По  мере  развитая  физическихъ 
знанШ,  прямымъ  и  косвеннымъ  путемъ  убеждались,  что  эти  зависимости 
определенный,  т.  е.  движете  подчиняется  опредЬленнымъ  закон амъ. 
Основная  задача  механики  и  заключается  въ  томъ,  чтобы:  1)  установить 
эти  законы  на  основаны  наблюдетй  и  опытовъ,  2)  найти  средства  для 
выражены  этихъ  законовъ  въ  такой  форме,  чтобы  можно  было  ими  поль- 
зоваться въ  различныхъ  случаяхъ,  3)  применять  эти  законы  къ  изсле- 
довашю  нетолько  наблюдаемыхъ  движетй  но  и  такихъ,  которыя  еще 
не  наблюдались  или  даже  не  могутъ  быть  наблюдаемы,  но  которыя 
должны  произойти  при  действш  даняыхъ  силъ,  или,  яаоборотъ,  опреде- 
лять гЬ  силы,  которыя  вызвали  наблюденное  движете  или  способны  вы- 
звать заданное  движете.  Отсюда  мы  видимъ,  что  механика  распадается 
на  две  части:  1)  на  наблюдательную  и  опытную  и  2)  на  теорети- 
ческую, носящую  дедуктивный  характеръ.  Первая  часть  входить  въ 
различные  отделы  экспериментальной  физики,  практической  астрономш  и 

П.  Сожовъ.— Основания  теорет.  механики.  1 
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отчасти  въ  область  практической  механики.  Предмета  нашего  изучешя, 
теоретическая  механика,  лишь  опирается  на  наблюдея1я  и  опыты,  пред- 
полагаемые уже  известными,  и  строить  свое  здаше  на  гЬхъ  основныхъ 
положешяхъ,  принципах ъ,  которые  отсюда  вытекаютъ  прямымъ  или 
косвеннымъ  образомъ,  согласуясь  возможно  более  со  всеми  наблюдаемыми 
явлен1ями  движетя. 

Ближайшая  задача  теоретической  механики  заключается  въ  устано- 
вленш  вытекающихъ  отсюда  законовъ  движетя  и  въ  изучеши  средствъ, 
при  помощи  которыхъ  можно  было-бы  пользоваться  этими  законами  для 
определетя  и  изследоватя  движенШ  въ  различныхъ  случаяхъ. 

Главное  внимаше  должно  быть  при  этомъ  обращено  не  на  конеч- 
ные результаты  изследоватя,  а  на  гЬ  методы,  которыми  могутъ  быть 
получаемы  кате-либо  результаты  въ  данной  области  изследоватя. 

II.  Основные  отделы  теоретической  механики.  На  каше  главные  от- 
делы подразделяется  теоретическая  механика, — это  само  собою  вытекаетъ 
изъ  даннаго  ей  опредЬлешя. 

1)  Чтобы  иметь  возможность  изучать  и  применять  законы  различныхъ 
движенШ,  мы  должны  прежде  всего  уметь  выражать  эти  законы  матема- 
тически, независимо  отъ  того,  катя  физичестя  причины  обусловливаютъ 
движете  въ  действительности.  Движете  определяется  последовательным^ 
непрерывнымъ  изменетемъ  места,  занимаемаго  гЬломъ  въ  пространств*; 
поэтому,  чтобы  выражать  движете  математически,  нужно  прежде  всего 
найти  гЬ  элементы,  которыми  определяется  положен1е  т*ла  въ  про- 
странстве. Изменетемъ  этихъ  элементовъ  характеризуется  изменете 
этого  положетя,  т.  е.  движете.  Наука  о  движети,  поскольку  она  не 
касается  физическихъ  причинъ,  производящихъ  движете,  называется 
кинематикою  и  носить,  какъ  мы  видимъ,  чисто  геометрически  ха- 
рактера 

2)  Физичесюя  причины  движен1я,  силы,  тоже  должны  быть  выражаемы 
математическими  элементами.  При  этомъ  силы  могутъ  быть  весьма  раз- 
личная физическаго  происхождетя  и  въ  то-же  время  обусловливать  дви- 
жете того-же  рода;  такимъ  образомъ  является  вопросъ  о  замененш 
однехъ  силъ  другими,  имъ  эквивалентными.  Этотъ  вопросъ  сводится  на 
вопросъ  о  равновес!и,  такъ  какъ  именно  въ  случае  равновес1я,  т.  е. 
когда  дЬйств1е  одной  системы  силъ  уничтожается  действ1емъ  другой  си- 
стемы, является  возможность  сравнивать  системы  силъ  между  собою.  От- 
дЬлъ  механики,  изучающЩ  вопросы  объ  эквивалентности  системъ  силъ  и 
о  равновесш,  называется  статикою.  И  этотъ  отдедъ  механики  носить 
преимущественно  геометрическШ  характеръ,  такъ  какъ  силы  изображаются 
векторами,  и  задача  статики  сводится  главнымъ  образомъ  къ  различнымъ 
преобразоватямъ  этихъ  геометрическихъ  элементовъ. 

3)  Знате  кинематики  и  статики  даетъ  возможность  выражать  и  изу- 
чать  зависимости  между  движетемъ  и   обусловливающими    его   силами 
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я, — конечная  цель  всей  теоретической  механики, — заранее  определять 
то  движете,  которое  должно  произойти,  когда  тЬло  будетъ  поставлено  въ 
данныя  услов1я.  Этотъ  отд-Ьлъ  механики  носить  назваше  динамики. 
Статика  и  динамика,  вместе  взятыя,  объединяются  иногда  подъ  общимъ 
назвашемъ  кинетики.  Такъ  какъ  зависимости  между  элементами,  опре- 
деляющими движете,  и  элементами,  определяющими  силы,  дифферен- 
та.! ьныя,  то,  какъ  это  будетъ  выяснено  въ  своемъ  месте,  математиче- 
ская сторона  динамики  сводится  къ  изучешю  и  интегрирование  диффе- 
ренщальныхъ  уравнетй. 

III.  Идеальныя  гЬла.  Еслибы  мы  стали  все  вопросы  механики  изучать 
въ  применены  къ  т*мъ  гЬламъ,  которыя  встречаются  въ  природе  въ 
действительности,  то  мы  натолкнулись-бы  на  непреодолимый  трудности. 
Физическ1я  свойства  всехъ  гЬлъ  весьма  сложны  и  разнообразны,  и  да- 
леко не  всегда  поддаются  математической  формулировке;  поэтому,  для 
облегчен1я  изучешя  механики  и  для  возможности  достигнуть  въ  ней  ка- 
кихъ-либо  определенныхъ  результатовъ,  приходится,  въ  особенности  вна- 
чале, не  обращать  внимашя  на  мнопя  свойства  гЬлъ,  не  играюпця  су- 
щественной роли  по  отношенш  къ  общимъ  законамъ  движешя,  и  такимъ 
образомъ  действительный  тела  заменять  воображаемыми,  идеальными. 
Чемъ  меньшее  число  физическихъ  свойствъ  будетъ  приниматься  во  вни- 
маше  при  изученш  механики,  гЬмъ  легче  будетъ  решать  ея  вопросы. 
Правда,  полученные  при  этомъ  результаты  будутъ  отличаться  въ  большей 
или  меньшей  степени  отъ  результатовъ,  выражающихъ  действительный  явле- 
Н1Я,  но  зато  они  будутъ  открывать  единственно  возможный  путь  для  прибли- 
нен1я  къ  истиннымъ  результатамъ.  Приближеше-же  это  будетъ  основы- 
ваться на  томъ,  что  будетъ  приниматься  во  внимаше  все  большее  и 
большее  число  физическихъ  свойствъ  тела,  на  которыя  первоначально  не 
обращалось  внимашя. 

Такими  идеальными  телами  являются  прежде  всего  гЬла  абсолютно 
тверды  я,  т.  е.  тайя,  которыхъ  размеры  и  форма  нисколько  не  изме- 
няются при  действш  какихъ-либо  силъ.  Результаты,  полученные  для  та- 
кихъ  гЬлъ  въ  теоретической  механике,  будутъ  иметь  практическое  зна- 
чете  для  движешя  и  такихъ  гЬлъ,  изменяемость  которыхъ  достаточно 
мала,  чтобы  можно  было  ею  пренебрегать.  Если-же,  по  услов1ямъ  во- 
проса, нельзя  этого  сделать,  то  вводится  возможно  простая  гипотеза  отно- 
сительно законовъ  изменяемости  тела  въ  зависимости  отъ  действующихъ 
на  него  силъ;  напр.,  оно  предполагается  идеально  упругимъ.  А  ре- 
зультаты, которые  при  томъ  получаются,  применяются  уже  съ  большею 
или  меньшею  точностью  къ  действительным^  изменяемымъ  гЬламъ, 
упругимъ  до  некоторой  степени,  если  ихъ  изменяемость  не  выхо- 
дить изъ  пределовъ  упругости. 

Другого  рода  идеальныя  тела  разсматриваются  въ  механике  жидкости. 
Какъ-бы  жидкость   ни   была  подвижна,  всегда  существуетъ  сцЬплеше  и 

1* 
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вообще  взаимодЬйствхе  между  ея  частицами  или  также  треше  съ  телами, 
которыя  съ  нею  соприкасаются.  Если  этихъ  обстоятельствъ  не  принимать 
во  внимаше,  то  мы  приходимъ  къ  понятш  объ  идеальной  жидкости. 
Найденные  для  нея  законы  движешя  или  равнов'Ьсш  будутъ  нриложимы 
къ  действительной  жидкости  съ  н'Ькоторымъ  приближешемъ,  если  эта 
последняя  обладаетъ  достаточною,  въ  практическом^  смысле,  подвиж- 
ностью. 

IV.  Отношеше  теоретической  механики  къ  механик*  прикладной.  Идеали- 
защя  тела,  движете  котораго  разсматривается,  представляетъ  одно  изъ 
существенныхъ  отличШ  теоретической  механики  отъ  практической,  въ 
которой  решаются  вопросы  о  применимости  результатовъ  теорети- 
ческой механики  къ  гЬламъ  действительно  существующимъ,  служащимъ 
для  какихъ-либо  механическихъ  сооружений.  Такимъ  образомъ  одною  изъ 
важнейшихъ  задачъ  практической  механики  является  изучеше  отлич1я 
действительныхъ  гЬлъ  отъ  идеальныхъ  п&  отношешю  къ  услов1Ямъ  дви- 
жешя и  равновес1я.  Понятно  поэтому,  что  изучеше  вопросовъ  практиче- 
ской механики  немыслимо  безъ  знашя  механики  теоретической. 

V.  Порядокъ  изложешя.  Хотя  и  настоящее  сочинеше  слагается  изъ 
упомянутыхъ  выше  трехъ  отдедовъ, — кинематики,  статики  и  динамики. — 
но,  по  соображешямъ  педагогическаго  характера,  это  подразд4лен1е  не 
проводится  въ  полной  последовательности,  а  именно,  каадый  изъ  трехъ 
отделовъ  встречается  въ  несколькихъ  местахъ  книги,  въ  применены  къ 
идеальнымъ  гбламъ  различнаго  рода,  какъ  это  можно  видеть  подробнее 
изъ  оглавлешя. 
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ОТДЪЛЪ  ПЕРВЫЙ 
Кинематика  точки  и  твердаго  тЬла. 


ГЛАВА    I. 

Конечный  перемйщенш.  Векторы.  Аналитически 
элементы  движешя. 

Неизменяемое  тФдо  и  опредфдеше  его  подоэвешя 

и  движешя. 

1.  Абсолютное  и  относительное  положеше  тЬла.  Чтобы  судить  о  дви- 
женш  какого-либо  тЬла,  нужно  для  всякаго  момента  времени  знать  его 
положеше  относительно  другихъ  гЬлъ,  положеше  которыхъ  предполагается 
извЪстнымъ.  Но  такъ  какъ  положеше  этихъ  послЪднихъ  гЬлъ  мы  можемъ 
знать  опять  только  по  отношенш  къ  н'Ькоторымъ  новымъ  гЬдамъ,  отно- 
сительно которыхъ  приходится  признать  тоже  самое,  то  мы  не  можемъ 
нигд*  остановиться  въ  окончательному  абсолютномъ  опредЬленш  по- 
ложешя  тЬла  и  должны  принять,  что  такое  опредЬлеше  невозможно. 
Итакъ,  возможно  только  опредЪлеше  относительнаго  положетя 
т-Ьла.  Если  гЬмъ  не  меиЗш  говорится  объ  абсолютномъ  положенш  тЬла 
въ  пространств*,  то  лишь  условно  предполагается,  что  известны  положе- 
Н1я  гЬхъ  другихъ  тЬлъ,  къ  которымъ  мы  относимъ  положеше  даннаго  тЬла. 

Мы  судимъ  о  положены  даннаго  гЬла  5  относительно  другихъ  гЬлъ, 
5и  52,  .  .  .  ,  определяя  положения  различныхъ  точекъ  перваго  тЬла 
относительно  послЬднихъ.  Для  опред'Ьлеюя-же  положешя  точки,  нужно, 
какъ  известно,  знать  три  числа,  называемый  ея  координатами.  Такими 
числами  могутъ  быть  напр.  числа,  выражаюпця  разстояшя  точки  М  тЬла 
5  отъ  трехъ  точекъ,  принадлежащихъ  одному  или  н'Ьсколькимъ  изъ  тЬлъ 
819  82  .  .  .  и  не  лежашихъ  на  одной  прямой,  или  Декартовы  коор- 
динаты точки  М  относительно  осей,  проведенныхъ  въ  одномъ  изъ  гЬлъ 
5,.  5а  .  .  . ,  или  три  координаты  какого-либо  другого  рода. 

2.  Неизменяемое  или  твердое  т*ло  и  число  точекъ,  опред'Ьляющихъ 
его  положеше.  Для  изучешя  движешя  какого-либо  тЬла  весьма  важно 
знать    наименьшее    число   точекъ,  подожешями  которыхъ  можетъ  быть 
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определяемо  положете  всего  гЬла.  Число  это  можетъ  быть  различно, 
смотря  по  геометрическимъ  свойствамъ,  которыми  характеризуется  изме- 
няемость даннаго  гЬла.  Въ  настоящемъ  отделе  механики  мы  будемъ 
разсматривать  исключительно  неизменяемый  или  абсолютно  твер- 
дыя  тела,  т.  е.  так1я,  у  которыхъ  не  могутъ  изменяться  разстояшя 
между  всякими  двумя  ихъ  точками.  Въ  природ*  такихъ  гЬлъ  не  суще- 
ствуетъ;  но  мнопя  тела,  обыкновенно  называемый  твердыми,  способны  лишь 
очень  мало  изменяться,  если  они  не  подвергаются  такимъ  физическимъ 
услов1ямъ,  при  которыхъ  они  могли-бы  разрушаться;  поэтому  результаты, 
получаемые  въ  теоретической  механике  для  идеально  твердынь  тЪлъ, 
могутъ  быть  применяемы  и  къ  многимъ  действительнымъ  теламъ. 

Положен1е  твердаго  тела  известно,  если  известны  поло- 
жен1я  трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной  прямой.  А 
именно,  въ  твердомъ  гЬле  разстояте  всякой  точки .  отъ  какихъ-либо 
трехъ  выбранныхъ  изменяться  не  можетъ,  и  можетъ  поэтому  для  всякой 
точки  тела  считаться  известнымъ;  такимъ  образомъ,  если  определено  по- 
ложете трехъ  последнихъ  точекъ,  то  этимъ  определено  и  положете  вся- 
кой четвертой  точки  тела,  какъ  вершины  тетраэдра,  у  котораго  известны: 
положете  основашя  и  длины  боковыхъ  реберъ. 

3.  Движете  и  время.  Мы  судимъ  о  движети  тела,  сравнивая  между 
собою  рядъ  последовательныхъ  его  положеюй  съ  положетями 
некоторыхъ  другихъ  телъ.  Если  эти  тела  условно  считаются  неподвиж- 
ными, то  движете  даннаго  тЬла  называется  абсолют нымъ,  въ  про- 
тивномъ-же  случае — относите  л  ьнымъ.  Сначала  мы  будемъ  иметь  въ 
виду  только  абсолютное  движете. 

Поставленное  выше  слово:  «последовательный»  показываетъ,  что  въ 
изучете  движетя  долженъ  входить  элементъ,  определяюпцй  эту  последо- 
вательность. Такимъ  элементомъ  служить  время.  Не  вдаваясь  въ  опре- 
делете  понятая  о  времени  съ  философской  стороны,  отметимъ  только, 
что  введете  этого  элемента  въ  изучете  движетя  равносильно  тому, 
чтобы  сравнивать  данное  движете  съ  некоторымъ  определенным^  счи- 
таемымъ  нами  известнымъ,  напр.  движетемъ  стрелки  часовъ,  враще- 
темъ  земли  около  ея  оси  и  т.  п. 

За  единицу  времени  въ  механике  принимается  обыкновенно  одна 
секунда.  Моментъ  времени,  отъ  котораго  отсчитывается  число  секундъ, 
мы  будемъ  называть  начал  ьнымъ  моментом  ъ,  а  соответствующее 
этому  моменту  положете  тела — начальнымъ  положен1емъ.  Эти  по- 
нятая чисто  условный:  всятй  моментъ  времени  и  всякое  соответствующее 
ему  положете  тела  могутъ  быть  принимаемы  за  начальные. 

На  основанш  сказаннаго  въ  §  2,  можно  считать  движеюе  твер- 
даго тела  известнымъ.  если  для  всякаго  момента  времени 
известны    положен1я    трехъ    его   точекъ,    не   принадлежащихъ 

ОДНОЙ   ПРЯМОЙ   ЛИН1Н. 
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Векторы  и  основных  геометричесгая  д&йетвш 
надъ  ними. 

4.  Три  рода  векторовъ.  Отр-Ьзокъ  прямой  лиши,  им4юпцй  определен- 
ную длину  и  определенное  направлеше,  называется  векторомъ.  У 
вектора  различаютъ  начало  и  конецъ. 

Въ  механик*  приходится  различать  векторы  трехъ  родовъ: 

а)  векторы  определенные, 

Ь)  векторы  передвижные, 

с)  векторы  переносные. 

Къ  векторамъ  перваго  рода  принадлежать  тайе,  у  которыхъ  начало 
занимаетъ  определенное  положеше;  тогда,  зная  длину  вектора  и  его  на- 
правлейе,  мы  будемъ  знать  и  положеше  его  конца. 

Если,  по  услов1ямъ  вопроса,  можно  передвигать  начало  вектора  по  пря- 
мой, на  которой  онъ  лежитъ,  не  изменяя  его  длины,  то  векторъ  назы- 
вается передвижнымъ. 

Если,  по  услов1ямъ  вопроса,  можно  переносить  начало  вектора  въ 
какую  угодно  точку  пространства,  не  изменяя  однако-же  ни  его  длины 
ни  его  направлешя,  то  векторъ  называется  переноснымъ. 

5.  Геометрическое  равенство.  Два  вектора,  имеюпце  разныя  начала, 
но  равные  по  длине,  параллельные  и  одинаково  направленные,  назы- 
ваются геометрически  равными.  Условимся  изображать  геометриче- 
ское равенство  двухъ  векторовъ  а  и  Ъ  символомъ: 

~^=Ъ,  (1) 

т.  е.  употребляя  обыкновенный  знакъ  равенства,  но  ставя  надъ  буквами 
черту.  Очевидно,  что  при  измененш  начала  передвижного  или  перенос- 
наго  вектора  онъ  .остается  геометрически  равнымъ  самому  себе. 

6.  Геометрическое  с  ложен»  е.  Пусть  будутъ  а  и  Ь  векторы,  геометри- 
чески не  равные  (фиг.  1).  Проведемъ  изъ  произвольно  взятой  точки  О 
векторъ  04  =  о^  и  къ  концу  его  приложимъ  векторъ  А  В  =  Ь.  Векторъ 
ОВ  =  5,  соединяюпцй  начало  перваго  вектора 

съ  концомъ  второго,  называется  геометриче- 
скою суммою  данныхъ  векторовъ,  а  сделанное 
построеше  —  геометрическимъ  сложен1емъ. 
Данные  векторы  называются  въ  этомъ  случае 
геометрическими  слагаемыми.  Геометриче- 
ское сложеше  изображается  символомъ: 

7=а-ь6.  (2) 

Геометрическое  сложеше  можно  распространить  на  какое  угодно  число 
векторовъ.  Пусть  будутъ  а,  Ь,  с,  й  слагаемые  векторы  (фиг.  2);  приклады- 
вая одинъ  изъ  нихъ   къ  другому  последовательно,  получаемъ  ломанную 
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Фиг.  2. 


лин1Ю  ОАВСВ,  а  соединяя  ея  начало  съ  концомъ,  получаемъ  векторъ 
02),  который  называется  геометрическою  суммою  всЬхъ  данныхъ  векто- 
ровъ;  означая  его  черезъ  $,  будемъ  писать: 

5  =  оч-6  +  с  +  й.  (3) 

Если  конецъ  посл'Ьдняго  вектора  совпадаетъ  съ  началомъ  первого, 

такъ-что  векторы  составляюсь  замкнутую  ломанную  динш,  то  ихъ 

геометрическая  сумма  равна  нулю. 

Обратно,  если  геометрическая  сумма 
равна  нулю,  то  слагаемые  векторы, 
будучи  приставлены  одинъ  къ  друго- 
му,   образуютъ    замкнутую    ломанную 

ЛИН1Ю. 

Геометрическое  сложеше  имйетъ  следую- 
щее свойство,  общее  съ  алгебраическимъ  сло- 
жея1емъ:  отъ  порядка  слагаемыхъ  гео- 
метрическая сумма  не  зависитъ.  Въ 
самомъ  д'Ьл'Ь,  если  въ  предыдущемъ  пример* 
къ  концу  вектора  а  приложить  сначала  векторъ  с,  а  потомъ  къ  концу 
посл'Ьдняго  векторъ  Ь,  то  мы  придемъ  къ  прежней  точкЬ  С  и  получимъ 
поэтому  прежнее  положеше  конца  В  ломанной  лиши.  Но  изв4стно,  что 
последовательной  перестановкой  смежныхъ  слагаемыхъ  можно  вс4  сла- 
гаемый переставить  въ  какомъ  угодно  порядк4. 

7.  Геометрическое   вычитате.   Если    векторы  а  и  Ь  равны  и  парал- 
лельны, но  противуподожно  направлены,  то 

а  -+-  Ь  =  0; 
вместо  этого  будемъ,   по   аналопи  съ  алге- 
браическими дЪйств1ями,  иЁогда  писать  такъ: 

Ь  =  —  а, 

и  отрицательный  знакъ  принимать  условно 
для  обозначешя  перемЬны  направлен1я  век- 
тора на  противуположное.  Это  зам-Ьчаше  при- 
водить къ  поняпю  о  геометрическомъ  вычитанш.  Изъ  вектора  а  гео- 
метрически вычесть  векторъ  Ъ  значить:  къ  концу  перваго  вектора  при- 
ложить своимъ  началомъ  векторъ  Ъ\  равный  Ь,  но  противуположно  ему 
направленный  (фиг.  3).  Такъ  какъ 

V  =  —  Ъ , 
то  геометрическая  сумма 

з  =  а  -+-  Ъ' 
можете  быть  такъ  написана: 

7=~а  —  Т  (4) 


Фиг.  3. 
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и  называется    въ    этомъ   случае  геометрическою  разностью  векто- 
ровъ  а  и  Ъ. 

Изъ  чертежа  видно,  что  а  можно  разсматривать  какъ  геометрическую 
сумму  изъ  $  и  Ь,  т.  е. 

а  =  з  -+•  Ь. 

Сравнивая   эту   формулу   съ   (4),   мы   видимъ,    что  къ  геометрическимъ 
действшмъ  можно  приложить  изъ  алгебры  правило  для 

переноса  членовъ  изъ  одной  части  равенства  въ  другую.  /^Г" * 

Геометрическая  сумма  двухъ  векторовъ  можетъ  быть      у     \^    / 

разсматриваема  какъ  д1агональ  параллелограмма,  пост-        -  *' 

роеннаго  на  этихъ  векторахъ   (фиг.  4);  тогда  каждая  Фиг#  4> 

изъ  двухъ   его  непараллельныхъ  сторонъ  есть  геометрическая  разность 
между  его  даогональю  и  другою  стороною. 

8.  Геометрическое  разложен!е.  Замкнете  даннаго  вектора  несколькими 
другими,  геометрическая  сумма  которыхъ  геометрически  равна  данному 
вектору,  называется  геометрическимъ  разложен1емъ. 

Такъ  какъ  можно  построить  безчислеяяое  множество  ломанныхъ  ли- 
ше, им^ющихъ  то-же  начало  и  тотъ-же  конедъ,  какъ  и  данный  векторъ, 
то  геометрическое  разложеше  представляется  вообще  говоря  задачею 
неопределенною,  пока  не  даны  для  геометрическихъ  слагаемыхъ  не- 
который добавочный  условш.  Эти  условш  могутъ  касаться  или  напра- 
влешй  геометрическихъ  слагаемыхъ  или  ихъ  величинъ  или  и  того  и 
другого  вместе.  Несколько  относящихся  сюда  наиболее  важныхъ  случаевъ 
указаны  въ  задачахъ. 

3.  1.  Когда  разложен!е  даннаго  вектора  на  два  слагаемыхъ,  для  которыхъ 
заданы  направден1я,  невозможно,  и  когда  оно  неопределенно?  Отв.  Невозможно, 
когда  направлен1Я  всъхъ  трехъ  векторовъ  не  параллельны  одной  и  той-же 
плоскости,  неопределенно,  когда  всъ  три  направлешя  между  собою  парал- 
лельны. 

3.  2.  Показать,  что  если  одинъ  изъ  слагаемыхъ  векторовъ  данъ  по  вели- 
чинъ и  но  направленно,  то  другой  слагаемый  векторъ  вполнъ  опредъляется. 

3.  3.  Показать,  что  если  одинъ  изъ  слагаемыхъ  векторовъ  заданъ  только 
по  направленио,  а  другой  слагаемый  векторъ  только  по  величинъ,  то  разло- 
жеше даетъ  два  ръшешя. 

3.  4.  Показать,  что  разложеше  вектора  на  три  слагаемыхъ  вполнъ  опре- 
деленное, если  даны  направления  послъднихъ,  притомъ  не  параллельный 
одной  и  той-же  плоскости. 

3.  5.  Показать,  что  если  даны:  направлеше  одного  слагаемаго  и  плос- 
кость, въ  которой  долженъ  лежать  другой  слагаемый  векторъ,  то  разложе- 
ше вполнъ  определенное. 

3.  6.  Указать  разный  условш,  при  которыхъ  разложен!е  вектора  на  три 
слагаемыхъ  возможно  и  определенно. 

3.  7.  Указать  различный  услов1Я,  при  которыхъ  разложен!е  вектора  на 
четыре  слагаемыхъ  становится  опредъленнымъ. 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—     10    — 

9.  Проекщя  геометрической  сунны.  Теорена.  Проекщя  геометриче- 
ской суммы  на  какую-нибудь  ось  равна  алгебраической  сумм* 
проекщй  на  эту  ось  ея  геометрическихъ  слагаемыхъ.  Это  пред- 
ставляете только  другую  форму  теоремы,  предполагаемой  известною,  что 
проекщя  ломанной  линщ  да  какую-нибудь  ось  равна  алгебраической 
сумм*  нроекцШ  на  эту  ось  ея  сторонъ. 

СлгЬдств1е.  Проекщя  геометрической  разности  равна  алгебраической 
разности  проекщй  геометрическихъ  уменыпаемаго  и  вычитаемаяго. 

10.  Геометрическое  умножение.  Аналопя  между  геометрическими  и 
алгебраическими  д4йств1ями  можетъ  быть  распространена  и  на  умноже- 
ше  и  дйлете.  Остановимся  лишь  на  первомъ  изъ  этихъ  дййствШ,  кото- 
рое дальше  будетъ  имйть  приложете.  Геометрическимъ  ироизведе- 
Н1емъ  двухъ  векторовъ  называется  произведете  изъ  чиселъ,  измйряю- 
щихъ  длины  этихъ  векторовъ,  и  косинуса  угла  между  ихъ  направлешями. 
Мы  будемъ  писать: 

аЬ  =  а.  Ъ.  соз  (а,  &).  (5) 

Геометрическое  произведете  совпадаетъ  съ  обыкновеннымъ  произведе- 
темъ,  если  векторы,  его  определяющее,  одинаково  направлены.  Полная 
аналопя  однакоже  отсутствуетъ,  такъ  какъ  геометрическое  произведете 
можетъ  равняться  нулю,  когда  ни  одинъ  изъ  множителей  на  равенъ  нулю, 
а  именно,  когда  векторы  взаимно  перпендикулярны. 

Аналопя  распространяется  однакоже  на  геометрическое  произведете 
двухъ  геометрическихъ  суммъ.  Докажемъ,  что  если 

а  =  а  ч-  Ь  -*-  с 

7=о7-*-67-*-с,\..., 

то 

$$'  =  аа'  -+-  Ьа'  -ь  со!  -+- 

-н  ас1  -\-Ъс'  -+-  ее1  -+- 

(6) 

Действительно,  по  свойству  геометрической  суммы  (§  9): 

5  соз  (зз1)  =  а  соз  (аз1)  -ь  Ь  соз  (Ьз1)  -ь  с  соз  (сз')  ■+-  .  .  .  . 

Умноживъ  об*  части  на  з\  имйемъ: 

м'  =  аз'  -+-  Ьз'  -+-  сз'  -+■ (?) 

Этимъ  доказано  правило  умножетя  многочлена  на  одночленъ.  Прилагая 
его  къ  каждому  изъ  членовъ  второй  части  равенства  (7),  находимъ: 
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а$'  =  аа'  ■+-  аЬ'  ■+■  ас'  -+- . . .  . 
б7  =  Ъа!  -+-  Ш  -+-  Ъёг-л-  .... 

э 

а  подставляя  въ  формулу  (7),  цолучаемъ  формулу  (6). 

11.  Геометрическое  Д'Ьлеже.  Это  понятие  можетъ  быть  установлено 
аналогично  съ  поняпемъ  объ  алгебраическомъ  дЬленш.  Разделить  гео- 
метрически векторъ  Ь  на  векторъ  а  значить:  найти  такой  элементъ  д. 
чтобы  д'Ьлитель,  на  него  умноженный,  далъ  делимое;  следовательно 

О  =  ^а^ 

Итакъ  элементъ  д  преобразовываетъ  векторъ  а  въ  другой  векторъ,  Ь, 
имЬюпцй  другую  величину  и  другое  направлеше.  ДЪйствхе,  определяемое 
элементомъ  д,  составное;  оно  слагается  изъ  четырехъ  элементарныхъ: 
нужно  указать  направлеше  плоскости,  въ  которой  производится  вращеше 
вектора  а;  это  направлеше  определяется  двумя  независимыми  углами; 
далЬе,  нужно  знать  уголъ  вращешя  вектора  а  и  отношеше  между  дли- 
нами векторовъ  Ъ  и  а.  Элементъ  д  былъ  введенъ  въ  геометрш  Гамил- 
тономъ  (НагшНоп)  въ  первой  половин*  19  стол4тля  и  названъ  имъ 
кватерн10номъ.  На  этомъ  понятш  мы  не  будемъ  дайе  останавли- 
ваться, такъ  какъ  оно  въ  нашемъ  курс*  не  будетъ  им4ть  приложешя. 

Перем&щетя  точки. 

12.  Элементы  движешя.  Пусть  будутъ  Ж  и  Ж'  два  положешя  дви- 
гающейся точки,  соотвйтствуюпця  моментамъ  времеми  I  и  1\  Условимся 
называть  векторъ  ЖЖ  перем'Ьщетемъ  точки,  соотв'Ьтствующимъ 
промежутку  времени  С — I *).  Онъ  не  даетъ  понятая  о  томъ,  какъ  соверша- 
лось движете  въ  этотъ  промежутокъ  времени,  но  можетъ  изображать  это  дви- 
жете, если  насъ  интересуюгь  только  начальное  и  конечное  положешя  точки. 
Если  разсматривать  только  таюя  движен1я,  которыя  могутъ  происходить  въ 
природ*,  то  относительно  вектора  ММ'  мы  должны  принимать,  что  для  без- 
конечно-малаго  промежутка  времени  И  —  I  онъ  тоже  безконечно  малъ; 
потому-что  никакая  частица  тЬла  не  можетъ  въ  безконечно-малый  про- 
межутокъ времени  совершить  скачекъ  на  конечное  разстояше.  Мы  усло- 
вимся говорить,  что  движете  совершается  непрерывно. 

Для  посл-Ьдовательныхъ  безконечно-близкихъ  моментовъ  времени  по- 
лучится рядъ  безконечно-близко  расположенныхъ  точекъ;  дин1я,  которая 
ими  определяется,  называется  траектор1ею  точки.  Длина  дуги  траек- 


*)  Впосл-Ьдствш  намъ  придется  иногда  прямолинейные  отрезки  ММ1  заме- 
нять криволинейными  и  тоже  называть  нхъ  перемЪщешями;  тогда  это  будетъ 
каждый  разъ  отмечаться  особо. 
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торш  между  двумя  ея  точками,  определяющими  положешя  двигающейся 
точки  въ  два  данныхъ  момента  времени,  10  и  /,  определяете»  величину 
пути,  пройденнаго  точкою  въ  промежутокъ  времени  /  —  *0. 

Траектор1я,  время  и  длина  пути  являются  основными  элементами  при 
изученш  движешя  точки. 

13.  Длина  пути.  Въ  случае  прямолинейнаго  движешя  поште  о 
длине  пройденнаго  пути  не  требуетъ  особеннаго  опред4лен1я.  Условив- 
шись эту  длину  отсчитывать  отъ  некоторой  постоянной  точки  А  и  счи- 
тать ее  положительною  въ  одномъ  направлены  и  отрицательною  въ  на- 
правлены противуположномъ,  и  означая  черезъ  5  разстояше  АМ,  где  М 
положеше  двигающейся  точки  въ  моментъ  *,  можемъ  написать: 

*  =  /Ч0  (8) 

Эту  функщю,  при  непрерывности  движешя,  нужно  предполагать  непре- 
рывною, остающеюся  конечною  при  конечныхъ  значешяхъ  ( и  однозначною. 
Если  движете  криволинейное,  то  поняпе  о  длин*  пути  требуетъ 
более  точнаго  определешя,  какъ  вообще  поште  о  длин*  кривой  лиши. 
Мы  не  будемъ  на  немъ  подробно  останавливаться,  потому-что  оно  вполне 
выясняется  въ  приложешяхъ  анализа  къ  геометрш;  но  упомянемъ  только, 
что  длиною  кривой  лиши  называется  пред^лъ  суммы  сторонъ  вписанной 
въ  кривую  ломанной  лиши  въ  предположены,  что  число  этихъ  сторонъ 
между  двумя  данными  точками  кривой  лиши  безпред'Ьльно  увеличивается 
и  каждая  изъ  этихъ  сторонъ  стремится  къ  нулю.  При  этомъ  доказывается, 
что  такой  пред'Ьлъ  всегда  существуете,  т.  е.  имЬетъ  для  даннаго  отрезка 
кривой  лиши  определенную  величину.  Предполагая  это  извЪстнырть,  мы 
можемъ  формулу  (8)  применить  и  къ  криволинейной  траекторш. 

14.  Эквивалентныя  перемаЬщен1я.  Различные  пути,  соединяюпце  два  дан- 
ныхъ положешя  точки,  называются  эквивалентными.  Напр  прямоли- 
нейное перем-Ьщеше  точки  (§  1 2)  эквивалентно  совершенному  ею  въ  дей- 
ствительности движешю.  Часто  бываетъ  полезно  вместо  прямолинейнаго 
перем,Ьщен1я  разсматривать  друпя,  эквивалентныя  данному,  въ  особен- 
ности перем4щеше  круговое  и  винтовое  (§  15).  Все  татя  перемйще- 
Н1я  отличаются  отъ  прямолинейнаго  въ  (УгЬдующемъ  отношены:  въ  то 
время  какъ  между  двумя  данными  положешями  точки  можно  указать 
только  одно  прямолинейное  перем-Ьщеше,  криволинейныхъ,  эквивалент- 
ныхъ  данному,  можно  указать  безчисленное  множество.  Напр.  кру- 
говыя  перем-Ьщешя  могутъ  различаться  и  величиною  рад1уса  круга  и 
плоскостью,  въ  которой  лежитъ  круговая  дуга. 

Часто  бываетъ  полезно  движеше  между  двумя  данными  положенхями 
точки  заменять  цгЬлымъ  рядомъ  последовательныхъ  эквивалентныхъ  пе- 
ремещенШ  такимъ  образомъ,  чтобы  въ  начали  и  въ  конце  каждаго  изъ 
нихъ  положеше   двигающейся   точки   совпадало  съ  действительными  По 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—     13 


§  15,  ф.  9. 


мЬр'Ь  увеличены  числа  п  эквавалентныхъ  перем4щенШ,  увеличивается  и 
число  совпаденШ.  Когда  п  стремится  къ  безконечности,  рядъ  эквивалент- 
ныхъ  перем-Ьщешй  стремится  къ  слянш  съ  д'Ьйствительнымъ  движешемъ, 
независимо  отъ  того,  какой  видъ  им'Ьетъ  каждое  изъ  эквивалентныхъ 
перем'ЬщенШ. 

15.  Винтовая  лмия.  Въ  вопросахъ  объ  эквивалентности  перемйщенШ, 
кром*  прямой  и  круговой  линш  играетъ  роль  винтовал  дитя.  Эта  лишя, 
замечательная  и  по  многимъ  своимъ  геометрическимъ  авойствамъ,  о  ко- 
торыхъ  мы  не  будемъ  зд*сь  говорить,  можетъ  быть  построена  слйдую- 
щимъ  образомъ.  Представимъ  себ*.  что  прямой  круговой  цилиндръ  (фиг.  5), 


Фиг.  б. 

высота  котораго  А,  а  радоусъ  основашя  г,  развернуть  въ  плоскость,  про- 
ходящую черезъ  одну  изъ  его  образующихъ,  СВ.  Боковая  поверхность 
цилиндра  принимаете  тогда  видъ  прямоугольника  СС'В'В,  основаше  ко- 
тораго равно  2тгг.  Проведя  дгагональ  ВС,  превратимъ  прямоугольникъ 
опять  въ  цилиндрическую  поверхность;  тогда  прямая  ВС1  обратится  въ 
кривую  линш,  которая  и  называется  винтовою.  Разстояше  А  между 
двумя  точками  винтовой  лиши,  находящимися  на  одной  и  той-же  обра- 
зующей цилиндра,  называется  ходомъ  винтовой  линш,  а  отношен!е 


2тг 


(9) 


параметромъ  винтовой  линш. 

Если  представить  себ*  цилиндръ  продолженнымъ  въ  об4  стороны  без- 
предЬльно,  то  и  винтовую  линш  можно  продолжить,  сохраняя  везд*  ве- 
личину ея  параметра. 

Изъ  показаннаго  происховдешя  винтовой  линш  видно,  что  разстояше 
*  между  прямоугольными  проекцшми  двухъ  ея  точекъ  на  ось  цилиндра 
пропорционально  углу  а  между  проектируемыми  прямыми  и  что  отношеше 
5  къ  а  равно  параметру  винтовой  линш.  Такимъ  образомъ,  для  опреде- 
ления параметра  винтовой  линш  можно  взять  какой  угодно  ея.  отрйзокъ. 
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Когда  точка  движется  по  винтовой  лиши,  то  ея  проекщи  на 
ось  цилиндра  и  на  его  основаюе  проходятъ  пропорцшнальные 
пути. 

Винтовая  лишя  обладаетъ  свойствомъ,  что  два  ея  отрезка  равной 
длины  налагаются  другъ  на  друга  всЪми  своими  точками.  Это 
можно  видЪть:  1)  изъ  того,  что  прямая  лишя,  изъ  которой  мы  образо- 
вали винтовую,  обладаетъ  этимъ  свойствомъ,  2)  изъ  такого-же  свойства 
дугъ  одного  и  того-же  круга  и  3)  изъ  приведеннаго  выше  свойства  про- 
порщональности  путей,  проходимыхъ  двумя  проекщями  точни,  двигаю- 
щейся по  винтовой  лиши. 

Замйтимъ  еще,  что  кругъ  можетъ  быть  разсматриваемъ  какъ  винто- 
вая лин1я  съ  параметромъ,  равны мъ  нулю,  а  прямая  —  какъ  винтовая 
лин1Я  съ  параметромъ,  равнымъ  безконечности. 

16.  Относительное  яеремЪщеше  двухъ  точекъ.  Два  последовательный 
прямолинейныя  перем'Ьщешя  точки  эквивалентны  третьему  прямолиней- 
ному перем'Ьщешю,  которое  равно  геометрической  суммй  двухъ  первыхъ. 

Это  замйчаше  мы  приложимъ  къ  опредйлешю 
М1  "  М^       относительнаго  перемгЬщен1я  двухъ  точекъ,  одной 

/,      ^«^         относительно  другой.  Пусть  точки  М„  М2  по- 
$^ /  лучили,  независимо  одна  отъ  другой,  перем-Ь- 

\/  щен1я  А^АГ/  и  М2М2   (фиг.  6).  Относительное 

М*  г&1  положеше  этихъ  точекъ  не  изменится  если  имъ 

Фиг  6  об'Ьимъ  сообщить  каюя-либо  геометрически  ра- 

вный перем'Ьщешя;  потому  что  при  этомъ  не 
изменяется  ни  разстояше  между  ними,  ни  направлеше  прямой,  ихъ  сое- 
диняющей. Сообщимъ  точкамъ  въ  ихъ  новомъ  положенш  геометрически 
равныя  перем'Ьщешя  М1'М1  и  М2Ж2\  тогда  первая  точка  вернется  въ 
свое  начальное  положеше,  а  векторъ  М2М2  покажетъ,  какъ  изм4нилось 
относительно  первой  точки  положеше  второй.  Очевидно,  что 


ЖаЖ2"  =  М2М2'  —  Л^ЛГД  (10) 

т.  е.  относительное  перемЪщенхе  двухъ  точекъ  измеряется  гео- 
метрическою разностью  ихъ  абсолютныхъ  перем'Ьщенхй. 

Показанный  зд*сь  пргемъ  опред^летя  относительнаго  перем'Ьщешя 
и  состояний  въ  томъ,  что  всей  системе  сообщается  перем^щеше,  обрат- 
ное одному  изъ  данныхъ,  весьма  полезенъ  и  во  многихъ  другихъ  бол*Ье 
сдожныхъ  вопросахъ  относительнаго  движен1я. 

Перем'Ьщешя  плоской  фигуры» 

17.  ЦЬль  изучешя  движешя  плоской  фигуры.  Представимъ  себ*  неиз- 
меняемую систему  точекъ,  лежащихъ  въ  плоскости  и  совершающихъ  въ 
ней  движете.  Для  краткости  будемъ  такую  систему  называть  плоскою 
фигурою.   Изучеше  ея  движешя  важно  въ  двухъ   отношешяхъ.  1)  Имъ 
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определяется  весьма  важный  частный  случай  движешя  твердаго  тела, 
характеризуюпцйся  гЬмъ,  что  все  точки  гЬла  остаются  на  постоянномъ 
разстояши  отъ  некоторой  неподвижной  плоскости, — движете  твердаго 
тЬла  параллельно  плоскости.  2)  Изсл^доваше  движешя  плоской  фи- 
гуры даегь  случай  въ  простейшей  форм*  изучить  тЬ  пргемы  кинематики, 
которые  применяются  и  въ  другихъ  более  сложныхъ  случаяхъ  движешя. 

Чтобы  видеть,  что  для  изучешя  дви- 
жешя твердаго  тела  параллельно  плос- 
кости можно  разсматривать  движете 
неизменно  связанной  съ  нимъ  плоской 
фигуры,  достаточно  принять  во  внима- 
ше,  что  всЬ  точки  твердаго  гЬла,  рас- 
положенный на  одномъ  перпендикуляре 
къ  плоскости,  имеютъ  перемещетя  гео- 
метрически равныя.  Разсмотримъ  две 
точки,  Мх  и  Жа,  расположенный  на  та- 

шгь  перпендикуляре  (фиг.  7).  Если  бы  ихъ  перемещетя,  МХМ^  и  ЖаЛ/а', 
не  были  геометрически  равны,  то  прямая  Мх  3/а  после  перемещетя  сде- 
лалась-бы  наклонною  къ  плоскости;  а  тогда  или  разстояше  одной  изъ  то- 
чекъ  отъ  плоскости  или  ихъ  взаимное  разстояше  должны  были -бы  из- 
мениться. И  то  и  другое  противоречитъ  предположешямъ.  Итакъ,  доста- 
точно знать  движете  точки,  лежащей  въ  плоскости,  параллельно  которой 
происходить  движея1е  твердаго  тела,  чтобы  знать  движете  всехъ  точекъ 
тела,  расположенныхъ  на  перпендикуляре  къ  плоскости,  проходящемъ 
черезъ  эту  точку. 

18.  У  слеше,  чтобы  твердое  тЪло  двигалось  параллельно  плоскости.  Мы 
знаемъ,  что  движете  твердаго  гЬла  определяется  движешемъ  трехъ  его 
точекъ,  не  лежащихъ  на 
одной  прямой  (§2).  Ес- 
аи  три  точки  твер- 
даго тела  имеютъ 
перемещен1Я,парал- 
дельныя  плоскости, 
то  перемещен1е  все- 
го тела  параллель- 
но плоскости.  Чтобы 
это  показать,  опустимъ 
(фиг.  8)  изъ  точекъ 
$!,  М7У  Мг  перпенди- 
куляры Мхти  М2т2, 
#,ж,  на  плоскость  Р,  параллельно  которой  эти  точки  двигаются,  и  бу- 
демъ  эти  перпендикуляры  называть  высотами  точекъ  М1У  Жа,  Мг.  Такъ 
какъ,  согласно   предположешю,   эти  высоты  остаются   постоянными,   то 


Фиг.  8. 
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и  наклонъ  прямыхъ  М2Мг,  МгМх  и  МгМ%  къ  плоскости  Р  не  изме- 
няется, а  следовательно  плоскость  (МХМ2М^  образуете  съ  предыдущею 
постоянный  уголь.  Всл4дств1е  этого,  и  при  постоянстве  высотъ  данныхъ 
точекъ,  точки  Ах,  А2,  Аг  пересЬчетя  прямыхъ  ЖаЖ»,  МЬМХЛ  МхМг 
съ  плоскостью  Р,  лежавппя  до  перем*щешя  въ  этой  плоскости,  въ  ней 
и  перемещаются.  Возьмемъ  въ  тки*  произвольную  точку  Ж  и  проведемъ 
плоскость  (МА2Аг).  По  неизменяемости  гЬла,  уголь  меаду  этою  пло- 
скостью и  плоскостью  {МхМ2Мг)  остается  постояннымъ,  а  поэтому  сохра- 
няется и  наклонъ  плоскости  (МА2Аг)  къ  плоскости  Р.  Принявъ-же  во 
внимаше  постоянство  разстоянШ  МА2  и  МАг,  заключаемъ,  что  и  вы- 
сота точки  М  надъ  плоскостью  Р  не  изменяется.  1) 

19.  Вращете  плоеной  фигуры  около  центра.  ЗамЬтимъ  сначала  тотъ 
частный  случай  движенья  плоской  фигуры,  когда  одна  изъ  ея  точекъ 
остается  неподвижною.  Такое  движете  плоской  фигуры  мы  будемъ  назы- 
вать вращешемъ  ея  около  неподвижнаго  центра.  Все  точки  опи- 
сываютъ  тогда  круги,  имеюпце  эту  точку  своимъ  центромъ.  Легко 
видеть  изъ  неизменяемости  разстоянШ  мевду  всеми  точками,  что  радаусы, 
проведенные  изъ  всехъ  точекъ  къ  этому  центру,  поворачиваются  на 
равные  углы;  а  следовательно  проходимые  точками  пути  пропорщояальны 
ихъ  разстоятямъ  отъ  общаго  центра. 

20.  Творена  Бернулли  и  Шаля.  Два  какихъ-нибудь  перемешен!я,  по- 
мощью которыхъ  система  точекъ  изъ  одного  даннаго  положения  пере- 
ходить въ  другое  данное,  называются  эквивалентными.  Это  поняйе, 
представляющее  основу  всей  кинематики,  приводить  къ  следующей 
основной  теореме  кинематики  плоской  фигуры  (^Геап  ВегпоиШ 
и  СЬаз1е8): 

Всякое  перемещен1е  неизменяемой  плоской  фигуры  экви- 
валентно повороту  ея  около  неподвижнаго  центра. 

Для  доказательства  заметимъ,  что  движете  плоской  фигуры  вполне 
определяется  движетемъ  двухъ  ея  точекъ;  потому-что,  если  въ  какой- 
нибудь  моментъ  времени  известно  положете  двухъ  ея  точекъ,  то  известно 
и  положете  всякой  третьей  точки  по  разстоятямъ  ея  отъ  первыхъ 
двухъ;  поэтому  достаточно  показать,  что  можно  две  точки  плоской  фи- 
гуры перевести  указаннымъ  способомъ  изъ  одного  даннаго  положетя  въ 


*)  ДредыдупЦя  разеужденгя  требуютъ  следующей  оговорки.  Можно  пред- 
ставить себъ  такое  перем,вщен1е  треугольника  МхЖ^Мг^  при  которомъ  вер- 
шины его  имъютъ  перемълценгя,  параллельный  плоскости  (не  смешивать  век- 
торы перемъщешя  съ  действительными  путями),  но  при  этомъ  острый  уголъ 
между  этою  плоскостью  и  плоскостью  треугольника  обращается  въ  тупой, 
дополняюпцй  предыдупцй  уголъ  до  двухъ  прямыхъ.  Ташя  предподожешя 
исключаются  изъ  раземотрёшя,  потому-что  при  этомъ  точки  М1.  М2у  Мг  во 
время  действительно  происходящаго  движешя  не  могутъ  вев  сохранять  своп 
высоты  надъ  плоскостью. 
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и   Мх',  М2    первыя  и  вторыя 


Фиг.  9. 


поэтому    треугольники 


другое.  Пусть  будутъ  (фиг.  9)  М„  М2 
положешя  этяхъ  точекъ.  Черезъ  сре- 
дины отр-Ьзковъ  МХМХ  и  М2М2*  прове- 
демъ  къ  нимъ  перпендикуляры  и  пока- 
хемъ,  что  точка  ихъ  пересЬчегоя,  С,  и 
есть  искомый  центръ.  Действительно,  точ- 
ка Мх  можетъ  быть.цереведена  въ  поло- 
хен1е  Мх*  вращеваемъ  фигуры  около  точ- 
ки С,  такъ  какъ  по  построенш  СМХ  = 
=  СМХ\  Легко  видеть,  что  при  томъ-же 
вращенш  и  на  тотъ-же  уголъ  точка  М% 
заиметь  положеше  М2'.  А  именно,  по  не- 
изменяемости фигуры,  МХМ2  =  МХМ2\ 
а  по  построенш  СМ1  =  СМХ\  СМ2  = 
СМгМ2  и  СМХЫ^  равны.  Отсюда  сл4дуетъ  равенство  угловъ: 

Отнимая-же  отсюда  обпцй  уголъ  (МХ'СМ2),  находимы 

/.(М1СМ1')  =  Л(М2СМ2'У, 

чЪмъ  и  доказана  тоорема. 

Точку  С  мы  будемъ  называть  дентромъ  вращен1я,  эквивалентнаго 
данному  перем*щешю  или,  для  краткости,  просто  центромъ  эквива- 
лентнаго вращен1я. 

21 .  Перемкщен!е  твердаго  т*ла  параллельно  плоскости.  Такъ  какъ  вс* 
точки  твердаго  тЬла,  расположенный  на  одномъ  перпендикуляре  къ  плос- 
кости движешя,  имйюгь  перем^щен1я  геометрически  равныя,  то  вс*  точки 
гЬда,  дежапця  на  перпендикуляре,  проходящемъ  черезъ  С,  остаются  при  экви- 
валентномъ  вращенш  плоской  фигуры  около  С  неподвижными.  Поэтому: 

Всякое  перемЪщен1е  твердаго  т4ла  параллельно  плоскости 
эквивалентно  вращенш  его  около  оси,  перпендикулярной  къ 
этой  плоскости. 

Подобно  этому,  вс*  дальн4йШ1е  резуль- 
таты относительно  движешя  плоской  фигуры 
могутъ  быть  перенесены  на  движете  твер- 
даго тЬла  параллельно  плоскости;  поэтому 
дальше  мы  небудемъ  каждый  разъ  къ  этому 
возвращаются. 

3.  8.  Показать,  въ  дополнение  къ  теорема  Вернул ди— Шаля,  что  всякая 
третья  точка  плоской  фигуры  действительно  поворачивается  около  точки  С 
на  тотъ-же  уголъ,  какъ  и  первыя  двъ  точки. 

3.  9.  Дано  перемътцеше  шатуна  А  В  паровой  машины  (фиг.  10),  опреде- 
ляемое вращен!емъ  кривошипа  ОВ  на  уголъ  ВОВ1.  Определить  ось  и  уголъ 
вращев1я,  эквивалентнаго  этому  перемъщешю. 

П.  Сомовъ. — Основан  1я  теорет.  механики.  2 
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3.  10.  Дано  переиъщенге  одной  точки  плоской  фигуры,  начальное  поло- 
жете  другой  точки  и  разстояше  последней  отъ  центра  эквивалентнаго  вра- 
щешя.  Определить  этотъ  центръ  и  перемъщете  второй  точки. 

3.  11.  Даны  начальный  полоясетя  двухъ  точекъ  плоской  фигуры,  раз- 
СТОЯН1Я  ихъ  отъ  центра  эквивалентнаго  вращен1я  и  уголъ  этого  вращешя. 
Определить  положенге  центра  и  геометрическое  мъсто  точекъ,  перемещен  1я 
которыхъ  (въ  смысл*  §  12)  имъютъ  данную  величину. 

22.  Поступательное  перемъщете  плоской  фигуры.  Если  перем^щетя 
двухъ  точекъ  плоской  фигуры  геометрически  равны,  то  центръ  эквива- 
лентнаго вращешя  находится  на  безконечности.  Въ  этомъ  случа*  пере- 
агЬщенш  веЬхъ  точекъ  плоской  фигуры  геометрически  равны.  Такое  пе- 
рем-Ьщеше  называется  поступательнымъ. 

Если  заранее  известно,  что  перемъщете  плоской  фигуры  поступа- 
тельное, то  оно  определяется  перем'Ьщетемъ  одной  ея  точки. 

Изъ  геометрическаго  равенства  перем-ЬщенШ  всЬхъ  точекъ  слйдуетъ, 
что  всякая  прямая,  соединяющая  дв*  точки  плоской  фигуры,  остается 
при  ея  поступательномъ  перем'Ьщеши  параллельною  самой  себ*.  Обратно, 

если  какая-нибудь  прямая,  перемещаясь, 
остается  параллельною  самой  себ*Ь,  то  дви- 
жете плоской  фигуры  поступательное. 

Если  принять,  во  внимаше,  что  всякая 
кривая  лин1я  есть  пред'Ьлъ  многоугольника, 
то  легко  вид*Ьть,  что  при  поступательномъ 
движеши  плоской  фигуры  касательный  во 
всЬхъ  точкахъ  какой-либо  проведенной  въ 
ней  кривой  лиши  остаются  параллельными  са- 
мимъ  себЬ.  Можно  сказать,  что  кривая  пе- 
г*  ремйщается  параллельно  самой  себ*. 

Поступательное  движете  можетъ  быть  и  не  прямолинейнымъ.  Напр. 
въ  сочлененномъ  параллелограмм*  О^^М^  (фиг.  11),  одна  сторона 
котораго,  О^з,  удерживается  неподвижною,  противуположная  сторона. 
МХМ2,  и  неизменно  связанная  съ  нею  плоская  фигура  совершаетъ  посту- 
пательное движете,  причемъ  вс*  точки  ея  двигаются  по  кругамъ  съ 
различными  центрами,  но  одинаковаго  радиуса. 

3.  12.  Определить  въ  послъднемъ  механизме  положеше  центра  круга, 
описываемаго  точкою  М,  неизменно  связанною  съ  прямою  МХМ7. 

Составныя  перемФщета  плоской  фигуры. 

23.  Понят!е  о  составною  переиъщежи  плоской  фигуры.  Составнымъ 
перемйщешемъ  плоской  фигуры  называется  такое,  которое  эквивалентно 
н'Ьсколькимъ  ея  перем'Ьщещямъ,  совершеннымъ  последовательно.  Число 
такихъ  перемйщенШ  можетъ  быть  и  безконечно  велико.  Можно  напр. 
представить  себ*,   что   два  данныхъ  вращен1я  около  двухъ  различныхъ 
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центровъ  разделены  каждое  на  п  вращенШ,  который  происходятъ  пооче- 
редно то  около  одного,  то  около  другого  центра;  если  число  п  стремится 
къ  безконечности,  то  въ  предал*  плоская  фигура  получаетъ  тогда  такое 
движете,  которое  можно  рассматривать  какъ  одновременное  вращеше 
около  двухъ  различныхъ  центровъ. 

Для  изучешя  составныхъ  перем4щенШ  достаточно  рассмотреть  пере- 
м*щеше,  эквивалентное  двумъ  посгЬдовательнымъ.  А  такъ  какъ  каждое 
изъ  нихъ  по  теорем*  §  20  эквивалентно  вращенш  около  центра,  то  во- 
просъ  сводится  къ  опред'Ьлетю  центра  и  угла  вращешя,  эквивалентнаго 
двумъ  посл4довательнымъ  вращешямъ  около 
данныхъ  центровъ  на  данные  углы. 

24.  Перем-Ьщеже,  эквивалентное  двумъ 
даннымъ.  Пусть  будутъ  Сх  и  С2  данные 
центры  вращешй  (фиг.  12)  въ  ихъ  началь- 
ныхъ  положешяхъ,  аг  и  а2  углы  этихъ 
вращенШ.  Условимся  вращешя,  происхо- 
дящ1Я  по  направленно  движетя  стрелки 
часовъ,  называть  положительными,  а 
въ  обратную  сторону — отрицательными,  фиг  12. 

и  предположимъ  сначала,  что  оба  враще- 
шя положительный.  Поел*  мы  увидимъ  (§  28),  что  порядокъ,  въ  кото- 
ромъ  происходятъ  вращешя,  оказываетъ  вл1яше  на  получающееся  при 
этомъ  положеше  тЬла;  условимся  поэтому  заранее  вращеше  С1  (с^)  *) 
считать  первымъ.  Когда  оно  происходить,  точка  Сх  остается  неподвиж- 
ною, а  С2  переходить  въ  положеше  С2';  при  второмъ  вращенш,  около 
С2,  положеше  этой  точки  сохраняется,  а  Сх  переходить  въ  С/.  Чтобы 
отыскать  положеше  С  центра  вращешя,  эквивалентнаго  двумъ  совершен- 
нымъ,  нужно  только  принять  точки  Сх  и  С2  за  точки,  опред4дяюпця  дви- 
жете плоской  фигуры,  и  применить  теорему 

Бернулли  и  Шаля:  точка  С  получится  какъ  ^ С^ 

пересечете  биссектриссъ  угловъ  аг  и  аа.  и^Г^~~7^^к 

Изъ  равенства  треугольниковъ  СХСС2  и  (Г   -^  ^ 

СХСС2  (СХС2  =  С1С2  по  неизменяемости 
фигуры,  0/0=?  ОД  С2'С  =  С2С  по  по- 
строение)) вытекаетъ  следующее,  бол-Ье  простое  построеше  точки  С  (фиг.  13): 

Отъ  СгС2  нужно  отложить  въ  сторону  перваго  вращенгя  по- 
ловину угла  перваго  вращен1я  съ  вершиною  въ  Сх  и  отъ  той- 
же  прямой  отложить  въ  сторону,  обратную  второму  вращенш 
половину  угла  второго  вращен1я  съ  вершиною  въ  С2\  тогда 
точка  С  получится  какъ  точка  пересЬчеюя  проведенныхъ 
сторонъ  этихъ  угловъ. 


Фиг.  13. 


*)  Для  краткости  вращен!е  около  центра  С  на  уголь  а  будемъ  обозначать 
сииволомъ  С  (а). 


2* 
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Чтобы  определить  уголъ  а  эквивалентна™  вращешя,  замйтямь,  что 
при  вращеши  плоской  фигуры  около  С  прямая  СС2  поворачивается  на 
уголъ  (С2ССа'),  который  и  есть  искомый.  Очевидно 

«  =  «!-+-  «1.  (11) 

Если  второе  вращеше  совершается  въ  обратную  сторону,  то  всетаки 
приведенное  выше  правило  для  построен1я  центра  С  сохраняется.  Въ 
этомъ  можно  убедиться,  применяя  опять  теорему  Бернулли — Шаля  и 
пользуясь  потомъ  опять  равенствомъ  треугольниковъ  СхССа  и  С^СС^.  Не 

повторяя  этого,  ограничимся  лишь 
указашемъ  на  прилагаемые  здЪсь 
два  чертежа  (фиг.  14  и  15). 

С 

Фиг.  14.  Фиг.  15. 

Отлич1е  отъ  предыдущаго  случая  состоять  теперь  въ  томъ,  что 

«  =  «!  —  «ц  (12) 

причемъ,  смотря  по  знаку  этой  разности,  вращеше  около  С  происходить 
или  въ  сторону  перваго  или  въ  сторону  второго  изъ  данныхъ  вращенШ. 
Если  уголь  второго  вращешя  считать  отрицательнымъ,  то  и  для  настоя- 
щаго  случая  формула  (11)  остается  верною. 

25.  Пара  вращенШ.  Случай,  когда  ах  =  а2  и  вращешя  происходить 
въ  противуположныя  стороны,  заслуживаетъ  особеннаго  внимашя.  Сово- 
купность двухъ  такихъ  вращенШ  называется  парою  вращенЦ.  При- 
меняя теперь  теорему  Бернулли — Шаля,  мы  видимъ,  что  точка  С  ухо- 
дить въ  безконечность,  а  уголъ  вращешя  около  нея  делается  равнымъ 
нулю.  Это  показываетъ,  что  пара  вращея1й  эквивалентна  поступа- 
тельному перем-Ьщен1ю. 

Величина  послЬдняго,  какъ  это  легко  вид4ть  изъ  чертежа  (фиг.  16), 
равна 

5  =  С^С/  =  С2С21  =  2  С,С2  згп^-,  (13) 

направлеше-же  его  определяется  угломъ 

Р  =  /((73С1С1')  =  |ч-|-,  ;..  (14) 

который  отсчитывается  отъ  прямой  СгС3  въ  сторону  перваго  вращешя. 

26.  ЗагЬнеже  поступательнаго  перегЬщеш'я  парою  вращенШ.  Очень 
часто  бываетъ  выгодно  при  изсл'Ьдованш  движешя  поступательное  пере- 
м^щеше    заменять  парою  вращенШ.    Изъ   предыдущаго   видно,   что  для 
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§  28,  ф.  14. 


^С 


Фиг.  16. 


этого  нужно  на  векторЬ  5  (фиг.  16),  опред'Ьляющемъ  теперь  данное,  по- 
ступательное перемещение,  построить  какъ  на  основаши  равнобедренный 
треугольникъ  съ  той  иди  съ  другой  стороны 
вектора  «,  смотря  по  тому,  въ  какую  сторону 
должно  произойти  первое  вращеше.  Верши- 
на треугольника  будетъ  служить  тогда  цен- 
тромъ  перваго  вращешя,  а  начало  вектора  5 
дентромъ  второго  вращешя;  уголъ-же  обоихъ 
вращешй  измеряется  угломъ  при  вершине 
треугольника. 

Очевидно,    что   замена   поступательнаго 
перем'Ьщетя  парою  вращешй   можегь  быть  произведена  безчисленнымъ 
множествомъ  способовъ. 

27.  Переносъ  центра  вращешя.  Пара  вращенШ  им*етъ  приложение 
еще  при  другомъ  преобразована  перем4щен1я.  Пусть  дано  вращеше 
плоской  фигуры  около  центра  С  (фиг.  17)  на  уголъ  а;  требуется  опре- 
делить, какое  вл1яше  на  окончательное  положеше  плоской  фигуры  ока- 
жетъ  замена  центра  С  другимъ  центромъ 
вращен1я  С\  при  сохранены  того-же  угла 
и  того-же  направлен1я  вращешя.  и  на  осно- 
ваши этого  требуется  указать  такое  допол- 
нительное перем4щеше,  которое,  вмЬсгЬ  съ 
вращешемъ  около  центра  С,  было -бы  экви- 
валентно первоначальному  переагЬщенш. 

Сообщимъ  плоской  фигуре  два  враще- 
ния около  С  въ  противуположныя  стороны  на  данный  уголъ  а.  Огь  этого 
ничего  не  изменяется;  потому-что  поел*  двухъ  такихъ  вращешй  все  точки 
фигуры  возвращаются  на  свои  прежшя  места.  Но  теперь  три  вращешя 
можно  рассматривать  состоящими:  изъ  вращешя  около  С  въ  ту-же  сто- 
рону какъ  и  данное  и  на  тогь-же  уголъ  и  изъ  пары  вращенШ,  которая, 
какъ  уже  известно,  эквивалентна  поступательному  перемещент,  опреде- 
ляемому по  формуламъ  (13)  и  (14).  Отсюда  заключаемъ,  что  при  пере- 
нос* центра  вращен1я  изъ  С  въ  С1,  нужно,  если  мы  хотимъ  получить 
перемещеше,  эквивалентное  данному,  присоединить  вышеприведенное  по- 
ступательное перемещеше. 

28.  Вл'юж'е  порядка  перемещен»*.  Въ  §  24  было  уже  упомянуто,  что 
порядокъ,  въ  которомъ  происходить  два  перемещен1я  плоской  фигуры, 
вл1яетъ  на  ея  окончательное  положеше.  Въ  этомъ  можно  убедиться,  при- 
меняя приведенное  въ  §  24  правило  для  построешя  центра  эквивалент- 
наго  перемещешя  при  двухъ  различныхъ  порядкахъ  данныхъ  перемеще- 
Н1Й.  Положешя  центровъ  эквивалентныхъ  вращенШ  окажутся  несовпа- 
дающими и  будутъ  расположены  симметрично  относительно  прямой  СХС2 


Фиг.  17. 
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(фиг.  18);  откуда  и  видно,  что  окончательное  положете  плоской  фигуры 
будегь  въ  этихъ  двухъ  случаяхъ  различно.  Различ1е  это  можетъ  опреде- 
ляться лишь  н'Ькоторымъ  поступатель- 
но нымъ    перем'Ьщешемъ,    такъ    какъ,   по 
\  формул*  (11)  [или  (12)],  уголь  эквива- 
.^Г**- '   ^">г;         лентнаго  вращешя   при   обоихъ  поряд- 


сг^ж; 


***-'    "        кахъ  одинаковъ 


Й/     1 

* 

^1/'  3.  13.  Найти  вращете,  эквивалентное 

^  тремъ  данныыъ  около  различныхъ   цент- 

Фиг.  18.  ровъ. 

3.  Н-  Указать  условш,  при   которыхъ 
совокупность   трехъ   вращенШ  эквивалентна  поступательному  переьгъщетю. 
3.  15.  Определить    вращете,    эквивалентное    данному  поступательному  и 
вращательному  перем'вщешямъ.  Для  р^шенгя  см.  §  27. 

3.  16.  Определить  пару  вращенШ,  эквивалентную  такому  поступательному 
перемещение),  при  которомъ  прямая,  соединяющая  центры  вращенШ,  переме- 
щается вдоль  самой  себя. 

3.  17.  Показать,  что  влште  изм-Ьнешя  порядка  двухъ  вращенШ  эквива- 
лентно поступательному  перемещен^ 

7*  =  4  САС2  вхп  -гр  згп  -— 
по  направлению,  образующему  съ  прямою  СгС2  угодъ 

3.  16.  Решить  предыдущую  задачу  въ  примененш  къ  парв  вращешй. 

3.  19.  Показать,  что  при  сложеши  вращательнаго  и  посту пательнаго  пе- 
ремещешй  порядовъ  ихъ  не  влметъ  на  результатъ. 

3.  20.  Заменить  два  последов ательныхъ  вращешя  на  данные  углы  а,  иа, 
около  данныхъ  центровъ  четырьмя  вращетями  на  углы  а1/2,  а,/2,  аа/2  и  а2/2 
поочередно  около  техъ-же  центровъ  и  определить  вл1яше,  которое  оказы- 
ваетъ  это  замйнете  на  окончательное  положете  плоской  фигуры. 

29.  Относительное  перемьщеше  двухъ  плоснихъ  фигуръ.  Вс4  резуль- 
таты, касаюпцеся  составныхъ  перемгЬщешй  плоской  фигуры,  ивгЬютъ  при- 
ложение въ  вопрос*  объ  относительномъ  перем^щенш  ихъ,  одной  отно- 
сительно другой.  Чтобы  судить  объ  относительномъ  перемещены  двухъ 
неизм1шяемыхъ  гЬлъ  вообще,  нужно  применить  пргемъ,  указанный  уже 
въ  просгЬйшемъ  вид*  въ  §  16;  а  именно,  нужно  сообщить  обоимъ  гЬламъ 
одно  общее  перем'Ьщеше,  какъ  еслибы  они  были  связаны  между  собою 
неизм'Ьннымъ  образомъ,  и  притомъ  такое,  чтобы  одно  изъ  гЬлъ  возвра- 
тилось въ  свое  первоначальное  положение.  Тогда  составное  перемещение 
другого  гЬла,  состоящее  изъ  первоначально  даннаго  и  вновь  приданнаго, 
и  представить  его  перем'Ьщеше  относительно  перваго  гЬла.  Применяя 
это  къ  двумъ  плоскимъ  фигурамъ  ^  и  /52,  которыя  совершили  вращешя 
С\  («О  и  С2  (а2),  мы  должны,  для  опред^леМя  перем4щешя  фигуры  52 
относительно  5Х,  обЪимъ  фигурамъ  сообщить  вращете  Сх  ( — аД  Всл4д- 
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стае  этого  фигура  Дх  возвратится  въ  свое  первоначальное  положете,  а 
перем-Ьщеше  фигуры  /52,  составленное  изъ  переагЬщенШ  С72(а2)  и 
С1  ( —  с^),  и  представить  ея  перем-Ьщеше  относительно  5,. 

3.  21.  Два  круга,  касаюпцеся  внйшпимъ  образомъ  другъ-друга,  поверну- 
лпсь  около  своихъ  центровъ  въ  разныя  стороны  на  углы,  обратно-пропорцю- 
налъные  ихъ  радхусамъ.  Найти  ихъ  относительное  перемЪщеше. 

3.  22.  Решить  ту-же  задачу  при  внутреннемъ  касанш  круговъ  и  въ  пред- 
положен^, что  вращешя  происходятъ  въ  одну  сторону. 

3.  23.  Два  стоящихъ  на  одномъ  и  томъ-же  рельсъ  вагонныхъ  колеса  оди- 
наковаго  дааметра  повернулись  вслъдствге  нйкотораго  перемАщенш  вагона. 
Определить  относительное  перемАщете  колесъ. 

3.  24.  Колесо  вагона,  катясь  но  рельсу,  повернулось  на  уголь  а.  Опреде- 
лить перем'вщеше  рельса  относительно  колеса. 

ПеремФщетя  твердаго  тЬла  около  неподвижной  точки. 

30.  Сведете  вопроса  къ  вопросу  о  движеши  сферической  фигуры.  Дви- 
жете твердаго  гЬла,  въ  которомъ  одна  его  точка  остается  неподвижною, 
мы  будемъ  для  краткости  называть  вращегпемъ  около  точки. 

Такъ  какъ  всякое  движете  твердаго  гЬла  определяется  движетемъ 
трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной  прямой  (§  2),  то  для  опреде- 
летя  его  вращетя  около  неподвижной  точки  достаточно  знать  движете 
двухъ  его  точекъ,  Мх  и  Ж2,  не  лежащихъ  на  одной  прямой  съ  непо- 
движною. Для  уцрощетя  изслЬдоватя  полезно  взять  точки  М1  и  М2  на 
одинаковомъ  разстоянш  отъ  неподвижной  точки  О.  При  всякомъ  движе- 
ши гЬла  эти  точки  будутъ  оставаться  на  поверхности  одного  и  того-же 
шара.  То- же  самое  можно  сказать  относительно  всякой  точки,  лежащей 
на  поверхности  этого  шара  и  вообще  относительно  всякой  сферической 
фигуры,  неизменно  связанной  съ  точками  М1  и  Мг  Притомъ  положеше 
такой  фигуры  внолн'Ь  определяется  положетемъ  точекъ  М1  и  Ж,,  по- 
тому-что  всякая  ея  точка  и  при  всякомъ  положены  гЬла  можетъ  быть 
построена  какъ  вершина  сферическаго  треугольника,  имгЬющаго  дугу  М1М2 
своимъ  основатемъ.  Зная-же  положете  сферической  фигуры,  легко  по- 
строить положете  всЬхъ  точекъ  твердаго  гЬла,  такъ  какъ  всякой  его 
точке,  лежащей  на  прямой,  которая  соединяетъ  ее  съ  неподвижною,  со- 
ответствуете некоторая  точка  сферической  фигуры;  а  по  последней  легко 
найти  каждый  разъ  и  положете  данной  точки. 

Въ  дальнейшемъ  мы  будемъ  предполагать,  что  рад1усъ  шара, 
на  которомъ  разсматривается  движеюе  сферической  фигуры, 
равенъ  единице.  Тогда  все  дуги  болыпихъ  круговъ  будутъ  непосред- 
ственно измерять  соответствуюпце  этимъ  дугамъ  углы. 

Итакъ,  вся  кинематика  твердаго  тЬла  съ  неподвижною  точкою  сво- 
дится къ  кинематике  сферической  фигуры.  Въ  этомъ  уже  видна 
большая  аналопя  настоящаго   случая  движетя  съ  движетемъ  гЬла  па- 
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раздельно   плоскости.   Эта   аналопя  будетъ  видна  и  дальше  во  многихъ 
(но  не  во  всЬхъ)  отношешяхъ. 

31.  Теорема  Далаибера  (0'А1етЬег1).  Всякое  перем'Ьщеюе  твер- 
даго  т*ла  около  неподвижной  точки  эквивалентно  повороту  его 
около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку. 

Для  доказательства  этой  теоремы  покажемъ,  что  всякое  перевгЬщеше 
сферической  фигуры  по  содержащей  ее  шаровой  поверхности  можегь  быть 
такъ  произведено,  что  одна  ея  точка  останется  при  этомъ  неподвижною. 
Это  свойство  сферическаго  движетя  аналогично  свойству  плоскаго  дви- 
жен1я,  выражаемому  теоремою  Бернулли — Шаля,  и  можетъ  быть  анало- 
гичнымъ-же  образомъ  доказано.  Разница  будетъ  состоять  только  въ  томъ, 
что  вместо  прямыхъ  линШ  придется  разсматривать  дуги  большихъ  кру- 
,  говъ,  и  вместо  плоскихъ  треуголь- 

а^--^1  никовъ— сферичесше,  т.   е.   образо- 

М//^,      ч/ч\  ванные   дугами    большихъ    круговъ. 

*^^Т~"*Г"~~Ч^-'^  Пусть  будутъ  М1У  М2   и   Мх,  М2 

%ччч .  \     ^><*\*  ^иг*  1^  положешя  данныхъ  на  сфе- 

ч-;>\  Х'Г.    ^\^2         Р*  точекъ,  опредЬляющихъ  движение 
р"  ^М!4       гЬла  до  и  поел*  перем*щешя.  Сое- 

фиг  19  динивъ  Мх  съ  Ж/  и  М2  съ  М2  дуга- 

ми большихъ  круговъ,  проведемъ  изъ 
ихъ  срединъ,  Ах  и  А2,  перпендикулярныя  къ  нимъ  дуги  большихъ  кру- 
говъ: точка  Р  пересЬчен1я  посл'Ьднихъ  и  есть  та  точка,  которая  при  дан- 
номъ  перемещены  сферической  фигуры  можетъ  быть  оставлена  неподвиж- 
ною. А  именно,  построивъ  сферичесше  треугольники  М1РМ2  и  МХ'РМ2' , 
мы  найдемъ,  что  они  равны,  потому-что  стороны  ихъ  соответственно  рав- 
ны: ^  МХМ2  =  —  Ж/Ж2'  по  неизменяемости  гЬла,  ^  МХР  =  /-^  Ж/Р\ 
<-^  М2Р=  /-ч  М2'Р  по  построенш,  какъ  дуги,  равно  наклоненный  къ  пер- 
пендикулярамъ  АХР  и  А2Р.  Изъ  равенства  треугольниковъ  слЬдуетъ  ра- 
венство угловъ: 

^  (ЛГ/РЖ,')  =  ^  (МХРМ2). 

Отнимая  отсюда  обпцй  уголъ  (Ж/РЛ/,),  находимъ: 
^(М2РМ2')  =  ^МХРМХ')- 

такимъ  образомъ,  если  сферическую  фигуру,  двигая  ее  по  сфер4,  повер- 
нуть около  точки  Р  на  уголъ  (МхРм/),  то  точки  Мх  и  М2  одновре- 
менно займутъ  свои  вторыя  положешя,  а  поэтому  и  все  гЬло  придетъ  въ 
свое  второе  положеше. 

Точку  Р  будемъ  называть  полюсомъ  эквивалентнаго  вращеюя. 
Прямая  ОР,  проходящая  черезъ  него  и  черезъ  неподвижную  точку  О, 
служить  осью  вращения,  эквивалентнаго  данному  перем'Ьщенхю. 

Нужно    им4ть   въ  виду,  что  при  вращенш  около  этой  оси  точки  Мг 
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и  М2  описываютъ  не  дуги  Л^ЛГ/  и  М2М2*  болыпихъ  круговъ,  а  дуги 
нЪкоторыхъ  параллельныхъ  круговъ,  радаусы  которыхъ  равны  разстоя- 
шямъ  точекъ  Мх  и  М2  отъ  оси  эквивалентна™  вращешя. 

32.  Графическое  изображеше  чаправлешя  вращешя.  Разсматривая  вра- 
щешя около  различныхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  неподвижную  точку 
гЬла,  весьма  важно  условится  отм'Ьчать  какимъ- 

либо  символомъ  одновременно  и  направлеше  оси 
и  сторону  вращешя.  Будемъ  ось  вращешя  прово- 
дить только  въ  одну  сторону  отъ  неподвижной  оси, 
а  именно  въ  ту,  откуда  вращеше  кажется  проис- 
ходящимъ  по  часовой  стр^лк*.  Тогда  положеше 
полюса  Р  (фиг.  20),  т.  е.  точки  пересЬчешя  оси 
со  сферою  будетъ  указывать  нетолько  положеше 
оси,  но  и  направлеше   вращешя.  Такимъ  обра-  Фиг  20 

зомъ  напр.  при  изм1ненш  вращешя  на  вращеше, 
ему  прямо  противуположное,  нужно  и  полюсъ  вращешя  взять  Д1аметраль- 
но  иротивуположнымъ  первоначальному. 

3.  25.  По  даннымъ  перем-Ьщешямъ  точекъ  М1  и  ЛГ2,  лежащихъ  пасфер&, 
определить  переьгЬщеше  точки  М,  произвольно  взятой. 

3.  26.  По  даннымъ  перем-Ьщеншмъ  точекъ  М1  в  М%  указать  геометриче- 
ская м-Ьста  точекъ,  перемъщен!а  которыхъ  (въ  смыслъ  §  12)  геометрически 
равны. 

3.  27.  По  тъмъ-же  даннымъ  указать  геометрическое  мъсто  точекъ,  пере- 
мещения которыхъ  или  равны  по  величине  или  одинаковы  по  направленно. 

3.  28.  Точка  М1  находилась  на  положительной  оси  (х)  а  точка  Ж%  на  по- 
ложительной оси  (у)  системы  прямоугольныхъ  координатныхъ  осей  въ  про- 
странстве трехъ  измъренШ.  Построить  ось  вращенм,  эквивалент  наго  такому 
перем&щетю,  при  которомъ  точки  Мг  и  М2  переходятъ  на  отрицательный 
направлен!я  осей  (ж)  и  (у),  причемъ  начало  координатъ  остается  неподвижнымъ. 

Составное  и  относительное  переагбщеше  твердаго  т4да 

около  точки. 

33.  0пред*лен1е  полюса  и  угла  вращешя,  эквивалентна™  двуиъ  дан- 
нымъ перегЬщенЫгь  около  точки.  Всякое  перем^щеше  твердаго  гЬла  около 
неподвижной  точки  должно  быть,  на  основанш  теоремы  Даламбера,  экви- 
валентно вращешю  около  оси,  проходящей  -  черезъ  эту  точку.  Предпола- 
гая, что  известны  Рх  (а1)  и  Р3  (а2),  т.  е.  два  вращешя  на  углы  %х  и 
а2  около  осей,  опред'Ьляемыхъ  полюсами  ^  и  Р,,  эквивалентный  двумъ 
посгЬдовательнымъ  перем,Ьщен1ямъ,  построимъ  полюсъ  Р  и  найдемъ 
уголь  а  эквивалентна™  имъ  вращешя.  Порядокъ  переигЬщешй,  какъ 
будетъ  видно  ниже,  вл1яетъ  на  результатъ;  поэтому  условимся  считать 
Рх  полюсомъ  перваго,  а  Р2  полюсомъ  второго  вращенгя.  Такъ  какъ 
эти  точки  принадлежать  неизменяемому  гЬлу,  то  можно  ими  воспользо- 
ваться для  опред'Ьлешя  полюса  Р  по  теорем*  Даламбера.  Замечал  поло- 
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жешя  точекъ    Р1    и    Ра   после  обоихъ  последовательный  перем'ЬщенШ 
(фиг.  21)  и  делая  указанное  въ  теорем*  Даламбера  построение,  мы  най- 

демъ  полюсъ  Р  какъ  точку  пересечешя 
сферическихъ  биссектриссъ  угловъ  а}  и  а2. 
Бри  этомъ,  аналогично  съ  случаемъ  плос- 
каго  движенга,  равенство  сферическихъ 
треугольниковъ  РРгРй  и  РР^Р^  {Р^Р*  = 
=  РХР%  по  неизменяемости  тела,  а  дуги 
РХР,  РХ'Р  и  Р2Р,  Р^Р  попарно  равны 
какъ  равно  наклоненный  къ  перпендику- 
лярамъ  Р2ВХ  и  РХВ2)  показываетъ,  что 
полюсъ  Р  можетъ  быть  найденъ  по  следую- 
щему правилу:  Отъ  дуги  РХР2  нужно  отложить  по  часовой  стрелке 
половину  угла  ах  съ  вершиною  Рх  и  отъ  дуги  Р2РХ  обратно  часовой 
стрелке  отложить  половину  угла  а2  съ  вершиною  въ  Р2;  полюсъ 
Р  получится  какъ  точка  пересЬчен1я  сторонъ  этихъ  угловъ. 

Въ  виду  принятаго  нами  правила  изображать  положеше  оси  и  на- 
правлете  вращешя  (§  32),  случаевъ  противуположныхъ  вращенШ  и  пары 
вращенШ  встретиться  не  можетъ. 

Уголъ  эквивалентная  вращен1я  измеряется  очевидно  темъ,  что  по- 
ловина его  есть  внешшй  уголъ  треугольника  РХР2Р  при  точке  Р: 

|  =  ^  (Р2РВ,). 

Для   определен1Я   этого    угла   имеемъ  по  формуле  сферической  тригоно- 
метрии 


а 

С08-— : 
2 


С08  (РХРР2)  =  С08  -±  С08  -^- 


81П  ~-  8ХП  -±  С08  (РхРъ).   (15) 


Для  определен1я  положешя  полюса  Р  заметимъ  еще  зависимости,  полу- 
чаемыя  изъ  того-же  треуголоника  Р{Р3Р: 


81П 


81П  - 


8111 


41 


В 


в 


81П(Р1Р2)  8Ы1(Р.2Р)     ~     8Ш  (Р,Р)      '      (16> 

34.  Вл'1ЯН1б  порядка  вращенШ.  Порядокъ,  въ  ко- 
фиг  2о  торомъ  происходить  два  данныя  вращешя,  вл]яетъ 

на  результата  перемещешя  слЬдующимъ  образомъ. 
Если  приведенное  выше  правило  для  построешя  полюса  Р  применить  при 
измененномъ  порядке  вращенШ,  то  положеше  Р'  полюса  эквивалентнаго 
вращешя  окажется  (фиг.  22)  симметричнымъ  съ  прежнимъ  по  отношешю 
къ  плоскости  РхОР2. 

3.  29.  Показать,   что   вращеше,    эквивалентное   двумъ  вращешямъ  на  два 
прямыхъ    угла  каждое  около  взаимно  перпендпкулярпыхъ  осей  эквивалентно 
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вращешю  на  два  прямыхъ  угла  около  оси,  перпендикулярной  къ  даннымъ, 
п  что  измъиеше  порядка  вращешй  равносильно  въ  данноиъ  случае  измъне- 
нш  направления  вращешя  около  оси  эквивалентная  вращешя  на  направлеше 
противуположное. 

3.  30.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предположен^,  что  данный  оси  не 
образуютъ  между  собою  пряного  угла. 

3.  31.  Определить  вращеше,  эквивалентное  треиъ  вращенгямъ  на  прямые 
углы  около  взаимно  перпендивулярныхъ  осей,  и  указать  влаяше  порядка 
этихъ  вращешй. 

3.  32.  Неизменяемое  тъло  получило  два  вращешя  около  двухъ  данныхъ 
осей  на  данные  углы.  Около  какой  оси  нужно  повернуть  тъло,  чтобы  после 
двухъ  вращешй  около  тъхъ-же  осей  въ  измъненномъ  порядке,  перевести  его 
въ  положеше,  полученное  имъ  при  первоначальномъ  порядке  вращенШ.  Для 
ръшен1я:  Сравнить  между  собою  положеше  дуги  РР*  (фиг.  22)  при  двухъ 
различныхъ  порядкахъ  перемещен Ш. 

35.  Относительное  перемещеше  двухъ  твердыхъ  т*лъ,  им-Ьющихъ 
общую  неподвижную  точку.  Предыдущее  результаты  им'Ьютъ  приложеше 
къ  изучешю  относительнаго  перемещения  двухъ  твердыхъ  гЬлъ  съ  общею 
неподвижною  точкою.  Чтобы  судить  о  такомъ  перем-Ьщенш,  нужно  опять 
применить  пр1емъ,  указанный  въ  §  16.  т.  е.  найти  эквивалентное  вра- 
щеше для  каждаго  гЬла  въ  отдельности  и  потомъ  сообщить  обоимъ  гЬ- 
ламъ  вращеше  около  оси  эквивалентнаго  вращенгя  одного  изъ  нихъ  на 
соответственный  уголъ,  но  въ  обратномъ  направленш.  Тогда  это  послед- 
нее тело  возвратится  въ  свое  первоначальное  положеше,  а  составное 
перемещеше  другого  тела,  состоящее  изъ  первоначальная  и  вновь  ему 
приданяаго,  и  представить  его  перемещеше  относительно  перваго  тела. 

3.  33.  Два  колеса  повернулись  на  два  прямыхъ  угла  каждое  около  пере- 
секающихся взаимно  перпендикулярныхъ  осей.  Определить  относительное 
перемъщеше  каждаго  изъ  нихъ  относительно  другого  (см.  з.  29). 

3.  34.  Дано  относительное  вращеше  тъла  Л  относительно  тъла  В  и  абсо- 
лютное вращеше  тъла  В.  Определить  абсолютное  вращен!е  тъла  А,  При 
этомъ  предполагается,  что  тъла  имъютъ  общую  неподвижную  точку. 

3.  35.  Зная  перемъщеше  тъла  Л  относительно  твла  В  и  тъла  В  относи- 
тельно тъла  С,  определить  перемъщеше  тела  Л  относительно  тъла  С  въ  пред- 
положение что  все  тела  имеютъ  общую  неподвижную  точку. 

ОбшДй  случай  перекг&щешя  твердаго  тФда. 

36.  Разложеже  перегЬцемя  на  поступательное  и  вращательное.  Раз* 
смотренные  до  сихъ  поръ  частные  случаи  перемещешя  твердаго  тела 
играютъ  важную  роль  при  изучеши  перемещения  самаго  общаго  вида. 
Такое  перемещеше  можетъ  быть  различнымъ  образомъ  составлено  изъ 
вращательныхъ  и  поступательныхъ  перемещенШ,  а  именно:  Всякое  пе- 
ремещеше твердаго  тела  эквивалентно  двумъ  перемещеюямъ: 
поступательному,  определяемому  перемещеюемъ  одной  изъто- 
чекъ  твердаго  тела,  произвольно  выбранной,  и  вращешю 
около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку. 
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Мы  знаемъ  уже  (§  2),  что  положеше  твердаго  т*ла  вполне  опреде- 
ляется положешемъ  трехъ  его  точекъ, 
не  лежащихъ  на  одной  прямой;  поэтому 
движещемъ  этихъ  точекъ  определяется 
движете  всего  гЬла.  Пусть  будутъ  ЖХЖХ\ 
Ж2М2,  ЖгЖг'  переагЬщешя  трехъ  дан- 
ныхъ  его  точекъ  (фиг.  23).  Разложимъ 
перемЬщешя  Ж2Ж2\  МгМг'  каждое  на 
геометрическую  сумму  двухъ  перем-Ьще- 
шй  такимъ  образомъ,  чтобы  одно  изъ 
нихъ  было  геометрически  равно,  перемещение)  ЖХЖХ\  Итакъ  пусть: 


м9м2'  =  м,м,и  ч-  м2иж2\  мгмг'  =  мгмъи  н-  лг/лг; , 


причемъ 


Ж7Ж2"  =  мъмъи  =  ж.м^ 


Если   тремъ  точкамъ  твердаго  тЬла  сообщить  геометрически  равныя  пе- 
ремйщешя,    то    перемещешя    всЬхъ    точекъ  гЬла  будутъ  геометрически 

равны,  т.  е.  перем4щеше  будетъ  посту- 
пательное. Действительно,  прямыя.  сое- 
диняющая точки  М„  М2,  Мг  между  со- 
бою, остаются  соответственно  паралле- 
льными (фиг.  24);  а  поэтому  прямая 
М{М,  соединяющая  одну  изъ  этихъ  то- 
чекъ съ  какою-нибудь  четвертою,  по 
неизменяемости  угловъ  (МЗ^Мг)  и 
(ЖЖХЖ2),  тоже  остается  себе  парал- 
лельною, откуда  уже  легко  видеть,  что 

Фиг.  24. 


ЖЖ  =  Ж.М,1. 

Итакъ,  если  точки  Ж,,  Ж2,  Жг  переходить  въ  положешя  Мх\  М2"^ 
Ж/,  то  все  тЬло  получаетъ  поступательное  перемещеше.  После  этого, 
для  приведешя  гЬла  въ  окончательное  положейе  остается  сообщить  ему 
такое  перемещеше,  при  которомъ  точка  Ж"/  оставалась-бы  неподвижною. 
А  это  перемещеше,  по  теореме  Даламбера,  эквивалентно  вращенш  окол:о 
оси.  проходящей  черезъ  точку  Мх\ 

Легко  видеть,  что  результатъ  перемещешя  не  зависитъ  огь  того  поряд- 
ка, въ  которомъ  следу ютъ  поступательное  и  вращательное  перемещешя. 

Точки  Жх,  Ж2,  Ж3  могутъ  быть  въ  тЬле  выбираемы  произвольно, 
лишь-бы  оне  не  лежали  на  одной  прямой,  и  перемещеше  каждой  изъ 
нихъ  можетъ  быть  принято  за  поступательное  перемещеше  гЬла;  отсюда 
видно,  что  указанное  разложеше  даннаго  перемещешя  тела  можетъ  быть 
произведено  безчисленнымъ  множествомъ  способовъ. 
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§  38,  ф.  16. 


Фиг.  25. 


37.  Разложеже  переи*щен1я  на  два  вращетя.  Другая  система  пере- 
мещен^, эквивалентная  данному  порем'Ьщенш  твердаго  тела,  можетъ 
быть  составлена  изъ  двухъ  вращешй  около  не  пересекающихся  между 
собою  осей.  Пусть  будетъ  перемЬщеше  гЬла  задано  опять  перем4щешями 
трехъ  его  точекъ  М»  М2,  Мг  (фиг.  25).  Черезъ  средину  прямой  ЖХЖ^ 
проведемъ  перпендикулярную 

къ  ней  плоскость,  а  въ  этой 
плоскости  произвольную  пря- 
мую АВ.  Изъ  построены  сл'Ь- 
дуетъ,  что  перпендикуляры, 
опущенные  изъ  Мх  и  Мг'  на 
эту  прямую,  равны  и  им-Ьютъ 
общую  точку  С\  поэтому  мож- 
но вращешемъ  около  оси  АВ 
перевести  точку  Мх  въ  ея 
второе  положеше.  Точки  М2 
и  М3  займутъ  при  этомъ  не- 
который положешя  М2"  и 
Мг",   изъ   которыхъ    можно 

ихъ  перевести  въ  требуемыя  положешя  М2'  и  Мг!  такимъ  перем^щешемь, 
при  которомъ  точка  Мх'  оставалось-бы  уже  неподвижною,  т.  е.  враще- 
иемъ  около  некоторой  оси  1)Е,  проходящей  черезъ  эту  точку. 

Очевидно,  что  и  это  разложение  возможно  безчисленнымъ  множествмъ 
способовъ;  но  порядокъ  вращенШ  теперь  уже  вл1яетъ  на  результатъ. 

Оси  АВ  и  ВЕ  называются  сопряженными  осями  вращеюя. 

38.  Винтовое  перея'Ьщеже.  Существуетъ  одно  перемЬщеше  твердаго 
гЬла,  эквивалентное  данному,  которое  отличается  отъ  всЬхъ  другихъ, 
ему  эквивалентныхъ, — перем4щен1е  винтовое.  Винтовымъ  перемЬще- 
шенъ  называется  такая  совокупность  поступательнаго  и  вращательнаго 
перем*щенШ,  въ  которой  поступательное  перемЬщете  параллельно  оси 
вращешя.  Если  при  этомъ  во  все  время  движешя  величина  пути,  про- 
ходимаго  поступательно,  остается  пропорцшнальною  углу  поворота,  то 
все  точки  тЬла  описываютъ  обыкновенный  винтовыя  лиши  (§  15).  Все  эти 
лиши  имеютъ  общую  ось  и  общую  величину  параметра.  Этотъ  параметръ 
называется  параметромъ  винтового  перемещен1я;  онъ  равенъ 
отношенш  величины  поступательнаго  перемещеюя  къ  углу 
поворота.  Ось  вращетя  называется  при  этомъ  винтовою  осью.  Все 
точки  тела,  лежапця  на  винтовой  оси,  двигаются  по  ней  или,  какъ  го- 
ворят^, эта  прямая  скользить  вдоль  самой  себя.  Свойствомъ  двигаться 
вдоль  самой  себя  обладаютъ  также  и  все  описываемый  точками  винтовыя 
лишя:  это  следуетъ  изъ  сказаннаго  въ  §  15  о  равныхъ  отрезкахъ  вин- 
товой лиши. 

Въ  винтовомъ   движенш  необходимо  различать  два  случая:  1)  когда 
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поступательное  перем'Ьщеше  происходить  въ  ту  сторону,  откуда  вращеше 
около  винтовой  оси  кажется  происходящие  по  часовой  стрЪлкЪ,  и  2)  копа 
поступательное  перем'Ьщеше  ивгЬетъ  обратное  направлеше.  Въ  первом  ь 
случаЬ  будемъ  считать  параметръ  винтового  перем-Ьщешя  положитель- 
нымъ,  во  второмъ  случае— отрицательными 

39.  Теорема  Моцци.  Эта  теорема  (МоягГ),  играющая  въ  кинематике 
столь-же  важную  роль,  какъ  теоремы  Бернулли— Шаля  и  Даламбера,  со- 
стоитъ  въ  сл'Ьдующемъ: 

Всякое  перем'Ьщеюе  твердаго  т^ла  эквивалентно  винтовому. 

Очевидно,    что   это   есть    одно  изъ  разложенШ  перем^щетя,  указан- 

ныхъ  въ  §  36,  и  имею- 
щее лишь  ту  особенность, 
что  ось  вращешя  и  посту- 
пательное перем-Ьщете  па- 
раллельны. Чтобы  пока- 
зать возможность  такого 
разложешя  и  найти  всЬ 
элементы,  которыми  опре- 
деляется винтовое  пе- 
рем'Ьщеше, предположимъ 
опять,  что  даны  перем'Ь- 
щен1я  трехъ  точекъ  М{. 
3/2,  3/3,  не  лежащихъ  на 

л      л,%  одной   прямой  (фиг.   26). 

Фиг.  26.  _  . 

Взявъ    въ    пространстве 

произвольную   точку    О,   проведемъ   изъ   нея   векторы: 

Концы  этихъ  векторовъ  образуютъ  треугольникъ  т,т,я?3,  который  можетъ 
впрочемъ  въ  частныхъ  случаяхъ  представиться  въ  вид-Ь  прямой  или  въ 
вид*  точки.  Исключая  пока  эти  частные  случаи  изъ  разсмотр'Ьн1я,  опу- 
стимъ  на  плоскость  (т^т^ц)  перпендикуляръ  Ор  и  соединимъ  р  пря- 
мыми лишями  съ  вершинами  треугольника.  Можно  написать  слудуюипя 
геометричесшя  равенства: 


МХМХ'  =  Отх  =  Ор  -\-рт1% 
М2М2'  =  От.А  =  Ор  н-  рт2, 
Л/гМ2'  =От2  =  Ор  -+-  рт3. 


(") 


Отсюда  видно,  что  если  точкамъ  31  х,  Л/2,  31  %  сообщить  перем'Ьщеше  Ор. 
а  следовательно  всему  гЬлу  поступательное  перем'Ьщеше  Ор,  то  для  при- 
ведешя  гЬла  потомъ  въ  окончательное  положеше  останется  сообщить 
точкамъ   Мх,  М2,  Мг   перем^щетя,   параллельныя  плоскости  (т^п^т^). 
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Мы  знаемъ,  что  при  этомъ  и  все  т4ло  переместится  параллельно  этой 
плоскости  (§  18),  а  поэтому  оно  можетъ  быть  повернуто  около  оси,  пер- 
пендикулярной къ  этой  плоскости.  Такъ  какъ  эта  ось  параллельна  по- 
ступательному перем'Ьщенш  Ор,  то  все  леремйщеше  твердаго  тЬла  пред- 
ставляется какъ  винтовое. 

40.  Опред*лен1е   элеяентовъ   винтового   перея%щен!я,    эквивалентнаго 
данному.  Ор  представляеть  собою  величину  посту пательнагр  перемфщешя 
вдоль  винтовой  оси  и  вмЬстЬ 
съ  гЬмъ  опредЬляетъ  напра-  >*» 

влеше  этой  оси.  Остается  опре-  /\^  "/-*7  '--  к 

делить  ея  положеше  и  уголь  /  ^Ч;;«       /  ^*/. 

вращения.  Для  этого  замЬ- 
тимъ,  что  при  вращенш  твер- 
даго тЬла  около  оси  вс*  его 
точки,  которыя  лежать  на 
прямой,  параллельной  этой 
оси,  имЬютъ  геометрически 
равныя  перемещения.  Про- 
ведемъ  какую-нибудь  пло- 
скость Д  параллельную  пло- 
скости (т^т,),  и  изъ  то- 

чекъ  3//'  и  М2  опустимъ  на  нее  перпендикуляры  М1"В1  и  М2В2  (фиг. 
27).  Разсматривая  точки  Вх  и  Д,какъ  принадлежащая  гЬлу,  и  предпо- 
лагая, что  последнее  совершаетъ  только  свое  вращательное  перем^щеше, 
для  перем'Ьщенш  точекъ  Вх  и  В2  имЪемъ: 


Фиг.  27. 


вхВ!  =  мхим^  в2в2'  =  м2"м2\ 

Точки  Вх  и  В3  перемещаются  въ  плоскости  Е\  поэтому  можно  къ  нимъ 
приложить  теорему  Бернулли— Шаля  и  найти  центръ  эквивалентнаго 
вращен1я  плоской  фигуры,  которой  он*  принадлежать.  Этотъ  центръ  С, 
находясь  на  искомой  оси,  и  определить  ея  положеше.  Остается  выпол- 
нить построеше;  для  этого  имгЬемъ: 


ВгВх*  =рт19  В2В2  —  рт2. 

Построивъ   точку  С,  будемъ  знать  и  уголь  вращенгя,  /  (В^СВ^)  или 
I.  (В2СЪъ),  а  также  параметръ  винтового  перем^щетя: 

-  ^(в.св'У 

41.  Частные  случаи  въ  теорем*  Моцци.  Точки  тр  т„  щ,  могли- бы 
оказаться  лежащими  въ  одной  плоскости  съ  точкою  О  или,  въ  част- 
ности, на  одной  прямой,  еслибы  перемЪщешя  всЬхъ  трехъ  точекъ  ЖпЗ/2, 
ЗГ3  были  параллельны  одной  плоскости;  а  тогда  перемйщеше  всего  тЬла 
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былобы  эквивалентно  простому  вращешю.  Если-бы  точки  тх,  т2,  т2 
совпали,  то  это  указывало-бы,  что  перем'Ьщешя  точекъ  М19  Жа,  Мъ 
геометрически  равны,  т.  е.  перемйщеше  всего  гЬла  поступательное. 

Вращательное  и  поступательное  перемещены  можно  разсматривать 
какъ  частные  случаи  винтового,  когда  его  парамегръ  равенъ  нулю  и 
когда  онъ  равенъ  безконечности. 

42.  Приведете  какой-нибудь  совокупности  поступательна™  и  враща- 
тельнаго  перегЬщешй  къ  винтовому.  Если  данное  перемЪщеше  твердаго 
гЬла  было  первоначально  заменено  какими-нибудь  поступательнымъ  и 
вращательнымъ  перемЪщешями  (§  36),  то  можно  его  потомъ  преобразо- 
вать въ  эквивалентное  ему  винтовое  слЪдующимъ  образомъ.  Согласно 
показанному  въ  §  27  способу  переноса  центра  вращешя  плоской  фигуры, 
можно  д'Ьлать  переносъ  оси  вращешя  твердаго  гЬла  въ  параллельное  ей 
новое  положеше,  присоединяя  къ  вращешю  поступательное  перемйщеше, 
перпендикулярное  къ  оси,  образующее  съ  направле- 
шемъ  переноса  оси  уголь  у  -н  -|  и  равное 

8  =  2  СС»п|, 

гд4  СО  разстояше  меаду  осями,  а  а  уголь  даннаго 
вращешя.   Принявъ  это  во  внимаше,   предположимъ 
теперь,  что  данное  перемЬщеше  твердаго  т4ла  приве- 
Фиг.  28.  Дено  (Фиг-  28)  къ  вращательному  на  уголъ  а  около  оси 

119  проходящей  черезъ  точку  М19  и  къ  поступатель- 
ному 51?  определяемому  даннымъ  перем'Ьщешемъ  точки  Мк.  Если  $!  не 
имЬетъ  случайно  направлешя  оси  1и  то  разложимъ  $х  на  геометрическую 
сумму  двухъ  перем'Ьщешй: 

51  =  5о  ■+■  *\ 

гд*  з0   направлено  по  оси  вращешя,  а  $'  къ  ней  перпендикулярно.  Оче- 
видно, что  можно  сделать  параллельный  переносъ 
\С  оси  вращен1я  такимъ  образомъ,  чтобы  пришлось 

\  при  этомъ  прибавить  поступательное  неремйщеше 

\  5,  равное  и  противуположное  перем^щенш  $'.  Эти 

Л+т  два  перем,Ьщен1я  взаимно  уничтожатся,  и  останется 

4 — $'  Гн^) — § — *  перемещение  винтовое.  Выполнимъ  требуемое  для 
этого  построеше  въ  плоскости,  перпендикулярной 
къ  оси  1Г  Пусть  будетъ  С1  (фиг.  29)  сл*Ьдъ  оси 
на  этой  плоскости,  и  положимъ,  что  вращеше  представляется  намъ  поло- 
жительнымъ.  Согласно  данному  въ  §  27  правилу,  нужно  для  того,  чтобы 
потомъ  пришлось  прибавить  перем-Ьщеше  5,  отложить  отъ  его  направления 
уголъ  ^  -н  ^  въ  отрицательную  сторону  и  на  проведенной  сторон*  этого 
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§  44,  ф.  17. 


Фиг.  30. 


угла  взять  точку  С,  для  которой  выполняется  равенство: 

5  =  8'  =  2ССХ  8Ш    ^  . 

Составное  перемйщете  въ  общемъ  случай  движенья 
твердаго  тФда. 

43.  Сложен»  двухъ  винтовыхъ  перегЬщешй.  Для  решетя  самаго  об- 
щаго  вопроса  о  составномъ  перемещены  твердаго  тЬла  можно  восполь- 
зоваться указаннымъ  въ  §  42  щнемомъ.  Предполагая  два  последователь- 
ный» перемещешя  заданными  въ  виде  винтовыхъ  около  осей  1Х  и  12  съ 
поступательными    слагаемыми  51   и  53  и  съ 

углами  вращешя  ах  и  <х2,  опредЬлимъ  винто- 
вое перем^щеше,  эквивалентное  совокупности 
двухъ  данныхъ.  Предполагая,  что  оси  1Х  и  12 
не  пересекаются  и  не  параллельны,  перене- 
семъ  ось  1Х  ей  параллельно  такъ.  чтобы  ея 
новое  положеше  1г'  (фиг.  30)  пересекало  ось 
/3.  Чтобы  отъ  этого  переноса  ничего  не  изме- 
нилось, присоединить,  по  известному  пра- 
вилу, поступательное  перемещеше  5'.  Совокуп- 
ность трехъ  поступательныхъ  перемещетй  можетъ  быть  заменена  однимъ: 

8  =  зх  -+-  52  ■+■  *'• 
Зазгёнивъ-же  два  вращешя  около  пересекающихся  осей  вращешемъ,  имъ 
эквивалентнымъ,  по  правилу  §  33,  мы  найдемъ,  что  совокупность  двухъ 
данныхъ  винтовыхъ  перемещенШ  эквивалентна  совокупности  одного  вра- 
щательнаго  и  одного  поступательнаго,  которая  способомъ,  указаннымъ 
въ  §  42,  можетъ  быть  уже  заменена  винтовымъ. 

44.  Относительное  перемещеше.  И  въ  настоящемъ  случае  все  во- 
просы о  составномъ  перемещены  твердаго  тела  находятъ  приложете  въ 
вопросе  объ  относительномъ  перемЬщенш  двухъ  тблъ.  Для  этого  нужно 
только  воспользоваться  соображешями,  аналогичными  гЬмъ,  который  при- 
ведены въ  §§  16,  29  и  35.  Некоторые  изъ  этихъ  вопросовъ  встретятся 
въ  ряду  приведенныхъ  ниже  задачъ. 

3.  36.  Показать,  что  при  разложенш  перемъщешя 
указаннымъ  въ  §  36  способомъ  результата  перемъще- 
нш  не  завнснтъ  отъ  того  порядка,  въ  которомъ  слъ- 
дуютъ  поступательное  и  вращательное  перемъщетя. 

3.  37.  У  куба  съ  ребрами,  равными  единиц*,  вер- 
шины Л,  В  ж  С  получили  слъдующдя  перемещение 
вершина  А  перешла  въ  В,  В  въ  С,  С  въ  О  (фиг.  31). 
Показать,  что  такое  перемъщен!е  твердаго  тъла  воз- 
можно, и   определить  элементы   эквивалентного  ему  винтового  перемъщешя. 

3.  38.  Перемъщеше   тъла,   заданное    въ   предыдущей   задачъ,  произвести 
вращениями    около    сопряженныхъ    осей,    взявъ    ось  перваго   вращен!я  такъ, 

П.  Соховъ.— Осномипя  теорет.  мех&нвкв.  3 
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чтобы  при  этомъ  точка  А  перешла  въ  свое  второе  положеше  и  чтобы  уголь 
этого  вращешя  быль  прямой. 

3.  39.  Перемйщеше,  данное  въ  задачи  37,  разложить  на  поступательное  и 
вращательное,  принявъ  для  перваго  перемъщеше  точки  А. 

3.  40.  Параметръ  винтового  перемещения  равенъ  Р;  определить  уголъ 
вращешя,  соотв'ЬтствующШ  поступательному  перемт»щешю  в  вдоль  винтовой  осн. 

3.  41.  Перемъщеше  куба  (фиг.  31)  состовтъ  изъ  вращешя  около  оси  ЛВ 
ни  прямой  уголъ  и  изъ  посту пательнаго  перемъщен1я,  геометрически  равнаго 
даагонали  А  С.  Превратить  эту  совокупность  перемъщешй  въ  винтовое  пе- 
ремЪщете. 

3.  42.  Заменить  перемещеше,  состоящее  изъ  послъдовательныхъ  винто- 
выхъ  перемъщешй  около  одной  и  той-же  оси  съ  параметрами  Р„  Ра,  Р1 . . . , 
однимъ  винтовымъ  перемъщешемъ  и  указать  услов1я,  при  которыхъ  это  пе- 
ремещеше будетъ  или  только  вращательное  или  только  поступательное. 

3.  43.  Два  винтовыхъ  перемъщешя  около  параллель ныхъ  осей  заменить 
однимъ  эквивалентнымъ  винтовымъ  перемъщенгемъ. 

3.  44.  Два  колеса  поворачиваются  около  взаимно-перпенднкулярныхъ,  но 
не  пересекающихся  осей  на  два  прямыхъ  угла  каждое.  Определить  ихъ  от- 
носительное винтовое  перемещеше. 

3.  45.  Два  твердыхъ  тъла  могутъ  вращаться  около  двухъ  различныхъ 
неподвижныхъ  точекъ.  Указать  услов1я,  при  которыхъ  ихъ  относительное 
перемещеше  эквивалентно  только  вращательному  иди  только  поступа- 
тельному. 

Движете  вектора  и  прямой  лиши. 

45.  Элементы,   опредЪляюиме    движете    различнаго    рода    венторовъ. 

Движете  вектора  не  им'Ьетъ  непосредственно  реальнаго  смысла,  но  т*мъ 

не  менее  играетъ  важную  роль  во  мно- 
гихъ  вопросахъ  механики. 

Что-бы  знать  положеше  опреде- 
ленна™ вектора  и  (§  4),  нужно 
знать  положеше  его  начала  и  его  кон- 
ца; поэтому  его  движете  определяется 
движешемъ  двухъ  его  точекъ.  Это  дви- 
жете бываетъ  однакоже  большею  частью 
удобнее  определять  другимъ  способомъ: 
для  этого  можно  задать  1)  движете  его 
начала  и  2)  законъ,  по  которому  изменяются  величина  и  направлете 
вектора.  Для  последней  цели  можно  отъ  одной  и  той-же  заранее  выбран- 
ной точки  откладывать  векторы,  геометрически  равные  вектору  и  въ  его 
различныхъ  положешяхъ  (фиг.  32}: 

ОА  =  и,  ОА'  =7^  ОА'  =йи; 

зная  изменеше   величины  и  направлетя  вектора  О  А,  мы  будемъ  знать 


Фиг.  32. 


0|дШгес1  Ьу 


Соодк 


—     35    —  §  46,  ф.  18. 

эти-же  элементы  движешя  и  для  даннаго  вектора.  Непрерывному  изм4- 
нешю  положешя  вектора  и  соотвйтствуеть  непрерывное-же  изм4неше 
положешя  точки  А,  которая  такимъ  образомъ  описываетъ  некоторую 
лян1ю.  Эта  лишя  называется  годографомъ  (Ьойо^гарЬ)  даннаго  вектора- 
Зная  для  какого-либо  момента  времени  положеще  точки  М  и  положеше 
точки  А,  легко  построить  и  положеше  вектора;  для  этого  нужно  только 
изъ  точки  М  провести  векторъ,  геометрически  равный  вектору  ОА. 

ПредыдущШ  способъ  можетъ  служить,  и  для  изображенья  движешя 
передвижного  вектора;  но  при  этомъ  нужно  помнить,  что  за  начало 
вектора  можно  считать  нетолько  точку  М>  но  и  всякую  другую  точку 
той  прямой,  на  которой  находится  векторъ  въ  данный  моментъ  времени. 
Въ  сл*дующемъ  параграф*  будетъ  указанъ  другой  способъ  для  опред*- 
лешя  движешя  передвижного  вектора. 

Для  изображения  движешя  переноснаго  вектора  достаточно  огра- 
ничиваться изображешемъ  его  годографа;  потому-что.  при  произвольности 
начала  вектора,  можно  считать  его  постоянно  отложеннымъ  отъ  точки  О. 

46.  Движете  прямой  лиши.  Для  того,  чтобы  представить  движете 
передвижного  вектора,  можно  также  задать  движеше  прямой  лиши,  по 
которой  векторъ  можетъ  быть  передвигаемъ,  и  кром*  того  указать  законъ, 
по  которому  изменяется  величина  вектора.  Такъ  какъ  и  помимо  этой 
ц*Ьли  приходится  въ  механик*  часто  рассматривать  изм4нен1е  съ  тече- 
шемъ  времени  положешя  прямой  лиши,  нич-Ьмъ  не  ограниченной,  то  мы 
теперь  и  разсмотримъ,  какимъ  образомъ  можно 
представить  какое-нибудь  перем*щеше  прямой,  д  \ 

эквивалентное  данному.  Пусть  будутъ  I  я  V 
(фиг.  33)  два  положешя  двигающейся  прямой, 
о  кратчайшее  разстояше  и  а  уголь  между  ними. 
Кратчайшее  разстояше  будемъ  разсматривать 
какъ  векторъ,   имйгопцй  начало  на  прямой  /,  а 

конецъ,  на  V.  а  уголъ  а,  плоскость  котораго  перпендикулярна  къ  пря- 
мой (о),  будемъ  представлять  себ*  полученнымъ  при  вращеши  прямой  / 
около  оси  (8)  и  условимся  отсчитывать  его  отъ  перваго  направления  дви- 
гающейся прямой  ко  второму  по  часовой  стрелки,  если  смотреть  съ  конца 
вектора  8  на  его  начало. 

Поступательное  и  вращательное  перем4щеше  прямой  можно  предста- 
вить себе  происходящими  одновременно,  а  совокупность  ихъ  какъ  вин- 
товое перемйщеше  съ  осью  (8)  и  параметромъ 

Е=Л-  (18) 

ОС 

Перем4щеше  вполне  определено,  если  8  данъ,  какъ  определенный 
векторъ,  и  если  еще  дана  одна  изъ  величинъ  а  или  Е. 

з* 


*; 

'^"В 

— Гс- 

-г 

Фиг. 

33. 
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Аналитическое  определение  двиавешя  точки. 

47.  Формулы,  опред%ляющ1я  перегЬщеше  точки.  Положеше  точен  въ 
пространств*  трехъ  измЬрешй  определяется  тремя  ея  координатами.  Въ 
дадьнЬйшемъ  за  таковыя  мы  будемъ  брать  преимущественно  Декартовы 
прямоугольный  координаты.  При  перемЬщенш  точки  координаты  ея  полу- 
чаютъ  приращешя,  которыхъ  величины  и  знаки  зависать  отъ  величины 
и  направлешя  перемЬщешя.  Если  эти  приращешя  даны,  то  мы  можеиъ 
определить  перемЬщеше  точки  по  величин*  и  по  направленно.  Пусть  будутъ 
х,  у,  г  прямоугольныя  Декартовы  координаты  точки  до  ея  перемЬщешя, 
а,  Ь,  с  ихъ  приращешя.  ПослЬ  перемЬщен1я  координаты  точки  будутъ: 

х'  =  х  -+-  а,     у'  =  у  -+-  Ь,     г'  =  г  -+-  с;  (19) 

тогда  находимъ  для  величины  перемЬщешя: 

(20) 


А  = 

=  У  а* 

-н  Ь2  -н  с2, 

а 

для  направлешя: 

сов  (к  х)  — 

а 

С08  (К  У)  = 

V  а 

-нЬ2 

+  с>) 

С08 

(Км) 

V  а 

С 

^аз-к^-нс2' 

(21) 


48.  Уравнения  движежя  точки.  При  движенш  точки,  т.  е.  когда  ея 
положеше  меняется  въ  зависимости  отъ  измЬнешя  времени  *,  отсчиты- 
ваемаго  отъ  какого-либо  заранЬе  условленнаго  момента,  координаты  ея 
должны  быть  разсматриваемы,  какъ  функщи  времени: 

х  =  Гг  О), 

У  =  Г,  О),  (22) 

'  =  /з  О). 

Обратно,  если  координаты  заданы  какъ  функщи  времени,  то  этимъ 
задано  некоторое  движете  точки. 

Три  функщи  (22),  если  онЬ  опредЬляютъ  какое-нибудь  действительно 
возможное  для  гЬлъ  природы  движеше,  должны  удовлетворять  слЬдующимъ 
условгямъ:  1)  Для  всякаго  значешя  переменной  Ь,  принадлежащая)  тому 
промежутку  времени,  въ  течеше  котораго  происходить  движете,  онЬ 
должны  оставаться  действительными.  2)  Для  значешй  I  въ  томъ  же 
промежутки  онЬ  должны  быть  непрерывными,  потому-что  въ  безконечно- 
малый  промежутокъ  времени  положеше  какой  либо  точки  гЬла,  а  следо- 
вательно и  ея  координаты  могутъ  измениться  только  безконечно-мадо 
3)  Ни  при  какомъ  конечномъ  значешй  I  ни  одна  изъ  координагь  не 
должна  обращаться  въ  безконечность,  такъ  какъ  тЬло,  которому  принад- 
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лежитъ  разсматриваемая  точка,  не  можетъ  въ  конечный  промежутокъ  вре- 
мени пройти  безконечно-болыпой  путь. 

Могутъ  встретиться  случаи,  когда  вышеуказанный  услов1я  нарушаются; 
но  это  можетъ  произойти  при  такихъ  значешяхъ  *,  когда  въ  действи- 
тельности движете  уже  прекратилось  или  еще  не  начиналось,  т.  е.  при 
такихъ  значешяхъ  *,  при  которыхъ  уравнешя  (22)  не  выражаютъ  дан- 
наго  движешя. 

Чтобы  найти  по  формуламъ  (22)  перем^щеше  точки  по  величин*  и 
по  направленно,  произошедшее  въ  промежутокъ  времени  отъ  I  до  Ь\  нужно 
подставить  эти  значешя  времени  въ  уравнены  (22)  и,  определивъ  изме- 
нешя  координатъ,  применить  формулы  (20)  и  (21). 

49.  Движете  проекцМ  точки.  Каждое  изъ  трехъ  уравненШ  (22),  взятое 
въ  отдельности,  тоже  опред^ляеть  собою  некоторое  движете,  а  именно 
движете  проекщи  точки  на  одной  изъ  координатныхъ  осей.  Два  изъ  ура- 
вненШ (22),  взятыя  вместе,  определяютъ  движете  проекщи  точки  на 
одной  изъ  координатныхъ  плоскостей. 

50.  Другая  форм  уравненШ  движешя  точки*  Въ  §§  12  и  13  было  ука- 
зано, что  движете  точки  можетъ  быть  определяемо  положетемъ  и  ви- 
домъ  траекторш  и  длиною  пути,  пройденнаго  точкою  отъ  нЪкотораго  дан- 
наго  ея  положетя.  Положете  линш  въ  пространстве  трехъ  изм^ретй 
определяется  двумя  уравненшми,  связывающими  координаты  ея  точекъ: 

^1  (*,'  У,  *)  =  О,     Р%  (*,  у,  в)  =  0;  (23) 

длина  пути  выражается  формулою  (8): 

5  =  /(0.  (24) 

Уравнешя  (23)  и  (24),  вместе  взятыя,  опредЬляютъ  движете  точки,  если 
кром*  того  будегь  указано,  отъ  какой  точки  М0  и  въ  какую  сторону  на 
траекторш  отсчитывается  дуга  $..  Полезно  условиться  считать  дугу  5  въ 
одну  сторону  отъ  точки  М0  положительною,  а  въ  другую  сторону — отри- 
цательною; тогда  знакъ  функщи  (24)  укажегъ  каждый  разъ  это  напра- 
влеше  отсчета. 

51.  Переходъ  отъ  первой  формы  уравненШ  не  второй.  Отъ  уравненШ 
(22)  можно  перейти  къ  системе  уравненШ  (23)  и  (24).  Если,  положете 
точки  въ  моментъ  I  определяется  координатами  х,  у,  я,  то  въ  моментъ 
*н-Дг  ея  координаты  будутъ:  #ч-Д#,  у-ч-Ду,  #ч-Д#;  поэтому  полученное 
точкою  перем4щете  по  формуле  (20): 

ММ*  =  V  (Д*)2  -+-  (Ду)2  -+■  (Д*)2- 

Въ  приложены  анализа  къ  геометрии  показывается,  что  безконечно- 
малая  дуга  отличается  отъ  своей  хорды  на  безконечномалую  величину 
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высшаго  (третьего)  порядка  въ  сравненш  съ  каждою  изъ  нихъ;  поэтому 
можно  написать: 

±  Ь8  =  ММ'-ь-*  =  \/  (Да;)3  -н  (Д#)а  -+-  (Д*)2  -ь  в,  (25) 

где  в  безконечно  мало  въ  сравненш  съ  ММ1  или  также  въ  сравненш 
съ  Л*.  Двойной  знакъ  передъ  Д$  поставленъ  потому,  что,  смотря  по  поло- 
жешю  точки  М  относительно  начала  дугъ,  приращете  дуги  можетъ  ока- 
заться или  положительнымъ  или  отрицательнымъ,  вторая  же  часть,  длина 
хорды,  предполагается  существенно  положительною.  РаздЬливъ  об*  части 
равенства  (25)  на  Д*  и  перейдя  къ  пределу,  получимъ: 


или 


Здесь  можно  воспользоваться  формулами  (22);  определяя  производныя 
стоящихъ  тамъ  функщй  по  времени,  подставляя  въ  формулы  (26)  и  ин- 
тегрируя, найдемъ: 

=  /•КЧОР  +  КЧОГ-ьКЧО1 .  л  +  с.  (27) 


Зд6сь  прибавлено  произвольное  постоянное'  (7,  потому-что,  какъ  из- 
вестно, функщй,  отличаюпцяся  на  постонныя,  им4ютъ  одну  и  ту  же  про- 
изводную. Это  постоянное  можетъ  быть  определено,  если  известно  зна- 
чеше  $0  дуги  $,  соответствующее  какому-нибудь  определенному  моменту  *0. 
Уравнеше  (27)  можно  написать  такъ: 

а  такъ  какъ  эта  формула  определяетъ  $  для  всякаго  момента  времени,  го 

±  *в  = /чд -н  С. 

Отсюда  вычиташемъ  находимы 

Вводя  обозначеше  определенная)  интеграла,  можно  также  написать: 
±  («  -  -о)  =  ]УШШ^ШШ^ШШ-  Л  (28) 

Составимъ  теперь  уравнешя  траекторш  (23).  Давая  въ  уравнешяхъ  (22) 
для  I  различный  значешя,  мы  получаемъ  координаты  различныхъ  точекъ, 
лежащихъ  на  траекторш.  Поэтому,  если  изъ  этихъ  уравнешй  исключить 
переменное  *,   то  получатся   два  уравнешя   вида  (23),   которыя,   будучи 
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«яЬдстшямн  уравненШ  (22),    удовлетворяются  всеми  значениями  коорди- 
нать  точекъ,  лсжащихъ  на  траекторш. 

52.  Переходъ  отъ  второй  формы  уравнетй  къ  первой.  Представить 
себ*  уравнешя  (23)  решенными  относительно  двухъ  изъ  координатъ: 

*  =  ЧР«  О),  У  =  <Р«  (*)•  (29) 

Для  данной  лиши  дуга  5  всегда  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  фун- 
кщя  одной  изъ  координатъ.  Въ  данномъ  случае  представимъ  себе  ее  какъ 
фуныцю  отъ  г;  а  для  определения  этой  функщи  можно  теперь  легко  со- 
ставить выражеше  ея  производной,  а  именно,  изъ  формулы  (25)  находимы 


-+-. :  -г   =  =Ь  Й1».  -г—  = 

=  V  ШМ'^^^Т^.  (зо) 

Съ  другой  стороны: 

Л  =  Л/(0; 
поэтому  им*емъ: 

^[ф/МГ  +  Е^Ч^-ы  .  <**  =  йяо. 

Отсюда,  интегрировашемъ  обеихъ  частей,  можно  найти: 

/»  =  /*(*)-*- С, 

причемъ  произвольная  постоянная  определится,  если  будетъ  дано  зна- 
чение 2  для  какого-нибудь  момента  времени.  Найдя  г  въ  функщи  вре- 
меня, можно  уже  определить  друпя  две  координаты  въ  функщи  (,  поль- 
зуясь для  этого  уравнешями  (29),  и  придти  такимъ  образомъ  къ  уравне- 
ншмъ  (22). 

3.  46.  Движете  задано  уравнешями: 

х  =  аЬ  -+-  &,     у  =  Ы  -+-  2,     я  =  с*  -4-  т. 

Определить  «  въ  функщи  *,  въ  предположены,  что  длина  пути  отсчи- 
тывается  въ  сторону  движешя  отъ  положешя  точки,  соответствующая) 
моменту  I  =  0.  Отв. 

а      6      с  к    ' 

Движение  это  равномерное  и  прямолинейное. 

3.  47.  Показать,  что,  обратно,  если  движен1е  равномерное  и  прямолинейное, 
то  координаты  точки  выражаются  линейнымъ  образомъ  въ  функдДи  времени. 
3.  48.  Движете  задано  уравнешями: 

.г  =  г  сов  {Ы),        у  =  г  згп  (#*),        г  =  0. 

Показать,  что  это  движен!е  происходить  по  кругу  и  притомъ  равномерно. 
3.  49.  Точка  движется  равномерно  по  кругу 
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и  проходить  въ  единицу  времени  длину  Ъ  пути.  Выразить  координаты  въ 
функцш  времени  въ  предположении,  что  при  1=0  точка  находилась  на  оси  (я) 
и  что  вращеше  по  кругу  происходить  въ  сторону  движетя  стрълки  часовъ. 
Для  ръшен1я  заметить: 


=  =^--6&У=-я~3-  •=* 


поэтому 

Г  у  г*  —  х> 

3.  50.  Составить  уравнешя  равномьрнаго  движешя  по  винтовой  линш,  на- 
черченной на  цилиндр* 

а?  =  у2  —  г*  =  0 

и  имеющей  параметръ  Р  (§  15).  Отв.  Если  при  *=0  точка  лежала  на  оси  (аг) 
и  въ  единицу  времени  поварачивается  около  оси  цилиндра  на  уголь  &,  то 

х^гсов (Ы)л    у  =  гвгп  (&),    г  =  кР1  (32) 

3.  51.  Определить  въ  предыдущей  задач*  длину  пути  въ  функцш  времени 
и  путь,  пройденный  при  цвломъ  оборот*  вокругъ  цилиндра,  т.  е.  длину  Я 
одного  завитка  винтовой  линш.  Отв. 

8  =  к  У  г2  -+-  Ра .  *,        8  =  2*  Уг*  +  Р*. 

3.  52.  Определить  траекторию  въ  двиясен1и: 

х  =  а  а>8  (И)  ч-  Ъ  8%п  (Ы),  \ 

у  —  а'со8(Ы)  -+-  Ъ'Нп  (Ы),  \  (83) 

*=.0.  I 

Отв.  Эллипсъ: 

(а'х  —  ау)3  -+-  (Ь'х  —  Ьу)2  —  (аЬ1  —  ЪаУ  =  0. 

3.  53.  Определить  траектордо  въ  движенш: 

х  =  ае*'  ч-  Ъе-к\ 

у  =  а'ек1+Ъ'е-к1,  (34) 

*  =0. 
Отв.  Гипербола: 

(а'х  —  ау)  (Ъ'х  —  Ьу)  ч-  (аЪ*  —  Ьа')а  =  0. 

53.  Уравнения  движения  точки  въ  полярныхъ  координатахъ.  Пусть  поло- 
жеше  точки  определяется  полярными  координатами  р.  &,  ср,  гд*  (фиг.  34) 
р — разстояше  точки  отъ  полюса,  8 — уголъ,  образуемый  прямою,  соединяю- 
щею точку  съ  полюсомъ,  съ  осью  полярныхъ  координата,  <р — уголь,  обра- 
зуемый плоскостью  угла  в  съ  постоянною  плоскостью  СОЛ.  Тогда  ура- 
внены 

р  =  /!(*),     »  =  Л(*),     Ф  =  Л(0  (35) 

опредйляютъ  движете  точки.  Относительно  этихъ  функщй  нужно  конечно 
предполагать  то  же  самое,  что  было  сказано  въ  §  46.  Уравнешя  траек- 
торш  получаются  исключеюемъ   перем^ннаго  I  изъ  уравненШ  (35).  Для 
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выражешя  же  пройденнаго  пути  въ'функцш  времени  завгЬтимъ,  что  без- 

конечно  малое  перем4щен1е  ММ'  можетъ 

быть  определяемо  какъ  доагональ  прямо- 

угольнаго    параллелепипеда,    ребра    кото- 

раго,   сходяпцяся  въ  точки  Ж,   предста- 

вляютъ   перем'Ьщенш,  которыя  эти  точки 

получили    бы  отъ  измЬнешя   каждой  изъ  / 

трехъ  полярныхъ  координатъ  въ  отдЬль-  '  / 

ности:  

ММй=Лр9  ЖЖ'"=рА»,  МЖ1Г=р$ш&Дср.  ф*г.  34. 

Поэтому,  подобно  тому  какъ  въ  §  49,  можно  написать: 

г!=  Д$  ==  }/  (А?)1  -Ь  Р2  (Д»)3  -4-  р2  МП*  »  (Д<р)а, 

и  следовательно: 
±  аг 


Поел*  этого  5  найдется  интегрировашемъ,  какъ  въ  §  49. 

Обратный  переходъ  можетъ  быть  сдЬланъ  способомъ,  показаннымъ 
въ  §  50. 

3.  54.  Выразить  въ  полярныхъ  координатахъ  равномерное  движен1е  по 
кругу  радоуса  г,  предполагая  центръ  круга  находящимся  въ  полюсе.  Отв.: 

р  =  г,        Ь  =  &0  -4-  Ы. 

3.  55.  Определить  траекторгю  въ  движенш: 

р  =  аЬ,        Ь—Ы,        ср  =  °- 
О тв  :  Архимедова  спираль. 

3.  66.  Движете  происходить  по  яогариемической  спирали 

р  =  агкЪ^        <?  =  0, 
причемъ  Ь  =  Ы.   Определить  «  въ  функпДи  *,   отсчитывая  дугу  отъ  положешя 
точки  при  *=г0.  Отв.  , 

3.  57.  Написать  въ  простъйшемъ  виде  у  равненья  равномврнаго  движетя 
точки  по  параллельному  кругу  радауса  г,  на  сфере  рад1уса  В,  въ  полярныхъ 
координатахъ.  Отв. 

р  =  В,      Ь  =  агевгп  -=- ,       о  =  аЬ. 


Аналитическое  опредФлете  движетя  плоской  фигуры 
и  твердаго  тФла  параллельно  плоскости. 

54.  Число  элеиентовъ,  опред-Ьляющихъ  движете  плоской  фигуры*  Мы 

знаемъ,  что  движете  ея  определяется  движешемъ  двухъ  ея  точекъ  (§  19). 
Пусть  будугь  511  -г)!  и  6„  щ  координаты  этихъ  точекъ,  Мх  и  М2,  отно- 
сительно координ&тныхъ  осей  (5)  и  (*)),  какъ-нибудь  расположенныхъ  въ 
плоскости  движетя.  Движейе  плоской  фигуры  будетъ  известно,  если  эти 
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координаты  будугь  даны  какъ  функщи  времени.  Но  эти  функщи  не  мо 
гутъ  быть  все  четыре  заданы  произвольно,  потону  что,  по  неизменяемости 
разстоянШ  между  точками,  ихъ  координаты  связаны  усжшемъ: 

(^  -  У  -+-  (Ч!  -  Ъ)*  =  (МХМ2У  =  сопз*. 
Итакъ,  движеюе  плоской  фигуры  можетъ  быть  задано  тремя  не- 
зависимыми между  собою  функцхями  времени. 

55.  Независимые  элементы  движежя.  Обыкновенно  бываетъ  удобнее 
задавать  движете  плоской  фигуры,  вместо  координатъ  двухъ  точекъ,  дру- 
гими элементами,  не  связанными  между  собою  уже  никакими  условшш. 

Кроме  неподвижныхъ  на  плоскости  коор- 
динатныхъ  осей  (Е)  и  (*)),  представимъ 
себ'Ь  еще  координатныя  оси  (х)  и  (у) 
(фиг.  35),  неизменно  связанный  съ  дви- 
гающеюся фигурою.  Зная  положете  этнгь 
осей  относительно  неподвижныхъ,  мы  бу- 
демъ  знать  и  положете  фигуры  на  плос- 
кости; положете  же  осей  (х)  и  (у)  вполнй 
определяется  следующими  элементами:  ко- 
ординатами &0,  щ  ихъ  начала  М0  и  угломъ 
а,  образуемымъ  осью  (х)  съ  осью  (Е),  угломъ,  который  мы  условимся 
отсчитывать  отъ  направлетя  оси  (Е)  къ  оси  (х)  по  часовой  стрелке  въ 
предЬлахъ  отъ  О  до  2тг.  Очевидно,  что  {0,  т)0  и  а  могутъ  быть  задаваемы 
произвольно;  если  они  будутъ  даны  какъ  функщи  времени: 

*о  =  /1(0,    Чо  =  Л(0,    «  =  /•(*),  (37) 

то  этимъ  вполне  определится  некоторое  движете  плоской  фигуры.  По- 
нятно, что  и  обратно,  всякое  данное  движете  плоской  фигуры  можетъ 
быть  выражаемо  помощью  этихъ  трехъ  элементовъ. 

56.  Уравиетя  движежя  точенъ  плоской  фигуры.  Когда  даны  функщи 
(37),  то  координаты  всякой  точки  плоской  фигуры  могутъ  быть  выражены 
въ  функщи  времени.  Задать  точку  плоской  фигуры  можно  гЬмъ,  что  за- 
дать ея  координаты  #,  у  относительно  подвижныхъ  координатныхъ  осей. 
Нужно  помнить,  что  для  каждой  точки  плоской  фигуры  коорди- 
наты х,  у  остаются  постоянными  во  все  время  движен1я.  Для 
определения  координатъ  той  же  точки  относительно  неподвижныхъ  осей 
формулы  преобразоватя  координатъ  даютъ: 

6  =  50  -+-  х  соз  а  —  у  8Ш  а 

=  Тх  (О  •+-  *«»  \й  (03  —  у ып  [/;  (0],  8) 

г\  =  т\0  -ь  х  з'т  а  -+-  у  соз  а, 

=  и  (о  -+-  **"*  г/з  ел  -+-  ус°8 1/з  со]. 

Эти  уравиетя  и  можно  рассматривать  какъ  уравненхя  движетя  данной  точен. 
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57.  Уравнен1я  движен!я  точекъ  твердаго  гкла,   двигающегося  парал- 

шьно  плоскости.  Это  движете  определяется  гЬми  же  уравнешями  (38); 

причемъ  только  для  каждой  точки  присоединяется   услов1е  относительно 

третьей  координатной  оси:  ♦    „ 

Ь=,г  =  соп81. 

3.  58.  Предполагая,  что  движете  плоской  фигуры  задано  указаннымъ 
въ  §  54  способомъ,  написать  уравненш  движетя  въ  вид*  (38).  Отв.:  Если 
начало  осей(яу)  взять  на  средин*  прямой  МХМ3,  а  ось  (л?)  по  этой  прямой,  то 

_Ч! 

и:.      ■  ■       с:«  I       ■       .1,    —   —   -- — —    а    ■ ■ — — 


5  =  4-  (6Л  ч-У  +  *Ц-Ь.-,За- 


I 


Ч  =  2  ^11 -*- Чг)  ■ 


х 


Ъ  -   6, 


(39) 


(40) 


I  I 

гд1>  I  разстояте  меаду  точками. 

3.  59.  Точка  С9  плоской  фигуры  движется  равномерно  по  кругу  ра- 
луса  г,  поворачиваясь  около  начала  координатъ  Сх  въ  единдцу  времени 
на  уголь  ш4,  а  сама  фигура  равномерно  вращается  около  точки  С21  по- 
ворачиваясь въ  единицу  времени  на  уголъ  <оа.  Составить  уравнетя  дви- 
жет, предполагая,  что  при  (=0  точка  Са  находилась  на  оси  (Е)  и  что 
въ  этотъ  моменть  ось  (я)  совпадала  съ  осью  (Е).  Отв.: 

Е  =  гсо$  (со1^)  -+-  а:со5  (<оа*)  —  у  зги  (<оа/), 

т|  =  гам  (<о^)  -+-  хзгп  (<оа0  -+-  #со$  (<й21). 

3.  60.  Составить  уравнетя  движетя  шатуна  МХМ1  паровой  машины 
(фиг.  36),  предполагая,  что  мотыль  0М9  вращается  равномерно,  поворачиваясь 
въ  единицу  времени  на  уголъ  о>.  Ръш.  Бозьмемъ  начало  осей  (Ет|)  въ  центръ 
вращения  мотыля,  а  ось  (Е)  по  траектор!и  точки  Мх,  Означая  черезъ  а  длину 
мотыля,  а  черезъ  I  длину  шатуна 

д предполагая, что  послЪднШ  при  ,'' 

1=0  лежалъ  на  оси  (Е),  имЪемъ: 

7|2  =  а  8%п  (го*), 

а  нзъ   услов!я    постоянства  раз- 
стоян1я  МХМ2  найдемъ: 


1х  =  и±Уг-ъ*; 


м,     # 


Фиг.  36. 


причемъ  распопожен!е  фигуры  показываетъ,   что  здъсь   нужно  взять  нижнШ 
знавъ.  Послт*  этого  остается  применить  формулы  (39). 

Аналитическое  определение  движешя  твердаго  тФла 
около  неподвижной  точки. 

58.  Число  элеиентовъ,  опред-Ьляющихъ  движение.  Мы  знаемъ,  что  дви- 
жете твердаго  тЬда  около  неподвижной  точки  определяется  движешемъ 
двугь  его  точекъ  М19  3/3,  не  дежащихъ  на  одной  прямой  съ  неподвижною 
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точкою  О  (§  30).  Поэтому  движете  гЬла  будегь  известно,  если  коор- 
динаты (&!,  ч\1%  Ъ>х)  и  (5„  т|а,  ^3)  этихъ  двухъ  точекъ  будутъ  даны  какъ 
функщи  времени.  Но  эти  функщи  не  могутъ  быть  задаваемы  всЬ  произ- 
вольно, потому  что  шесть  координатъ  связаны  тремя  услов1ямя  неизме- 
няемости взаимныхъ  разстояйШ  трехъ  точекъ  Мх,  М2  и  О.  Итакъ,  дви- 
жеюе  твердаго  т4ла  около  неподвижной  точки  определяется 
тремя  независимыми  между  собою  функщями  времени. 

59.  Углы  между  координатными  оояии.  Обыкновенно  бываетъ  удобнее 
задавать  движете  инымъ  образомъ.  Пусть  будутъ  (хуг)  координатный  оси, 
неизменно  связанный  съ  двигающимся  гЬломъ  и  имЪюпця  своимъ  нача- 
ломъ  неподвижную  точку.  Если  известно  во  всякШ  моментъ  времени  по- 
ложете этихъ  осей  относительно  нелодвижныхь  осей  (^С),  у  которыгь 
мы  будемъ  предполагать  то  же  начало,  то  известно  и  положете  двигаю- 
щагося  гЬла.  Положете  осей  (хуг)  относительно  осей  (Ь)^)  можно  опре- 
делять 9  углами,  которые  мы  условимся  обозначать  согласно  следующей 
табличке: 


(41) 


1 

Ч 

^ 

X 

«.        Р. 

Ь 

У 

«9 

Р, 

т» 

г 

«г 

Р. 

т« 

Если  эти  углы  будутъ  даны  какъ  функщи  времени,  то  движете  тЬла 
около  точки  будетъ  известно.  Нужно  однакоже  им*ть  въ  виду,  что  изъ 
9  угловъ  только  3  можно  считать   независимыми   вслйдсше   извЬстныгь 

связей  между  ними: 

соз*  аг  ч-  соз*  (^  ч-  соз*  ?1  =  1, 

СОЗ*  а2  Ч-  СОЗ*  р2  Ч-  СОЗ*  7з  =  1,  >  (42'1 

соз*  а,  ч-  соз*  Рз  -+-  со5а  у,  =  1; 

со8  а2  соз  а8  ч-  соз  Р2  соз  [3,  ч-  соз  ^3  соз  73  =  О, 

соз  а3  С08  а1  "+-  со8  Р»  С08  Рх  "*-  со$  Т»  со8  Т1  =  0?  (^) 

соз  аг  соз  а2  -+-  соз  (^  сое  р2  ч-  соз  ч1  соз  у2  =  0. 

Вместо  этихъ  зависимостей  можно  было  бы  написать  и  шесть  другигь. 
являющихся  слгЬдств1ями  предыдущихъ: 

соз*  а1  ч-  соз*  а2  -»-  соз*  а3  =  1> 

соз*  р1  ч-  соз*  р2  -+-  соз*  р,  =  I,  (44) 

соз*  ^1  ■+■  С08*  Тз  "*"  С08*  Ъ  =  1»  , 


01дШгес1  Ьу 


Соодк 


—  45  — 


§  61,  ф.  45. 


СОЗ  Рд  СОЗ  ?!  -+-  СОЗ  Р2  СОЗ  73  ■+"  008   Р3  008  Т§  =  О, 

соз  т(1  С08  а4  -ь  соз  у3  соз  а2  -+-  со$  у,  соз  а3  =  О, 
соз  ах  соз  фх  -+-  соз  а3  соз  ра  •+-  со5  а,  соз  (3,  =  0. 


(45) 


Фиг.  37. 


60.  Углы  Эйлера.  Эйлеръ  (Еи1ег)  показалъ,  что  вместо  9  угловъ,  свя- 
занныхъ  шестью  квадратичными  зависимостями,  можно  разсматривать  три 
яезависимыхъ  между  собою  угла,  которые  и  называются  его  име- 
немъ.  Они  играютъ  весьма  важную  роль  въ  механик*;  а  такъ  какъ  они 
могутъ  быть  отсчитываемы  различнымъ  образомъ,  то  необходимо  заранее 
условиться,  какъ  мы  будемъ  ихъ  измерять  и  обозначать  въ  нашемъ  курс*. 
Мы  будемъ  разсматривать  слЪдуюпце  углы 
(фиг.  37). 

в — уголъ  между  положительными  напра- 
влешями осей  (?)  и  (я), — отсчитывается  отъ 
оси  (С)  и  можетъ  принимать  значешя  отъ 
О  до  тс;  онъ  измЪряетъ  также  наклонъ  плос- 
кости (ху)  къ  плоскости  (Ь|").  Изм'Ьненш 
угла  &  соответствуете  вращеше  около  оси 
ОА,  прямой  пересЬчешя  плоскостей  (ху)  и 
(&)),  называемой  лин1ею  узловъ  (тер- 
минъ  взять  изъ  астрономш).  А  именно,  из- 
менений угла  соотв'Ьтствуетъ  вращеше  около 
оси,  перпендикулярной  къ  плоскости  угла;  ОА  и  является  такою  осью. 
Положительнымъ  -будемъ  считать  то  направлеше  этой  прямой,  откуда  вра- 
щеше, которое  нужно  произвести,  чтобы  отъ  оси  (С)  перейти  къ  оси  (г), 
кажется  происходящимъ  по  часовой  стрелке. 

9  —  уголъ  между  положительными  направлешями  оси  (Е)  и  линш  уз- 
ловъ; онъ  лежитъ  въ  плоскости  (Ет)),  отсчитывается  отъ  оси  (Е)  по  часо- 
вой стрелке,  если  смотреть  на  него  съ  положительнаго  конца  оси  (С),  и 
можетъ  принимать  значешя  между  0  и  2*.  Изменешю  этого  угла  соот- 
в'Ьтствуетъ вращеше  около  оси  (С). 

ф — уголъ  между  положительными  направлешями  линш  узловъ  и  оси  (х);. 
онъ  лежитъ  въ  плоскости  (ху),  отсчитывается  отъ  лиши  узловъ  по  часо- 
вой стрелке,  если  смотреть  на  него  съ  положительнаго  конца  оси  (я),  и 
можетъ  принимать  значешя  между  0  и  2тс.  Изменешю  этого  угла  соот- 
вЬтствуетъ  вращеше  около  оси  (г). 

61.  Уравнежя  движемя.  Каждой  систем*  значенШ  угловъ  &,  ср  и  ф, 
которые  могутъ  быть  задаваемы  независимо  одинъ  отъ  другого,  соотв'Ьт- 
ствуетъ определенное  положеше  подвижныхъ  осей  относительно  неподвиж- 
ныхъ  и  следовательно  определенное  положеше  гЬла;  наоборотъ,  каадому 
положенш  гЬла  соотв'Ьтствуетъ  определенная  система  угловъ  Эйлера.  По- 
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этому  движете   твердаго  гЬла    можетъ  быть  определяемо  гЬмъ,   что  эти 
углы  задаются  какъ  функщи  времени: 


»  =  /ко,  ф  =  мо,  ф  =  /;со. 


(46) 


62.  Выражения  угловъ  между  координатными  осями  черезъ  углы  Эйлера. 

ВсЬ  9  угловъ  мевду  координатными  осями  могуть  быть  выражены  черезъ 

Эйлеровы  углы  при  помощи  фор- 
мулъ  сферической  тригонометрш. 
Достаточно  показать  это  на  одномъ 
изъ  угловъ,  напр.  а1ш  Опишезгь 
изъ  начала  координатъ  шаровую 
поверхность,  рад1усъ  которой  ра- 
венъ  единиц*  длины,  и  замЬтимъ 
пересЬчешя    съ    нею    плоскостей 

(Еч)э  (ХУ)  и  (И  (Фиг-  38)-  Лин1и 
пересеченья    образуютъ   сфериче- 

скШ   треугольникъ  ВСВ,  въ  ко- 

торомъ  /-ч  ВС  =  <р,    /-ч  СВ  =  ф. 

*-*  ВВ  =  а,     а    вн^шиШ    уголь 

(ВСЕ)  =  8.  По  основной  формул* 

сферической  тригонометрш 


или 


Фиг.  38. 
соз  ВВ  —  соз  ВС  соз  СТ)  -4 

С08  «!  =  СОЗ  ф  СОЗ  ф 


згп  ВС  згп  СВ  соз  (ВСВ)- 
—  згп  ф  5гп  ф  со5  8. 


Разсматривая  треугольники  ВСР,  СВС,  ВВС,  РСЕ,  ЕСС,  НСВ,  ГНС 
и  уголь  (V),  найдемъ  выражешя  для  остальныхъ  8  косинусовъ.  Вся  си- 
стема формулъ  будетъ  следующая: 

соз  а{  =  соз  <р  соз  ф  —  зш  ф  згп  ф  соз  8, 

соз  а2  =  —  соз  ф  згл  ф  —  згп  ф  соз  ф  соз  8, 

соз  а8  =  згп  ф  згп  8; 

соз  {^  =  згп  ср  соз  ф  -+-  соз  ср  згп  ф  соз  8, 

соз  Р3  =  —  згп  ф  згп  ф  н-  соз  ф  соз  ф  соз  8, 

соз  р,  =  —  соз  ф  зт  8; 

соз  т(1  =  згп  ф  згп  8, 

соз  у3  =  соз  ф  згп  8, 

соз  7в  =  соз  8. 

63.  Формулы,  опред-Ьляющ!я  движете  какой-нибудь  точки  тЪда.  Когда 
даны  функщи  (46),  то  координаты  всякой  точки  гЬла  могуть  быть  выра- 
жаемы въ  функщи  времени.  Пусть  точка  М  будетъ  задана  постоянными 


(47) 
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для  нея  координатами  #,  у,  я.  Ея  координаты  относительно  неподвижныхъ 
осей  определяются  формулами  преобразовашя  координаты 


I  =  х  соз  а1  -+-  у  соз  а2  -+-  #  соз  а,, 

ТГ)  =  ХС08$Х   -+-  уС08§ъ-+-  8  СОЗ  ра, 

^•=  хсо8*(1  -ь-  у  соз  у2  -+-  г  соз  73; 


(48) 


они  являются  функщями  времени,  если  представить  себе,  что  сюда  подста- 
влены выражен1я  (47),  причемъ  углы  Эйлера  заданы  какъ  функцш  времени. 

3.  61.  Одинъ  изъ  узловъ  Эйлера,  <р  или  <]/,  остается  постоянны мъ,  друпе 
два  изменяются  пропорщонально  времени,  причемъ  предполагается,  что  въ 
начальный  моментъ  об*  координатныя  системы  совпадали.  Определить  поло- 
шенгя,  который  по  прошеств!и  одной  секунды  заиметь  въ  этихъ  двухъ  дви- 
женшхъ  точка,  лежащая  на  оси  (*)  въ  разстоаши  единицы  отъ  начала  коорди- 
натъ,  и  определить  разстояте  между  этими  двумя  положеньями. 

3.  62.  Предполагая,  что  одинъ  изъ  угловъ  Эйлера  остается  постояннымъ, 
опредълить  положенье  оси  вращетя,  эквивалентнаго  измъненхямъ  двухъ  осталь- 
ныхъ  угловъ  на  четверть  окружности. 

3.  63.  Колесо  вращается  равномерно  около 
оси,  которая  въ  свою  очередь  вращается  рав- 
номерно около  другой  оси,  описывая  около  нея 
круговой  конусъ,  образу юшдя  котораго  накло- 
нены подъ  утломъ  8  къ  его  оси.  Составить  урав- 
нешя  движеп1Я.  Отв.  Беря  ось  колеса  за  ось 
'/;,  вторую  ось  вращенгя  за  ось  (С)  и  предпо- 
лагая, что  при  *  =  0  оси  (г)  п  (х)  лежали  въ 
плоскости  (К),  находимъ  (фиг.  39) 

9=8  =  СОП81., 


9  =  о"  -*"  **» 


?  =  ■ 


Зтг 


О)'*, 


Фиг.  39. 


гдв  со  и  О)'  суть  измънешя  угловъ  ср  и  ^  въ  единицу  времени. 

Аналитическое  опредйдеше  движешя  твердаго  т*ла 
въ  самомъ  общемъ  случай. 

64.  Число  элементовъ,  опред'Ьляющихъ  движете.  Движете  твердаго 
тЬла  определяется  движешемъ  трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной 
прямой;  поэтому,  аналитически,  оно  можетъ  быть  определяемо  гЬмъ,  что 
координаты  этихъ  точекъ  задаются  какъ  функцш  времени.  Эти  функцш 
однакоже  не  могутъ  быть  выбираемы  произвольно,  потому  что  9  коорди- 
натъ  связаны  3  условгями,  выражаюпщми  неизменяемость  разстоянШ  между 
точками.  Мы  заключаема  отсюда,  что  движете  твердаго  тела  опре- 
деляется въ  общемъ  случае  шестью  независимыми  функциями 
времени. 
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65.  Независимые  киненатичеЫе  элементы.  Мы  знаемъ,  что  движете 
твердаго  тЬда  можно  разсматривать  состоящимъ  изъ  поступательнаго,  опре- 
деляема™ движешемъ  произвольно  выбранной  его  точки  ЛГ0,  и  изъ  вра- 
щешя  около  этой  точки  (§  36).  Поэтому  движете  гЬла  будетъ  известно, 
если  будутъ  даны  какъ  функщи  времени:  1)  координаты  Е0,  ^0,  ^  точки 
М0  и  2)  три  Эйлеровыхъ  угла  &  <р>  ф,  которые  съ  неподвижными 
координатными  осями  (Етф  образуютъ  оси  {хуг\  неизменно  связанные 
съ  двигающимся  твердымъ  гЬломъ  и  им*юпця  точку  М0  своимъ  нача- 
ломъ.  Для  опред*лен1я  этихъ  угловъ  бываетъ  иногда  полезно  пред- 
ставлять себ*  вспомогательный  оси  (х'у'г*),  проходяпця  черезъ  начало 
неподвижныхъ  осей  и  постоянно  остаюпцяся  параллельными  осямъ  (хуг), 
или  также  оси  (ё'^'О*  остаюпцяся  параллельными  неподвижнымъ  осямъ 
(Ет|С),  но  имЬюпця  своимъ  началомъ  точку  М0  и  следовательно  участвую- 
щая въ  поступательномъ  движенш  твердаго  т4ла. 

66.  Уравнежя  движен!я  точекъ  т*ла.  Когда  даны: 

*0  =  д  (о,     по  =  л  ю.     ^  =  и  со,  1  л 

»  =  й(0,        <р  =  Л<0.       Ф  =  /; СО, )  1 

то  движете  какой-либо  точки  гЬла,  заданной  постоянными  координатами 
х,  у,  г,  можетъ  быть  выражено  по  слЪдующимъ  формуламъ  преобразовашя 
координатъ: 

Е  =  Е0  -+-  хсоза^  н-  усоза2  -+-  гсозаг, 

Т)  =  Т)0-Н  ХС08$у  -+-  УС08$2  Н-  2С08$г,  (50) 

С  =  Со  ■+-  хсо8чх  -*-усоз12  ч-есовы  ' 

при  этомъ  9  косинусовъ  могутъ  быть  выражены  черезъ  &,  ср,  ф,  по  фор- 
муламъ (47),  и  такимъ  образомъ,  по  формуламъ  (50),  координаты  5,  ?),  * 
заданной  точки  являются  функщями  времени. 

3.  64.  Составить  уравнешя  равномърнаго  винтового  движешя  твердаго 
тъла.  Отв.  Взявъ  оси  (С)  и  (*)  на  винтовой  оси,  начало  координатъ  въ  поло- 
женш  точки  М9  при  *=0  и  предполагая,  что  ось  (х)  въ  этотъ  моменть  совпа- 
дала съ  осью  (&),  получимъ: 

$  =  х  со8  ах  —  у  а%п  а1? 

г\  —  х  вгп  аг  -+-  у  со8  аи 

с  =  С  +  г, 
при  этомъ  ах  =  ай,        С0  =  с*, 

гдъ  о  —  уголь  поворота  около  винтовой  оси  въ  единицу  времени,  а  с  —  путьг 
проходимый  въ  единицу  времени  по  винтовой  оси  точкою  М0. 

3.  65.  Написать  уравненш  движен1я  земли  около  солнца,  предполагая  для 
простоты,  что  эклиптика  есть  кругъ  и  что  движете  по  ней  центра  земли, 
происходить  равномерно.  Ръш.  Примемъ  центръ  солнца  за  начало  неподвиж- 
ныхъ воординатныхъ  осей,  ось  (*)  возьмемъ  перпендикулярно  къ  плоскости 
эклиптики,  ось  (5)  направимъ  къ  точкъ  зимняго  солнцестояния  (фиг.  40)  и  по- 
ложено земли  въ  этотъ  моменть  примемъ  за  начальное.   Точку  М^  возьмемъ 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—    49    — 


§  67,  ф.  50. 


въ  центр*  земли,  положительную  ось  (г)  по  земной  оси  къ  северному  полюсу, 
и  предположить,   что  при  *  =  0  ось  (х)   лежитъ   въ  плоскости   осей  (С)  и  (е). 

Тогда  $о  =  В  соз  (А*),    у\о  =  К  «»  (*0>    Со  =  о, 

гд-б  В  раастоян!е  земли  отъ  солнца,  а 

2тс 


Ъ  =  . 


60 


365,25  .  24  .  60  . 

Если  пренебрегать  процессхею,  то  лишю  узловъ  (прямую  переаЬчен1я 
плоскости  экватора  съ  плоскостью  эклиптики)  нужно  считать  постоянно  со- 
впадающею съ  осью  (т));  такъ  что 

1С 

Точки  на  земной  поверхности  перемещаются  съ  запада  на  востокъ;  поэтому 
съ  положптельнаго  конца  оси  (я)  вращеше  земли  кажется  отрицательнымъ; 
следовательно,  по  правилу  §  60, 


*= 


причемъ 


о>  = 


Зтс 
2 

2* 


сое, 


24  .  60  .  60 

Наконецъ,  &  измъряетъ  наклонъ 
плоскости  экватора  къ  плоскости  эк- 


липтики: 


&  =  23°  27'  29». 


Фиг.  40. 


Поел*  этого  по  формуламъ  (47)  и  (50)  уже  легко  составить  уравнешя  дви- 
жешя  любой  точки  земли. 

Аналитическое  опред&леше  составного  и  относительнаго 
движешя  точки  и  твердаго  т*да. 

67.  Составное,  относительное  и  переносное  движен!я  точни.  Предста- 
вимъ  себ4,  что  точка  М  совершаетъ  некоторое  движете  по  линш  АВ 
(фиг.  41),  которая  въ  то  же 
время  неирерывнымъ  образомъ 
излгЬняетъ  свое  положеше  въ 
пространств*.  Въ  общемъ  слу- 
чае эта  линш  можеть  непре- 
рывнымъ  же  образомъ  изменять 
и  свою  форму.  Абсолютное 
движете,  которое  точка  Ж  по- 
лучаетъ  такимъ  образомъ  въ 
пространств*,  называется  ея 
составнымъ  или  сложнымъ 
движетемъ;  движете  же  ея  по 
линш  АВ,   если  не   обращать 

вниматя  на  движете   последней,   называется  относительнымъ;   нако- 
нецъ, движете,  которое  им4ла  бы  точка  М,  оставаясь  на  линш  АВ  не- 

П.  Сожов-ь. -Основания  теорет.  механики.  * 


Фиг.  41. 
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подвижною  и  переносясь  только  въ  пространстве  съ  этою  литею,  на- 
зывается движетемъ  переносным ъ.  Принять  говорить,  что  абсолютное 
движете  точки  слагается  изъ  переноснаго  и  относительнаго. 

Въ  частности,  лишя  АВ  можетъ  принадлежать  двигающемуся  твер- 
дому гЬлу;  въ  такомъ  случае,  при  аналитическомъ  изучеши  сложнаго 
движетя  точки,  играютъ  роль  формулы  кинематики  твердаго  гЬла. 

Чтобы  прослЬдить  рядъ  абсолютныхъ  положенШ  точки  Л/,  зам-Ьтимъ 
рядъ  ея  положений  М,  Ж',  М\  ЛГ",....  на  линш  АВ,  соотвЪтствуюпшхъ 
моментамъ  I.  1\  *",  Г,....  и  рядъ  положешй  АВ,  АВ\  А"В\  А"9В"'Г... 
лиши  А  В  въ  эти  же  моменты  времени,  и  проведемъ  траекторш  3/С 
М'С\  ЪГС\  М"'С"\....  которыя  описываютъ  гЬ  точки  самой  линш  АВ. 
съ  которыми  точка  М  приходить  последовательно  въ  совпадете.  СЪть. 
образуемая  обеими  системами  лиши,  можетъ  служить  для  посл-Ьдоватедь- 
наго  ностроетя  абсолютныхъ  положенШ  Л/,  3/п  3/2,  Л/,,....  точки  Л/:  эти 
точки  располагаются  въ  указанной  сити  диагонально. 

68.  Составлено  движешя  точки  изъ  трехъ  пряаолинейныхъ.  Абсолютное 
движете  точки  можетъ  представляться  составленнымъ  и  бол*е  ч*Ьмъ  изъ 
двухъ  движетй.  Напр.  всякое  движете  точки,  если  оно  задано  уравне- 
Н1ями  (22),  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  составленное  изъ  трехъ 
движетй:  точка  движется  по  прямой  линш  АВ  (фиг.  42),   параллельной 

оси  {х\   и  это  движете  выражается 


к 


% 


\\\у. 


X 


У 


Фиг.  42. 

чемъ  движенье  всЬхъ  ея  точекъ  определяется  уравнен1емъ 


уравнетемъ 

эта  лин1я  движется  въ  то  же  время 
поступательно  по  направление  оси  (//), 
и  движете  всЬхъ  ея  точекъ  выра- 
жается уравнетемъ 

у  =  и  (0; 

представимъ  себ*  наконедъ,  что  плос- 
кость АВБС,  описываемая  движе- 
темъ прямой  АВ,  движется  посту- 
пательно по  направлетю  оси  (*),  при- 


*  =  Гг  (0- 

Очевидно,  что  при  одновременности   всЬхъ   трехъ  движетй  абсолютное 
движете  точки  будетъ  выражаться  уравнетями  (22). 

3.  66.  Показать,  что  указанное  въ  §  68  разложеше  движенш  точки  на  пря- 
молинейный возможно  шестью  различными  способами. 

3.  67.  Разложить  двоякимъ  образомъ  винтовое  движенье  точки  (§  15)  на 
относительное  и  переносное. 
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69.  Уравнежя  сложнаго  движения  точни.  Пусть  точка  совершаете  дви- 
жете по  некоторой  лиши,  неизменно  связанной  съ  движущимся  твер- 
дымъ  гЬдомъ.  Чтобы  выразить  аналитически  составное,  абсолютное  дви- 
жете этой  точки,  зададимъ  ея  относительное  движете  тремя  функщями 
времени,  опред-Ьляющими  ея  координаты  х,  у,  г  относительно  неизменно 
связанныхь  съ  гЬломъ  осей  (хуг\  и  зададимъ  движете  самаго  тЬла  его 
шестью  кинематическими  элементами  $0,  т|0,  С0,  *,  ф,  ф  (§  65),  тоже  какъ 
фтнкщями  времени.  Поел*  этого  абсолютныя  координаты  &,  ц,  (  данной 
точки  могутъ  быть  выражены  по  формуламъ  (50).  Нужно  помнить  только,  что 
теперь  координаты  х,  у,  я  не  постоянный  величины,  какъ  это  было 
въ  §  66,  гд*  точка  (я,  у,  г)  предполагалась  относительно  тЬла  неподвижною. 

3.  68.  Точка  движется  по  плоское  фигур*  прямолинейно  и  равномерно,  а 
фигура  вращается  равномерно  около  постоянпаго  центра  (Е0,  7)0).  Составить 
уравнен1я  абсолготнаго  движен1я  этой  точки.  Отв.: 

х  =  сЛ  ч-  Ъ,  у  =  сЬ  Ч-  й\  (51) 

;  —  Е0  ч-  х  сов  а  —  у  вгп  а  =  $0  ч-  (а*  ч-  Ь)  сов  (а>«)  —  (с*  ч-  д)  вгп  (Ы), 
т|  =  т|0  ч-  х  пп  а  ч-  у  сов  а  =  т)0  ч-  (а*  ч-  Ь)  вгп  (ш*)  ч-  {сЬ  ч-  й)  сов  (а>*). 

Если  прямая  (51)  проходить  черезъ  точку  (501 7)0),  то  точка  (5, т\)  описываетъ 
Архимедову  спираль. 

3.  69.  Точка  движется  равномерно  по  кругу,  принадлежащему  плоской 
фшуре,  которая  движется  въ  своей  плоскости  поступательно,  прямолинейно 
н  равномерно.  Составить  уравнешя  абсолютнаго  движетя  точки.  Отв.:  Если 
начало  подвижныхъ  осей  взять  въ  центре  круга,  оси  (?)  и  (х)  совпадающими 
и  направленными  параллельно  поступательному  движешю,  то  можно  принять 

х  =  г  сое  (©*)»         у  =  гвгп  (а)*) ; 

^  —  о*ч-Ь,        т\о  =  Ъ        а  =  0; 

{ =  а*  ч-  /*  -ы  сов  (го<),        т\  =  г  пп  (ш*)- 

Точка  описываетъ  лин!ю,  называемую 
днклоидою. 

3.  70.  Плоская  фигура  вращается 
равномерно  около  начала  координату 
поворачиваясь  въ  единицу  времени  на 
угодъ  <»!  по  часовой  стрелке.  По  пло- 
ской фигуре  равномерно  двигается  точ- 
ка ЗГ  по  кругу.   радДусъ   котораго  ра- 

аенъ  г?,  а  центръ  С  находится  въ  разстоянш  гл  отъ  начала  координатъ  (фиг.  48); 
точка  проходить  въ  этомъ  круговомъ  движети  въ  единицу  времени  дугу? 
измеряемую  угломъ  щ.  Это  движете  происходить  тоже  по  часовой  стрелке. 
Составить  уравнен!я  движетя  точки  М.  Отв.:  Если  начала  обеихъ  коорди- 
натныхъ  системъ  совпадаютъ,  то  можно  принять: 

х  =  г1-^г2со8 (ооа*),        у  =  га вгп  (ш2*); 

5  =  Гх  СОВ  (О)!*)  Ч-  Г,  СОВ  [(О)!  Ч-  Ш2)  *] 

7)  =  гх  81п  (ша*)  ч-  г2  вгп  [(а^  ч-  <о8)  I]. 
Линш,  описываемая  точкою  М,  называется  циклическою. 

4* 


Фиг.  43. 
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3.  71.  Кавъ  видоизменяются  формулы  предыдущей  задачи,  если  то  или 
другое  вращеше  происходить  обратно  часовой  строки.  Отв.:  Сообразно  съ 
этимъ  мъняются  знаки  у  <ах  или  ша. 

3.  72.  Составить  уравненш  абсолютнаго  дииженш  точки,  которая  двигается 
равномерно  по  винтовой  линш,  начерченной  на  цилиндре  въ  то  время,  какъ 
послЪдвШ  совершаетъ  равномерное  винтовое  движен!е  около  оси,  пересекаю- 
щей ось  цилиндра  подъ  прямымъ  угломъ.  Для  решен  1Я  принять  во  внимаше 
задачи  50  и  64. 

70.  Составное  движеню  твердаго  тела.  Положимъ,  что  твердое  гЬдо 
совершаетъ  движете  относительно  другого  твердаго  тела,  которое  само 
находится  въ  движенш;  тогда  абсолютное  движете  перваго  тела  назы- 
вается составнымъ  или  сложным ъ,  движете  же  его  относительно  дру- 
гого гЬла  относительным ъ;  а  движете,  которое  оно  имело  бы,  еслибы 
было  неизменно  связано  со  вторымъ  гЬломъ,  называется  переноснымъ 
движетемъ. 

Составное  движете  можегь  являться  результатомъ  и  более  чЪмъ  двухъ 
составляющихъ  движенШ.  Можно  представить  себе  последовательный  рядъ 
гЬлъ,  изъ  которыхъ  каадое  им'Ьетъ  определенное  движете  относительно 
смежнаго  съ  нимъ,  и  определять  движете  каждаго  изъ  этихъ  гЬлъ  отно- 
сительно одного  изъ  нихъ,  считаемаго  уже  неподвижнымъ.  Такая  система 
гЬлъ  называется  кинематическою  цепью.  Изучете  движенш  ея  слу- 
жить основатемъ  кинематики  машинъ  или  теорш  механизмовъ  (см.  по- 
дробнее въ  главе  IV). 

71.  Составлено  уравнежй  сложнаго  движежя  твердаго  тЪла.  Для  этого 
можно  воспользоваться  формулами  (50).  Положимъ,  что  дано  движете 
тела  5'  относительно  5  и  движете  гЬла  #  относительно  неподвижныхъ 
координатныхъ  осей.  Проведемъ  въ  теле  $  неизменно  съ  нимъ  связанный 
координатныя  оси  (хуг),  и  также  въ  гЬле  Я"  связанный  съ  нимъ  оси  (х'у'~). 
Пусть  будутъ  Е0,  т]0,  С0,  8,  <р,  +  кинематичесюе  элементы,  определяюшде 
положение  осей  (хуг)  относительно  осей  (&т)С),  и  также  #0,  у0,  *0,  *',  ср\  ф' 
элементы,  определяюпце  подожете  осей  (х'у'з')  относительно  осей  (.п/~). 
Все  эти  12  эдементовъ  предполагаются  данными  функщями  времени. 
Чтобы  определить  абсолютное  движете  какой-нибудь  точки,  принадлежа- 
щей телу  5'  и  заданной  постоянными  для  нея  координатами  х\  у1,  гх  отно- 
сительно осей  (х'у'з'),  можемъ  написать  следуюпия  две  системы  уравнен!  й: 


х  =  х0  -н  х1  соз  а/  -+-  у'  соз  а3'  -+-  2  соз  а,' 
у  ^=  у0  -+-  х1  соз  р/  -н  у'  соз  Р2'  -+-  г1  соз  р,' 
2  =  г0  -+-  х'  соз  ?/  --»-  у'  соз  72;  -+■  *  соз  у,' 
$  =  $0  -ь-  хсозах  н-  усоз<х2  -ь  г  соз  а* 
ц  =  тг]0  -+-  х  соз  ^  -ь  у  соз  р2  -ь  г  соз  Рз 
С  =  Со  ч"  ХС08  Т1  "+'  УС08  Тг  ~*~  гсо8  Тз 


(52> 


(53> 
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Зд'Ьсь  х%  у,  2  суть  координаты  данной  точки  гЬла  /5',  но  относительно 
осей  {хуг\  и  предполагается,  что  а/,  а3',  ....  ?,'  выражены  извйстнымь 
образомъ  черезъ  О',  <р',  ф',  и  точно  такъ  же  а[,  аа, ....  ?,  черезъ  8,  ф,  ф. 
Если  въ  формулы  (53)  подставить  выражешя  для  я,  у,  г  по  формуламъ  (52), 
то  и  получатся  непосредственный  выражешя  абсолютныхъ  координатъ 
данной  точки  въ  функщи  времени. 

Легко  вид'Ьть  изъ  предыдущаго,  какъ  нужно  поступать  для  опред'Ьлешя 
абсолютнаго  движешя  точекъ  какого  либо  члена  кинематической  цЬпи, 
когда  число  этихъ  членовъ  бол'Ье  двухъ. 

3.  73.  Плоская  фигура  6''  вращается  равномерно  около  точки  С,  принад- 
лежащей другой  плоской  фигуре,  которая  въ  той  же  плоскости  равномерно 
вращается  около  неподвижной  точки  О.  Составить  уравнешя  абсолютнаго  дви- 
женгя точекъ  фигуры  8'. 

3.  74.  Твло  &*  вращается  равномерно  около  оси  I",  принадлежащей  твлу 
6\  которое  равномерно  вращается  около  оси  /',  пересекающейся  съ  первою 
подъ  прямы мъ  угломъ  и  принадлежащей  телу  8,  вращающемуся  около  непо- 
движной оси  I,  перпендикулярной  къ  осямъ  V  и  V.  Составить  уравнешя  абсо- 
лютнаго движешя  точекъ  тела  8". 

72.  Уравнешя  относительна™  движешя  точки.  Въ  §  69  было  показано, 
какъ  составить  уравнешя  абсолютнаго  движешя  точки,  когда  даны  ея 
относительное  и  переносное  движешя.  Эти  же  уравненхя,  если  ихъ  ре- 
шить относительно  х,  у,  я,  могутъ  служить  для  опред'Ьлешя  относитель- 
наго  движенЫ  точки  по  даннымъ  абсолютному  и  переносному. 

3.  75.  Бъ  пространстве  трехъ  измйрвшй  дано  прямолинейное  и  равно- 
мерное движете  точки.  Определить  ея  движете  относительно  твердаго  тела, 
вращающагося  равномерно  около  данной  оси.  Отв.:  Примемъ  ось  вращешя  за 
ось  (*)  и  за  ось  (г)  и  предположимте  что  оси  (5)  и  (х)  въ  начальный  моментъ 
совпадали;  тогда 

%.=  ХС08  (о>*)  —  у  8гп  (о>0, 

У\  —  X  81 П  ((01)  -+-  у  С08  ((!)*), 

С  =  *; 

но  съ  другой  стороны  дано: 

%  —  аЬч-Ъ,        у\  =  сЛ  4-  й,        С  =  /<  -*-  Л. 
Исключая  изъ  шести  уравнетй  $,  7],  С,  находимъ: 

х=(а1-+-  Ь)  сов  (со*)  ■+■  (сЬ  -+-  д)  вгп  (ш$), 

у  =.  —  (а*  -4-  Ь)  вгп  (со/)  ч-  (с1-*-й)  сов  (ш*), 

г  =  /Ь  -4-  Ь. 

73.  Относительное  движете  точекъ  двухъ  твердыхъ  тЬлъ,  двигающихся 
независимо  одно  отъ  другого.  Это  движете  можетъ  быть  определяемо 
сл^дующимъ  образомъ.  Будемъ  предполагать  размеры  обоихъ  тЬлъ  не- 
ограниченными, чтобы  им'Ьть  возможность  предполагать  одну  и  ту  же 
точку  пространства  принадлежащею  въ  данный  моментъ  или  тому  или 
другому  тЬлу;  а  это  предположение   необходимо,   чтобы   можно   было  для 
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одной  и  той  же  точки  разсматривать  какъ  ея  абсолютное  движете  такъ 
и  движете  ея  относительно  каждаго  изъ  гЬлъ.  Пусть  будутъ  х,  у,  г  и 
е\у',г*  координаты  какой-нибудь  точки  относительно  двухъ  системъ  коор- 
динатныхъ  осей,  неизменно  связанныхъ  съ  гЬмъ  или  съ  другимъ  двигаю- 
щимся гЬломъ,  а  ?,  т],  С  координаты  той  же  точки  относительно  непо- 
движныхъ  осей.  Можно  написать: 

Б  =  &0  ■+-  х  соз  ах  -н  у  соз  сс2  -+-  г  соз  а3, 
У\  =  7]0  -н  х  соз  рх   ч-  у  соз  р2  -ь  г  соз  рз, 

С   =  Со   Н-  ^  СОЗ  ^    -Ь  у  С05  72    И-  *  С05  у„ 

6  =  Б0'  "+"  л' соз  а/  -ь  г/' соз  а2'  -+-  х}  соь  а8', 

7|  =  7]0'  -Ь  х'сОЗ  Р/  -4-  »/С0в  р2'  -+-  ^  СО.«5  р3', 
С  =  С0'  -+-  .г'С0$  у/  -+-  у' СОЗ  у2'  -4-  #ГС05  7в', 

гд*  60,  *]0,  ^0,  а1?  ....  7з  опред'Ьляютъ  движете  одного  гЬда,  а  5./,  1|0',  С0, 
аЛ  ••••  Тз — движете  другого  гЬла.  Исключая  отсюда  ?,  •»),  С,  мы  можемъ 
выразить  координаты  х\  у',  г1  или  наоборотъ,  т.  е.  движете  всякой 
точки  одного  гЬла,  заданной  координатами  х,  у,  я,  определить  по  отно- 
шетю  къ  осямъ  (У.'/'я'),  неизменно  связаннымъ  съ  другимъ  гЬломъ,  или 
наоборотъ. 

Что  же  касается  до  опредЬлетя  шести  кинематическихъ  элементовъ 
(§  65),  которыми  определяется  движете  одного  гЬла  относительно  другого, 
то  это  сводится:  1)  къ  определенно  относительная  движетя  точекъ  (?о*1о^о) 
и  (Бо'Чо'Со')  и  2)  къ  опредЬленш  гЬхъ  Эйлеровыхъ  угловъ,  которыми  опре- 
деляется направлете  осей  (х'у'з*)  относительно  осей  {хуг)  или  наоборотъ; 
эти  углы  могли  бы  быть  определяемы  при  помощи  девяти  угловъ  между 
этими  системами  координатныхъ  осей: 

соз  (хх1)  =  соза1  соза^  -+•  соз^  со§р/  -+-  созт{1  со-^т/, 
соз  (ух')  =  соза2  соя  а/  н-  созф2  соз^'  -4-  соз^2  соз^^, 

и  при  помощи   зависимостей  (47).    Но  на  этомъ   вопросе  мы  подробнее 
останавливаться  не  будемъ. 

3.  76.  Два  колеса  вращаются  равномерно  относительно  двухъ  взаимно- 
перпендикулярныхъ,  но  не  пересекающихся  осей.  Определить  аналитически 
ихъ  относительное  движете.  Для  решен1я  выберемъ  координатный  оси  сле- 
дующимъ  образомъ:  ось  (С)  по  кратчайшему  разстоятю  между  данными  осями 
вращен1я,  ось  (?)  по  оси  перваго  колеса,  ось  (у\)  параллельно  оси  второго  ко- 
леса. Тогда,  если  оси  данныхъ  колесъ  принять  за  оси  (а?)  и  (у'),  черезъ  Л 
означить  кратчайшее  разстояте  между  осями  колесъ  и  предположить,  что  въ 
начальный  моментъ  оси  (хуг)  и  (х'у'г')  были  параллельны  (а  частью  и  совпа- 
дали) съ  осями  ($7]С),  то  можно  принять: 

?0  =  0,    7]0  =  О,     Со  =  0,    о  =  О,      ф  =  О,    0  =  ш<; 

ео'^0,    ^'  =  0,     Со'  =  Л,    *'=2'    ^'  =  0'    *'  =  »'«• 
После  этого  остается  приложить  сказанное  въ  §  73. 
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3.  77.  Два  твердыхъ  гвла  совершаютъ  равномерный  винтовыя  движешя 
•  <коло  параллельныхъ  осей.  Определить  аналитически  ихъ  относительное  дви- 
зете  и  найти  услов1я,  при  которыхъ  это  движете  будетъ  или  чисто  вра- 
цатеаьнымъ  или  чисто  поступательны мъ.  Для  рт,шен1я  возьмемъ  ось  (С)  по 
пряной,  пересекающей  данный  винтовыя  оси  подъ  прямымъ  угломъ,  и  ось  ($) 
пл  первой  винтовой  оси,  которую  примемъ  в^гбсть  съ  твиъ  и  за  ось  (ж).  Ось 
X)  возьмемъ  по  второй  винтовой  оси.  Тогда,  при  н^которыхъ  очевидныхъ 
предположенгахъ,  можно  написать: 

10  :=  **,    7)0  =  0.     Со  =  0,    <?  =  0,     ф  =  0,     &  =  <о<; 

Относительное  движете  будетъ  чисто  вращательньшъ,  если  к—к',  и  чисто 
посту  пате  льнымъ,  если  а>'  =    -  ш. 

Аналитическое  опредФлеше  подожешя  и  движешя 

векторовъ. 

74.  Элементы  для  определения  векторовъ  различнаго  рода.  Такъ  какъ 
1вижен1е  определенна™  вектора  и  (§§  4  и  45)  определяется  движешемъ 
»то  начала  А,  и  его  конца  Ах%  то  аналитически  это  движете  можегь 
быть  определяемо  координатами  этихъ  точекъ,  Е0.  т|0, 1^  и  Е1Э  ^ИС15  какъ 
Функщями  времени,  причемъ  эти  координаты  могутъ  быть  задаваемы  про- 
извольно. Итакъ,  движете  определенна™  вектора  определяется  ана- 
литически шестью  независимыми  элементами. 

Если  начало  годографа  вектора  и  (§  45)  взять  въ  начал*  координать, 
то  координаты  точки  А  на  годограф*  выразятся  следующимъ  образомъ: 

"5  =  ^  —  *01     иг1  =  41  —  Чо»     \  =  '1  —  ^-  (54) 

Указанный  въ  §  45  способъ  изображать  движете  определенная  век- 
тора помощью  годографа  сводится  къ  тому,  чтобы  задавать  въ  функщи 
времени,  вместо  шести  эдементовъ  ^  *]0,  С0>  6ц  Чп  Сц  элементы  &0,  Чо»  С0, 
«: ,  и « ,  и  г ,  изъ  которыхъ  три  посдЬдн1е  представляютъ  собою  слагаемые 
даннаго  вектора  по  координатнымъ  осямъ. 

Для  определены  положетя  и  движешя  передвижного  вектора  и 
йтъ  надобности  знать  все  шесть  элементовъ,  а  достаточно  задать  его 
три  слагаемыхъ  и^,  и_,  и*  и  прямую,  на  которой  онъ  лежитъ;  поэтому 
число  всехъ  элементовъ  равно  теперь  пяти.  Действительно,  слагае- 
мыми вектора  направлете  его  прямой  уже  определяется,  потому  что  для 
и  угловъ  съ  осями  координать  имЪемъ: 


иг 


соз  а  =  — — ,    соз  В  =  — *■ ,    соз  у  =  --  •  >  (55) 


&  положеше   прямой   найдемъ,   задавъ   напр.  две   координаты   точки  ея 
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пересЬчешя  съ  одною  изъ  координатныхъ  плоскостей.  Ниже,  въ  §  75,  мы 
увидимъ  другой  болгЬе  важный  для  механики  способъ  определять  пере- 
движной векторъ. 

Наконецъ,  переносный  векторъ  вполне  определяется  тремя  эле- 
ментами. 

Во  всЬхъ  трехъ  случаяхъ  элементы,  опредйляюпце  векторъ,  предпо- 
лагаются функщями  времени. 

75.  Моменты  вектора.  Если  &0,  т)0.  С0  представляютъ  координаты  какой- 
нибудь  произвольно  заданной  точки  на  прямой,  на  которой  лежитъ  пере- 
движной векторъ,  тэ  уравнеше  этой  прямой  можно  такъ  написать: 

!^о  =  ^-*>о=^_о  (56) 

и±  и.§]  иг  1 

Сравнивая  эти  отношешя  попарно,  находимъ: 

щг  —  0^  =  т)0ис  —  Со^,  ' 

Ъи$  —  Ъи^  =  С0гс^  —  50мг ,  <  (57) 

ЫТ{  —  ч\и*  =  ^  —  у\0г^  , 

т.  е.  ддя  даннаго  передвижного  вектора  первыя  части  этихъ  равенствъ 
им'Ьютъ  постоянный  значетя,  не  зависяпця  отъ  положешя  точки  (5,  ц,  у) 
на  содержащей  его  прямой.  Эти  выражен1я  называются  моментами 
вектора  относительно  коорданатныхъ  осей  и  будутъ  обозначаться 
такъ: 

1*6  =  'ПК  —  ^э 

14,  =  Ь*6  —  5г^  э  (58) 

РС  =  ^  —  4*6  • 

Равенства  (57)  показываютъ,  что  при  передвиженп!  вектора 
вдоль  самаго  себя  его  моменты  не  изменяются. 

76.  Координаты  передвижнаго  вектора.  Когда  даны  для  передвижного 
вектора 

иЬ    МЧ'     г'-'     ^'     »Ь|,     14 1  (59) 

то  мы  знаемъ  нетолько  величину  и  направлеа1е  его,  но  и  положеше 
прямой,  на  которой  онъ  лежитъ;  потому  что  два  изъ  уравненШ  Г58)  мо- 
гутъ  быть  тогда  разсматриваемы  какъ  уравнешя  этой  прямой,  такъ  какъ 
удовлетворяются  координатами  всЬхъ  ея  точекъ.  Третье  изъ  уравненШ 
(58)  будетъ  уже  слЪдств1емъ  двухъ  остальныхъ,  потому  что  равенства  (56) 
представляютъ  собою  только  два  уравнешя.  Также  и  непосредственно 
видно,  что  шесть  элементовъ  (59)  связаны  между  собою  зависимостью 

":  Iх"  ~+~  "    У-    -'    "'  ^5  —  0.  (60) 
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которая  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  результата  исключешя  пере- 
йнныхъ  6,  "ц,    С   изъ  уравненШ  (58). 

Все  предшествующее  показываетъ,  что  шесть  какихъ-либо  але- 
ментовъ  (59),  связанныхъ  услов1емъ  (60),  вполне  опред'Ьляютъ 
передвижной  векторъ. 

Таые  элементы  называются  координатами  передвижного  век- 
тора. 

Когда  задается  движете  передвижного  вектора,  то  координаты  его 
должны  быть  даны  какъ  функщя  времени. 

77.  Координаты  прямой  лижи.  Эти-же  шесть  координатъ,  если  зада- 
шь не  абсолютный  величины  ихъ,  а  только  ихъ  отношен1я,  могутъ  слу- 
жить для  опред-Ьлешя  положения  прямой  лиши.  А  именно,  положеше  пря- 
хой можно  определять  положешемъ  передвижного  вектора  неопределенной 
шны,  а  такой  векторъ  вполне  определяется  отношешями 

и\\  :  \:  и; :  ^  :  *\):  ^с  '  ^61^ 

лричемъ  должно  быть  соблюдено  уолов1е  (60). 

Въ  настоящемъ  случае  элементы  (59)  называются  координатами 
прямой  лиши. 

Если  прямая  двигается,  то  координаты  ея  являются  функщями  времени. 

78.  Моментъ  вектора  относительно  точки.  Моменты  вектора  играютъ 
чрезвычайно  важную  роль  въ  механик*.  Разсмотримъ  ихъ  геометрическое 
-начете.  Уже  формулы  (58)  показываюгь,  что  моменты  суть  величины 
лвухъ  изм^ренШ,  т.  е.  площади.  Разсмотримъ  сначала  следующее  выра- 

жеше:  ______ 

н>  =  У^  * " -*-"^:+-  ^ а  = 

=  1/(*]ис  —  1ч_ У+  (Ц  —  Ы7~у  +-  (5*ч  -  ч^"  )2~;  (62) 

^ао  можетъ  быть  такъ  преобразовано: 


р  =  1/(Р-ьч2  +  ?)  (^  2-ь"г^2н-  нс2)—  (^  ■+-  Щ^  ■+-  ^г)3. 

Озвачая  черезъ  р  разстояше  начала  А  вектора  отъ  начала  коорди- 
натъ О,  а  черезъ  и  самый  векторъ,  им4емъ: 

1и»  ■+•  ч\и    ■+-  См„  =  р  и  соз  (р,  и)\ 
поэтому 

р  =  |/р2ада  —  р2ия  соя2  (ри)  =  ри  «гп  (р,  и).  (63) 

Построивъ  параллелограммъ  О  ЛВС  (фиг.  44),  мы  увидимъ,  что  ц 
нзмЪряеть  величину  площади  этого  параллелограмма.  Элементъ  ц  назы- 
вается моментомъ  вектора  и  относительно  точки  О. 
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Условившись  отсчитывать  уголь  (р,  и)  отъ  направлешя  О  А  къ  напра- 
вленш  вектора  и,  будемъ  этотъ  моментъ  р.  изображать  линейно,  въ 

вид*  вектора,  отложеннаго  на  перпен- 
дикуляр* къ  плоскости  параллело- 
грамма въ  ту  сторону  отъ  этой  пло- 
скости, откуда  уголъ  (р,  и)  предста- 
вляется намъ  отсчитаннымъ  по  дви- 
жент  стрелки  часовъ.  Начало  этого 
вектора  оставимъ  произвольными  т.  е.  бу- 
демъ этотъ  векторъ  считать  лерено- 
снымъ. 

Если-бы  векторъ  м,  оставаясь  на  той-же 
прямой,  изм'Ьнилъ   свое  направлеше  на  про- 
тивуположное,  то  и  моментъ  его  нужно  было- 
бы  изобразить  векторомъ,  противуположнымъ  первоначальному. 

79.  Геометрическое  значение  моментов*  р. ,  р.  ,  рг.  Будемъ  проекти- 

ровать  площадь  ОАВС  поочередно  на  координатный  плоскости  и  озна- 
чимъ  эти  проекщи  черезъ  &.,  5  ,  8Г.  Известно,    что  проекщя  какой-нн- 

будь  площади  на  другую  плоскость  равна  произведена  данной  площади 
на  косинусъ  угла  между  обеими  плоскостями;  поэтому  разсматриваемыя 
проекщи  численно  можно  выразить  такъ: 

^  =  И-  С08  (ц,  5),  #т)  =  Н<  С08  (ц,  у\),         8^  —  ц  соз  О,  ф.       (64) 

Съ  другой  стороны,  гЬ-же  проекщи  площади  ОАВС  можно  разсматри- 
вать  какъ  моменты  относительно  точки  О  трехъ  векторовъ  мп  и2,  м,— 
проекщи  вектора  и  на  координатный  плоскости  (фиг.  45,  46  и  47).  ДЪ- 
лая  линейныя  изображенхя  этихъ  моментовъ  по  вышеуказанному  правил)*, 
мы  получимъ  эти  моменты  отложенными  на  координатныхъ  осяхъ.  Вычн- 
слимъ  эти  моменты  непосредственно  по  формул*  (62).  Точка  А\  проек 
Ц1я  точки  А  на  плоскость  (т}  С),  им-Ьетъ  гЬ-же  координаты  т\,  С,  какъ  и 
сама  точка  А;  векторъ  и1 ,  проекщя  вектора  и  на  плоскость  (т&)  нм"Ъел> 
гЬ-же  проекщи  на  осяхъ  (т\)  и  Гф,  какъ  и  самый  векторъ  и.  Мы  на!:- 
демъ  поэтому  5.,  положивъ  въ  формул*  (62)  $  =  О,   и*  =  О,  т.  е. 


^  =  —  (Ч  \ 


■и ). 

у 


Подобнымъ-же  образомъ,   полагая   т|   -г  о,  и    =  О  или  С : 
получимъ: 


(65) 

:0,    И„-:0. 


(^  и^  —  I  и*\ 


8,  =--  1г  (6  и^—  т|«|?). 
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§  79,  ф.  66. 


Изъ  двухъ  знаковъ,  появившихся  здесь  всл-Ьдсше  извлечения  корня, 
нужно  выбрать  таше,  чтобы  для  трехъ  моментовъ  |*.,  и,  Н-г  удовлетво- 
рялось установленное  въ  §  78  правило  линейнаго  изображенья  моментовъ. 

5 


+УЧ 


Покажемъ,  что  нужно  удержать  верхте  знаки.  Чтобы  въ  этомъ  убе- 
диться, достаточно  сделать  испытате  на  какомъ-нибудь  частномъ  случай. 
Возьмемъ  напр.  векторъ  и  въ  плоскости  (?]*)  параллельнымъ  оси  (С) 
и  югЬющимъ  начало  въ  точки  А  на 
положительной  оси  (г\).  Непосред- 
ственно видно,  что  моментъ  такого 
вектора  равенъ  и  .  О  А  н  долженъ 
'>ыть,  по  установленному  правилу, 
поженъ  на  положительной  оси  (Е), 
такъ  что 


\ь»  =  и  .  ОАш 

Съ  другой  стороны,  теперь  ?=0, 
\  =  ОА,   ?=0,   ^  =  0,    ^=0, 

»/.  =  и,  и  формула  (65)  даетъ 

Сравнеше  показываеть,  что  зд4сь  нужно  удержать  знакъ  (-ь).  Та- 
*ш>~же  образомъ  можно  это  проверить  и  для  остальныхъ  моментовъ; 
поэтому  окончательно: 


-1\=Ъ> 


V 


5:  =?*ч~1,*5  =И'С' 


(ее) 
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Отсюда  мы  видимъ,  что   моменты  ри,  ц  ,  рг  опред'Ьляютъ  собою 

действительно  проекщи  площади,  измеряемой  моментомъ  р.  отно- 
сительно начала  координатъ,  на  плоскости,  перпендикулярньтя 
къ  соотв'Ьтственнымъ  координатнымъ  осямъ. 

Можно  также  сказать,  что  р*,  у  ,  \ь*  суть  моменты  относитель- 
но начала  координатъ  проекций  даннаго  вектора  на  координат- 
ный плоскости.  Въ  дальнМшемъ  мы  будемъ  называть  моментъ 
проекщи  даннаго  вектора  на  плоскость,  перпендикулярную  къ 
какой-нибудь  оси,  просто  моментомъ  даннаго  вектора  относи- 
тельно этой  оси. 

Поэтому  [л.,  р.  Цк  суть  мо- 
менты даннаго  вектора  отно- 
сительно координатныхъ  осей. 
Эти  моменты,  какъ  показываетъ 
сравнеше  формулъ  (64)  и  (66), 
представляются  вм'ЬстЪ  съ  тЪмъ 
проекциями  вектора  ^  на  коор- 
динатныхъ осяхъ. 

Зд*сь  потому  дано  столько  различ- 
ныхъ  опредйленШ  элементовъ  р>,  р  , 
Р*,  что   они   играютъ   чрезвычайно 

важную  роль  въ  механике. 
Полезно  еще  заметить  (фиг.  48),  что  моментъ  относительно  оси,  раз- 
сматриваемый  какъ  проекщя  площади    параллелограмма   ^  на  плоскость, 
перпендикулярную  къ  оси,  не  зависитъ  отъ   положетя  вершины  О  этого 
параллелограмма  на  оси. 

80.  Моменты  относительно  осей,  не  совпадающихъ  съ  координатными. 

Такъ  какъ,  согласно  предшествующему,  моментъ  р.,  вектора  и  относительно 
оси  I  можно  разсматривать  какъ  проекщю  на  эту  ось  вектора  р.,  момента 
вектора  и  относительно  какой-либо  точки,  лежащей  на  этой  оси,  а  съ 
другой  стороны,  р   слагается   изъ  моментовъ  р»,  р  ,  IV,  то   можно  на- 


Фиг.  48. 


писать: 


^  =  у  С08  ([1,  I)  =  ^  С08  (р,  6)  - 


■  ^  <>08  (И-,  Ч)  ' 


-^  со«(|х,  у      (67) 


Нельзя  эту  формулу  применять  къ  какой-нибудь  оси  1\  не 
проходящей  черезъ  начало  координатъ,  такъ  какъ  при  перенос* 
оси  параллельно  самой  себ*  моментъ  даннаго  вектора  относи- 
тельно этой  оси  изменяется. 

Чтобы  показать  вл1ян1е  положетя  оси  на  величину  момента,  опредй- 
лимъ  моменты  вектора  и  относительно  осей  (&'  г\'  ц'),  параллельныхъ  пер- 
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воначадьнымъ  координатнымъ  осямъ  и  проходящихъ  черезъ  точку  О' 
'Л*  Чо*  Со)-  Координаты  какой-нибудь  точки  (5,  т),  С),  лежащей  на  пря- 
хой передвижного  вектора  и,  относительно   новыхъ  координатныхъ  осей: 

г  =  ?-е0,  ч^ч-ть,  с  =  с  —  Со. 

а  поэтому  моменты  относительно  этихъ  осей: 

р'е  =  Ч'»г  —  ^=  (Ч— Чо)  ^  —  (?  — У  Нч  =  1*б ~~  Чо^-1"^1»-,,.  | 
!*'ч=т  ?'*$ —  Е'^  =  (С  —  С0)^  —  (Е  —  ев)^=|»ч—  Со^-+  50^,  I   (68) 
г' г  =  5'*^ —  ч'*5  ^  (Е  —  *о)  «ч— (Ч— Чо)  "$  =^—  Е0  ^"^Чо^  • ) 

Для  опред'Ьлешя  момента  вектора  и  относительно  оси  1\  нужно  было 
бы  приложить   формулу  (67)  къ  выражешямъ  (68). 

3.  78.  Когда  моменгь  вектора  относительно  данной  точки  равенъ 
нулю?  Отв.:  Когда  векторъ  лежигь  на  прямой,  проходящей  черезъ  эту 
точку. 

3.  89.  Когда  моменгь  вектора  относительно  данной  оси  равенъ  нулю. 
Отв.:  Когда  векторъ  лежигь  на  прямой,  пересекающей  ось  пли  ей  па- 
раллельной (пересекающей  ось  на  безконечности). 

3.  80.  Указать  всъ  векторы,  которые,  при  одномъ  и  томъ  же  кратчайшемъ 
рвзстоян1и  отть   оси,  имъютъ  одинаковую  величину  момента. 

3.  81.  Указать  всъ  векторы  одинаковой  длины,  моменты  которыхъ  относи- 
тельно данной   оси  равны. 

3.  82.  Найти  координаты  прямой,  заданной  уравненшми: 

$  —  а\  ч-  Ь,  7)  =  сС  ч-  Л. 

Отв.  Для    этого  нужно  представить  эти  уравнетя  въ  видь  (56),  т.  е. 

Е  —  6_7|-^_С  —  0. 

а    ~~~      с      ~~      I      ' 

гакъ  какъ  у  координатъ  прямой  длина  вектора  роли  не  играетъ,  то  можно, 
для  простоты,  принять: 

послъ  этого,   по  формуламъ  (С7)  и  (68): 

^  =  **       Р*ц  =  —  &1         ^Г  =  Ье  —  да. 

3.  83.  Куда  нужно  перенести  начало  координатъ,  чтобы  моменгь  вектора 
в,  задаянаго   его  координатами  и>  ,   и    ,  «* ,  р*  ,  а   ,  иг ,  относительно    этой 

точки  и*гЬлъ  данное  направлен!е,  определяемое  углами  а,  (3,  у  съ  осями  коор- 
динатъ. Отв.:   Въ  какую-нибудь  точку  ($0,  7}0,  Со)  на  прямой 

сов  а  ~~  со*  (3  ~~  сов  у  ' 

гдв  $     ги.   С   предполагаются  текущими  координатами. 
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ГЛАВА    II. 

Сплошное  движете  и  скорости.  Геометрическое 
и  аналитическое  изслЪдоваше. 

Скорость  точки. 

81.  Средняя  скорость.  Въ  §  13  было  указано,  что  движете  точки 
можно  считать  изкЬегнымъ,  если  известна  ея  траектор1я  и  известна  для 
всякаго  момента  времени  величина  пути,  пройденяаго  но  ней  отъ  н*Ько- 
тораго  начальнаго  положешя  точки: 

8  =  Г®.  (69) 

Выберемъ  два  какихъ-нибудь  момента  времени,  1Х  и  ^>/15  и  вычислимъ 
по  формул*  (69)  соответствующая  имъ  длины  пройденнаго  пути: 

Разность  52  —  ^  представляетъ  длину  пути,  пройденнаго  въ  промежутокъ 
времени  1%  —  1г.  Отношеше 

Г=8^~Л  (70) 

даетъ  понята  о  скорости,  о  быстроте,  съ  которою  быль  пройденъ  путь 
$2 — *г  Действительно,  мы  говоримъ:  движете  происходить  тЬмь  быстрее, 
ч4мъ  болышй  путь  проходить  точка  въ  данный  промежутокъ  вре- 
мени, или  также,  ч*мъ  менышй  промежутокъ  времени  протекъ  при  про- 
хождение даннаго  пути.  Поэтому,  если  мы  хотимъ  скорость  движешя 
выразить  числомъ,  то  мы  должны  поставить  это  число  въ  такую  зависи- 
мость отъ  пройденнаго  пути  и  отъ  промежутка  времени,  чтобы  оно  уве- 
личивалось съ  увеличивашемъ  перваго  элемента  и  съ  уменыпетемъ  вто- 
рого. Изъ  всЬхъ  законовъ  такого  изменетя  законъ  пропорцюнальности 
наиболее  простой;  поэтому  естественно  принять  для  измЬретя  скорости 
формулу  (70). 

Отношете  пройденнаго  пути  къ  соответственному  промежутку  времени 
называется  среднею  скоростью  движешя. 

Если  величина  этого  отношетя  не  зависигь  отъ  взятаго  числа  еди- 
ницъ  времени,  то  движете  точки  называется  равно м^рнымъ,  а  средняя 
скорость — просто  скоростью  равномерна™  движенхя. 

82.  Скорость  неравномерна™  движен1я.  Величина  скорости  въ  какомъ- 
нибудь  неравномерномъ  движети  вообще  говоря  зависигь:  1)  отъ  ве- 
личины взятаго  промежутка  времени  12  — 11  и  2)  отъ  того,  какой  мо- 
меятъ  ^1  взять   за   начало  этого   промежутка.  ВсякШ  путь,  пройденный 
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точкою  въ  неравном'Ьрномъ  движенш,  можно  представить  себе  пройден- 
нымъ  ею  равномерно  со  скоростью,  равною  средней  скорости  ея  движешя. 
Сохраняя  въ  формул*  (70)  значеше  времени  (19  будемъ  для  12  брать  зна- 
чен1я,  приближающаяся  къ  1Х  такимъ  образомъ,  чтобы  разность  12  —  ^  де- 
лалась меньше  какой-угодно  малой  величины.  По  свойству  непрерывности 
двшкешя  нужно  принять,  что  яа  —  8г  тоже  принимаетъ  значен1я  сколь- 
угодно  малыя  и  обращается  въ  нуль,  если  положить  /2  =  *х;  но,  какъ 
известно  изъ  дифференщальнаго  исчислешя,  отношеше  (70)  стремится  при 
атомъ  къ  некоторому,  вообще  говоря,  конечному  пределу,  который  пред- 
ставляетъ  собою  производную  функщи  (69).  Этотъ  пред^лъ  называется 
скоростью  точки  въ  моментъ  1Х.  Означая  эту  скорость  черезъ  г;,  можно 
написать: 

V  =  1гт.  Г=  Ит.  ~  =  — ,  при  I  =  1Х.  (71) 

Для  различныхъ  значенШ  I  эта  производная  имЪетъ  различныя  зна- 
чешя,  т.  е.  скорость  точки  есть  функщя  времени.  Только  въ  равно- 
мЬрномъ  движенш  она  постоянна. 

Число,  измеряющее  скорость,  быстроту  движешя,  по  самому  смыслу 
положительное;  но  производная  данной  функщи  можетъ  принимать  и  отри- 
цательный значешя;  въ  применении  къ  скорости  это  будетъ  тогда,  когда 
при  положительномъ  приращенш  времени  разность  Д$  =  $а  —  б*!  отрица- 
тельная, т.  е.  когда  точка  приближается  къ  началу,  отъ  котораго  отсчи- 
тываются  дуги.  Перемена  знака  указываетъ  такимъ  образомъ  на  пере- 
мену направлен1я  движешя  на  противуположное. 

83.  Единица  скорости.  Мы  перешли  къ  понятш  о  скорости  неравно- 
мЬрнаго  движешя  отъ  понятия  о  средней  скорости,  которую  мы  разсма- 
тривали  какъ  скорость  равяомернаго  движешя;  поэтому  и  для  измерены! 
скорости  неравномерная  движешя  можно  принять  гЬ  же  единицы,  ка- 
кими измеряется  скорость  равномернаго  движенк.  Такъ  какъ  эта  ско- 
рость измеряется  отношешемъ  пройденнаго  пути  ко  времени,  то  за  еди- 
ницу скорости  следуетъ  принять  скорость  такого  равномернаго  движешя, 
въ  которомъ  точка  въ  единицу  времени  проходить  путь  единицы  длины. 

Мы  видимъ,  что  единица  скорости  есть  единица  производная,  зави- 
сящая отъ  двухъ  основныхъ  единицъ:   линейной  (сантиметръ)  и  времени 
< секунда).  Такъ  какъ  время  число  отвлеченное  *),  то  во  всехъ  форму 
лахъ  скорость  будегь  входить  какъ  величина  линейная. 

84.  Изображено  скорости  вектороиъ.  Направлешемъ  скорости  назы- 
вается то  направление,  по  которому  происходить  движете  точки.  Въ  прямо- 
линейномъ  движенш  скорость  можетъ  иметь  только  два  направлен  1Я:  въ 


1)  Согласно  сказанному  въ  §  3,  понято  о  времени  происходить  изъ  сравне- 
ния между  собою  двухъ  движенШ. 
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одну  сторону  по  лиши  движешя  и  въ  сторону  противуположную.  Въ  криво- 
линейномъ  же  движеши  направление  скорости  определяется  направлетемъ 
касательной  къ  траекторш  и  непрерывно  изменяется.  А  именно,  здесь  на- 
правлеше  скорости  определяется  гЬмъ  направлетемъ,  которое  принямаетъ 
въ  пределе  направлеше  безконечно-малой  хорды,  изображающей  перем-Ь- 
щеше  точки  въ  элементъ  времени  А*;  а  это  направлеше  и  есть  напра- 
влеше касательной. 

Такъ  какъ  скорость  характеризуется  числомъ  и  направлетемъ,  то  она 
можетъ  быть  изображаема  векторомъ.  Этотъ  векторъ  имеетъ  своимъ  на- 
чаломъ  двигающуюся  точку  и  направленъ  по  касательной  въ  сторону 
движения. 

Скорость  есть  векторъ  определенный  (§  4). 

Въ  дальнейшему  говоря,  что  дана  скорость,  мы  будемъ  подразуме- 
вать, что  дана  нетолько  величина  скорости,  но  и  ея  направлеше. 

85.  Графическое  изображеме  закона  скоростей.  Часто  бываетъ  полезно 
графически  изображать  законъ  движешя  такимъ  образомъ,  чтобы  можно 
было  при  этомъ  судить  и  объ  изменеши  скорости.  Если  видъ  траекторш 
въ  разсмотреше  не  входить,  то  часто  прибЬгаютъ  къ  следующему  пр1ему. 
Проведя  въ  плоскости   чертежа  две  взаимно  перпендикулярный  оси  ОЛ 

и    ОВ  (фиг.  49),   будемъ   на   одной 

изъ  нихъ  откладывать  значешя  пере- 

0  мЬнной  *,  принявъ  какой-нибудь  от- 

Е^<<^**"'  ^       резокъ   за   единицу   времени,   а  на 

*Тр  *  другой  оси  подобнымъ  же   образомъ 

;  откладывать  значешя  переменной  $, 

|$+дв  вычисленныя  по  формуле 

Г^ А  «  =  /"(0.  (72) 

ф  Точки,  построенныя   по  этимъ  коор- 

динатамъ,  лежать  на  лиши,  которая 
графически  изображаетъ  законъ  движешя  (72).  Такое  построеше  употре- 
бляется между  прочимъ  въ  железнодорожной  практике  при  составлены 
такъ  назыв.  графиковъ  поЪздовъ. 

Средняя  скорость  для  промежутка  времени  СС'=М,  какъ  видно  изъ 
чертежа: 

равна  тангенсу  угла,  образуемаго  хордою  кривой,  изображающей  законъ 
движешя,  съ  осью  временъ.  Въ  пределе,  когда  средняя  скорость  обра- 
щается въ  скорость  для  момента  *,  эта  хорда  принимаешь  направлеше 
касательной. 
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§  87,  ф.  73. 


86.  Другой  способъ  графическая  изображена  закона  скоростей.  Если 
требуется  дать  наглядное  представлеше  объ  изм-Ьнеши  величины  скорости, 
то  можно  делать  поетроете,  подобное  предыдущему,  откладывая  только 
на  оси  ОВ  (фиг.  50),  вместо  пройденнаго  пути,  величину  скорости,  т.  е. 
строя  точки,  координатами  которыхъ 
служатъ  X  и  V.  Лишя  2)Д  определяе- 
мая этими  точками,  даетъ  изображеше 
закона  скоростей.  На  основанш  фор- 
мулы (72)  им'Ьемъ: 


(73) 


Фиг.  50. 


если  дугу  «  отсчитывать  отъ  подоженш 

точки  при  1=10.  Принимая  же  во  вни- 

маше   геометрическое   значете  этого  интеграла,  мы  видимъ,  что  длина 

пути,    пройденнаго  точкою  отъ  момента  (0   до    какого-либо  момента   (, 

изображается  теперь  площадью,  ограниченною  лишею,  которая  выражаетъ 

законъ  скоростей,  осью  временъ  и  двумя  ординатами. 

87.  Годографъ  скоростей.  И  иредыдущШ  способъ  даетъ  только  тогда 
полное  понятле  о  закон*  скоростей,  когда  отпадаетъ  вопросъ  о  напра- 
влены скорости.  Существуетъ  третШ 
графически  пргемъ,  для  насъ  наиболее 
важный,  позволяюпцй  одновременно  судить 
объ  изменены  и  величины  и"  направлен  1я 
скорости.  Для  этого  можно  воспользоваться 
понят1емъ  о  годограф*  вектора  (§  45). 
Отъ  произвольно  взятой  точки  О  (фиг.  51) 
будемъ  откладывать  векторы,  геометрически 
равные  скорости  точки  М  въ  различныхъ 
посл*довательныхъ  положешяхъ  последней: 


ОА  =  г,     ОА'  =  <     ОА'  =  V" 


Фиг.  51. 


Непрерывному  движенш  точки  М  соотв*тствуетъ  непрерывный  рядъ  то- 
чекъ  А,  обра^ующихъ  сплошную  динш,  называемую  годографомъ  ско- 
рости. Эта  лишя  нетолько  даетъ  понят1е  о  томъ,  въ  какой  зависимости 
между  собою  находятся  величина  и  направлеше  скорости,  но  позволяетъ, 
если  дана  траекторгя  точки,  для  каждаго  положешя  Ж  последней  построить 
скорость.  Для  этого  нужно  провести  въ  М  касательную  къ  траекторш  и 
изъ  точки  О  прямую,  ей  параллельную,  до  пересЬчетя  съ  годографомъ. 
Огр-Ьзокъ  ОА  и  представить  искомую  скорость  по  величин*  и  по  на- 
правлешю. 

3.  84.  Ответить  на  слътгуюпце   вопросы,  относящееся   къ  первому   графи- 
ческому способу:  а)  Какъ   изобразить   равномерное   движен!е  съ  данною  ско- 

П.  Сожовъ. — Осноыиия  теорет.  механики.  Ь 
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ростью?  Ъ)  Чему  соотвЪтствуютъ  отрезки  линш,  изображающей  законъ  дви- 
жешя,  параллельный  оси  временъ?  с)  Можетъ  ли  у  этой  линш  быть  отрЪзокъ, 
параллельный  оси  («)?  61)  Чему  соответствуешь  приб лижете  этой  лиши  къ  оси. 
временъ?  е)  На  что  указы  ваетъ  переходъ  этой  линш  по  другую  сторону  осп 
временъ?  Г)  Что  предполагается,  если  эта  линш  не  проходить  черезъ  начало 
координатъ? 

3.  85.  Ответить  на  т&  же  вопросы  при  второмъ  графи ческомъ  способе. 

3.  86.  Ответить  на  вопросы:  а)  Какой  видъ  им-ветъ  годографъ  скоростей 
въ  прямолинейномъ  движенш?  Ь)  Какой  видъ  имЪетъ  онъ  при  равном'врномъ 
криволинейномъ  движенш  по  плоской  кривой  и  по  линш  двоякой  кривизны? 
с)  Какъ  найти  при  помощи  годографа  положетя  точекъ  на  траекторш,  соот- 
вътствуюпця  данной  величине  или  данному  направленно  скорости?  61)  Какъ 
найти  положешя  точки,  соотввтствуюиця  наибольшей  или  наименьшей  ско- 
рости? е)  Какой  видъ  имъетъ  годографъ  при  равноыврномъ  винтовомъ  дви- 
женш? 

3.  87.  Найти  среднюю  и  наибольшую  скорости  въ  течете  первой,  второй, 
третьей  и  т.  д.  секунды  въ  движенш,  называемомъ  гармоническимъ: 

•) 

при  различныхъ  цълыхъ  значен1яхъ  числа  п. 

88.  Угловая  скорость.  Если  точка  двигается  по  кругу,  имеющему  ра- 
дхусъ,  равный  единиц*,  то  путь  ея,  какъ  дуга  такого  круга,  изм'Ьряетъ 
уголъ  а,  на  который  при  этомъ  поворачивается  рад1усъ,  проведенный  къ 
двигающейся  точк*.  Движете  можетъ  быть  здЬсь  задано  гЬмъ,  что  данъ 

УГ0ЛЪ  *  =  Г(».  (74) 

Производная  , 

—в  <"> 

измйряеть  съ  одной  стороны  скорость  точки,  а  съ  другой  стороны  ско- 
рость изм'Ьненхя  угла  и  называется  въ  посл'Ьднемъ  случа-Ь  угловою 
скоростью.  Мы  будемъ  обыкновенно  означать  ее  буквою  о>.  Если  кру- 
говое движете  равномерное,  то  угловая  скорость  постоянна:  въ  этомъ 
случай  въ  абсолютныхъ  единицахъ  она  изм'Ьряетъ  уголъ,  на  который 
поварачивается  радгусъ  круга  въ  одну  секунду. 

3.  88.  Определить  угловую  скорость  вращетя  земли.  Р1>шен1е:  Вра- 
щете  земли  равномерное  и  совершается  въ  сутки  на  уголЪ  2г;  поэтому 

т  =  ^о.«о  =  0'0000729-  (76) 

3.  89.  Угловая  скорость  колеса  равна  пяти.  Сколько  оборотовъ  въ  минуту 

дълаетъ  колесо/  Отв. 

тс 

89.  Относительная  скорость  двухъ  точекъ.  Въ  §  16  было  дано  понятие 
объ  относительномъ  перем'Ьщенш  двухъ  точекъ.  Этому  представлетю  со- 
ответствуете* и  относительная  скорость  двухъ  точекъ.  Предположимъ  въ 
формул*  (10),  что   какъ  абсолютное   такъ  и  относительное   перем'Ьщетя 
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безконечно-малы,  и  построимъ  на  направлешямъ  этихъ  векторовъ  векторы, 
имъ  пропорщональные: 

у_М1М1'     г_м,м;  М2М," 

Геометрическая  зависимость  отъ  увеличения  всЬхъ  линейныхъ  размйровъ 
въ  одномъ  и  томъ  же  отношенш  не  изменяется;  поэтому 

При  переход*  къ  пределу  отношены  (77)  обращаются  въ  скорости,  и  мы 
находимъ  -г      —      —  /р__ч 

V9  =  V,  —  V,,  (78) 

т.  е.  относительная  скорость  двухъ  точекъ,  двигающихся  неза- 
висимо одна  отъ  другой,  есть  геометрическая  разность  ихъ  абсо- 
лютныхъ  скоростей. 

3.  90.  Построить  годографъ  относительной  скорости  двухъ  точекъ,  двигаю- 
щихся въ  данной  плоскости  равномерно  по  двумъ  кругамъ  различпаго  рад1уса 
въ  одну  и  ту  же  сторону  и  совершающихъ  полные  обороты  въ  одинаковое 
время.  Отв.  Годографъ — кругъ. 

3.  91.  Ръшить  ту  же  задачу  въ  предположен^,  что  точки  двигаются  по 
кругамъ  равныхъ  рад1усовъ  съ  одинаковою  скоростью,  но  въ  разныя  стороны. 
Отв.  Годографъ — прямая  лин1я. 

3.  92.  Построить  годографъ  относите льваго  движетя  двухъ  точекъ,  изъ 
которыхъ  одна  движется  прямолинейно  и  равномерно,  а  другая  совершаетъ 
равномерное  круговое  движете.  Отв.  Годографъ— кругъ. 

Сдожен1е  скоростей  въ  движенш  точки. 

90.  Законъ  сложетя  скоростей  относительнаго  и  переноснаго  движенШ. 

Въ  §  67  было  дано  помпе  о  составномъ  движенш  точки.  ОпредЬлимъ 
скорость  V   абсолютного  движенш  точки,  зная 

для  даннаго   момента  времени   ея  скорости:  V^  с.     ~-яА 

переноснаго  и  VI  относительнаго  движенШ.  Для 
этого  выдЬлимъ  въ  сЬти,  изображенной  въ  §  67 
на  фиг.  41,  одинъ  элемента  ея  МЫ'М^' 
(фиг.  52),  въ  которомъ  М  представляетъ  абсо- 
лютное подожеше  точки  въ  моментъ  *,  М„  М' 
и  Лг'  ея  положен1я:  въ  абсолютномъ,  относи- 
тельномъ  и  переносномъ  движешяхъ  въ  мо- 
ментъ   Ь  -+-  Ы.    На  хордахъ    ММ.   и   ММ1   и 

■лжтг  л.  Фиг.  62, 

М'МХ  отложимъ  отръзки: 


„.        ММХ       жг,„      М'М,       ЛГ1>       ММ' 

Пределы  этихъ   отношешй   представляютъ  скорости  г,  V!  и  г2  абсолют- 
наго,  переноснаго   и   относительнаго   движенШ.  Относительно   перваго  и 

б* 
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третьяго  отношенШ  это  понятно  само  собою,  относительно  же  второго  от- 
ношешя  нужно  заметить,  что  еслибы  точка  М'  своего  мЬста  на  лиши 
ММ'  не  меняла,  то  отр*зокъ  М'С  представлялъ  бы  въ  предал*  ско- 
рость переноснаго  движения  этой  точки;  но  съ  переходомъ  къ  пределу  мы 
вместо  точки  М'  разсматриваемъ  на  лиши  ММ'  точку  Ж,  и  поэтому 
векторъ  М'С  обращается  въ  пред-Ьл*  въ  переносную  скорость  точки  М. 
Въ  треугольник*  МАВ: 

Ш  =  МВч-ВЛ; 

но  на  основаши  подоб1я  треугольниковъ  МАВ  и  ММ^М': 

ВА  =  М'М,  .  ^^  =  ММ,  .  ±-  =  М'С. 

1    ММ  л    д* 

/  (МВА)  =  ^  (ММ'С); 
следовательно  ВА  =  М'С  и  поэтому 


МЛ  =  МВ  +  М'С. 

Это  соотношеше  в'Ьрно  при  всякомъ  А*,  а  поэтому  сохраняется  и  въ  пре- 

д1игЬ;  т.  е.  —       —       — 

V  —  V1-л-  у2.  (70) 

Скорость  абсолютнаго  движешя  есть  геометрическая  сумма  ско- 
ростей переноснаго  и  относительнаго  движен1й. 

91.  Распространено  закоиа  сложетя  скоростей  на  большее  число  сла- 
гаемыхъ.  Въ  §  68  было  на  пример*  показано  понят1е  о  движеши  точки, 
составленномъ  изъ  бол'Ье  чгЬмъ  двухъ  движенШ.  Законъ  сложетя  скоро- 
стей прилагается  и  къ  такимъ  случаямъ.  Можно  сначала  приложить  его 
къ  двумъ  слагаемымъ  движен1ямъ,  разсматривая  одно  изъ  нихъ  какъ  от- 
носительное, а  другое  какъ  переносное,  и  написать: 

Разсматривая  же  г/  какъ  скорость  новаго  относительнаго  движетя,  можно 
принять  во  внимаше  новое  переносное  движете  со  скоростью  VI  въ  дан- 
ный моментъ  времени  и  написать: 

Продолжая  такимъ  образомъ  дальше,  пока  не  дойдемъ  до  скорости  абсо- 
лютнаго движешя,  получимъ  для  последней: 

V  =  V1^-  V2-\-  Юг-\-    ...  (80) 

92.  Разложение  скорости.  Понятно  также,  что  можно,  разлагая  данное 
абсолютное  движете  на  несколько  составляющихъ,  применить  къ  ско- 
ростямъ  правило  разложеюя  векторовъ  на  геометричестя  соста- 
вляюпця  (§  8). 
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Какъ  частный,  но  особенно  важный  результата  въ  связи  со  сказан- 
нымъ  въ  §  68,  отвгЬтимъ:  Скорость  всякой  точки  можетъ  быть  раз- 
сматриваема  какъ  геометрическая  сумма  скоростей  трехъ  пря- 
молинейныхъ  движеюй,  происходящихъ  параллельно  коорди- 
натнымъ  осямъ 

93.  Геометрическое  приложеме  сложения  скоростей.  Сложеше  и  разло- 
жеше  скоростей  имъетъ,  какъ  это  будетъ  видно  въ  дальн'Ьйшемъ,  важное 
значеше  въ  механик*.  Пока  укажемъ  ириложеше  этого  къ  геометриче- 
скому вопросу:  о  построены  касательной  къ  данной  лин&.  Идея  этого 
приложешя  была  дана  Робервалемъ  (КоЪегуа1,  1602 — 1675)  и  состоять 
въ  слйдующемъ: 

а)  Всякая  линш  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  траекторш  точки. 
Ь)  Движете  этой  точки  можетъ  быть  представлено  какъ  составное  изъ 
движенШ  просгЬйшаго  вида,  с)  Предполагаются  известными  способы  про- 
ведешя  касательныхъ  къ  траектор1ямъ,  которыя  описывала  бы  точка  въ 
каждомъ  изъ  слагаемыхъ  движенШ.  й)  Предполагается  изв'Ьстнымъ  отно- 
шен! е  между  величинами  скоростей  (или  пропорщональныхъ  имъ  безко- 
нечно-малыхъ  перем^щевай)  слагаемыхъ  движенШ. 

Поел*  этого  иостроеше  касательной  къ  данной  линш  въ  данной  на 
ней  точк*  можетъ  быть  выполнено  по  закому  сложешя  скоростей  следую- 
пшмъ  образомъ:  1)  На  касательныхъ  къ  траектор1Ямъ  слагаемыхъ  дви- 
женШ, изъ  точки  пересЬчешя  посл'Ьднихъ  съ  данною  лишею  въ  данной 
на  ней  точки,  откладываются  отр-Ьзки,  пропорщональные  скоростямъ  сла- 
гаемыхъ движенШ.  2)  Определяется  геометрическая  сумма  этихъ  отр4з- 
ковъ,  которая  и  будетъ  иагЬть  направлеше  искомой  касательной. 

3.  93.  Построить  касательную  въ  какой-нибудь  точкъ  фигуры  Лис  сажу. 
Ръш.  Линш,  называемый  фигурами  Яиссажу  (Ывва^оив),  описываются  точкою, 
движете  которой  слагается  изъ  двухъ  взаимно-перпендикулярныхъ  прямо- 
линейныхъ  гармони ческихъ  движенШ,  т.  е.  такихъ,  законы  которыхъ  выра- 
жаются уравненшми: 

8Х  =  ах  згп  (Ьг  ч-  л^),       82  =  «а  **п  (Ъ2  -+-  Щ1)> 

Можно  представить  себъ,  что  точка  движется  по  прямой,  слъдуя  закону,  вы- 
ражаемому первою  изъ  этихъ  формулъ  (относительное  движете),  въ  то  время 
какъ  эта  прямая  двигается  поступательно  и  тоже  прямолинейно  по  перпенди- 
кулярному къ  себъ  направленно,  по  закону,  выражаемому  второю  формулою 
(переносное  движете).  Для  подожен!я  точки,  соответствующего  некоторому 
моменту  *,  имъемъ: 

ъх  =■  -~  =  агпг  сов  (Ьг  -+-  п^)»        *г  =~  ~уг  —  «2*2  С08  (&2  •+■  Щ*)- 

Направлеше  этихъ  скоростей  извъетно;  направлете  ихъ  геометрической  суммы 
и  есть  направден!е  искомой  касательной. 

3.  И.  Построить  касательную  къ  Архимедовой  спирали.  Ръш.  Прове- 
демъ  изъ  точки  О  (фиг.  53)  рядъ  вектор  о  въ  р,  длины  которыхъ  пропорцио- 
нальны угламъ  &,  образуемымъ  ими  съ  нъкоторою  постоянною  прямою  ОА\ 
концы  этихъ  векторовъ  лежать  на  линш,  называемой  Архимедовой  спиралью 
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(сравнить  съ  задачею  55).  Пусть  будетъ  а  коэффиядентъ  пропорциональности 
между  векторомъ  и  угломъ;  такъ-что 

р=а&.  (81) 

Раскладывая  движете  точки  по  Архимедовой  спирали  на  движете  по 
вектору  и  на  движете,  зависящее  отъ  вращетя  вектора,  для  скоро- 
стей   этихъ    движетй    имъемъ  ^п  ^а 


_<*р 


(82) 


-I-     Л     .  '.  =  Р      Л 

(см.  также  §  96),  причемъ  знаемь  и  напра- 
влетя  этихъ  скоростей  при  данномъ  положе- 
вш  точки  М.  Абсолютный  величины  этихъ 
скоростей  намъ  знать  ненужно,  для  отноше- 
Н1Я  же  между  ними  мы  имъемъ  зависимость 
по  формулъ  (81): 


(II 


Фиг.  53. 


по  которой 


я,  а 

Ъ  ~  7" 

Откладывая  отъ  точки  М  вдоль  вектора  ОМ  и  перпендикулярно  къ  нему  въ 
сторону  движен1я  отръзки,  пропорцюнальные  а  п  р,  и  складывая  ихъ  геоме- 
трически, мы  и  получимъ  направление  искомой  касательной. 

3.  95.  Построить  касательную  къ  обыкновенной  циклоид'В.  Ръш.  Обыкно- 
венною  циклоидою  или  орт  оцикл  о  идо  ю  называется  лие!я,  которую  опи- 
сываетъ  точка,  лежащая  на  окружности  круга,  когда  этотъ  кругъ  въ  своей 
плоскости  катится  безъ  скольжетя  по  прямой  линш.  Пусть  будетъ  О0  (фиг.  54) 
центръ   круга   въ  томъ  его  положен!и,  когда   точка,  описывающая    циклоиду, 


т 

>*0 

' 

• 

\ 

\ 

N 

/          1 
1            0 

м, 


А 

Фиг.  54. 


служить  точкою  касатя  круга  къ  прямой.  Когда  кругъ  совершить  некоторое 
катате  и  центръ  его  заиметь  положете  О,  а  двигающаяся  точка  положете  М, 
то,  по  свойству  кататя  (безъ  скольжетя),  будемъ  имьть:  АМ=АМ0.  Поэтому 
и  путь,  пройденный  прямолинейно  центромъ  круга,  равенъ  кугЪАМ;  а  вслъд- 
ств1в  этого  движете  круга  можно  разсматривать  происходящимъ  слъдующимъ 
образомъ:  онъ  поворачивается  около  своего  центра  и  въ  то  же  время  пере- 
мещается поступательно  и  прямолинейно,  причемъ  путь,  проходимый  каждой 
его  точкою  въ  поступательномъ  движетй,  равенъ  пути,  проходимому  точкою 
на  его  окружности  при  его  вращательномъ  движенш  [сравнить  съ  задачею 
(68)].  Поэтому  движете  точки  М  можно  разсматривать  какъ  сложное  изъ 
двухъ  равномърныхъ:  движетя  по  кругу  и  движетя  прямо лин ей ваго  парал- 
лельно данной  прямой.  Такъ  какъ  скорости  этихъ  движетй  равны,  абсолют- 
ный же  величины  ихъ  при  построенш  касательной  никакой  роли  не  играютъ, 
то,  отложивъ  по  направлетямъ  слагаемыхъ  движетй  точки  произвольные  от- 
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рЬзки  равной  длины  и  построивъ  ихъ  геометрическую  сумму,  мы  и  получимъ 
палравлеше  касательной  къ  циклоиде. 

3.  96.  Построить  касательную  къ  кривое,  описываемой  въ  предыдущемъ 
^впавент  точкою,  не  лежащею  на  окружности  катящагося  круга  (циклоидаль- 
ная лишя  или  трохоида).  Для  р&шен1я  принять  во  внимаше,  что  при  вра- 
щательномъ  движеши  круга  скорости  его  точекъ  пропорциональны  ихъ  раз- 
стоятям-ь  отъ  центра. 

3.  97.  Построить  касательную  къ  кривой,  описываемой  точкою,  непзмънно- 
связанною  съ  кругомъ,  катящимся  по  внъшней  или  по  внутренней  сторонъ 
окружности  другого  круга  (эпи-  или  гипоцикличесюя  линш)  *). 

См.  далхе  задачи  107  и  108. 

Аналитическое  опредфдете  скорости  точки. 

94.  ОпредЪлеше  скорости  точки  по  ея  уравнежямъ  движен!я.  Формула 
(26)  даетъ  наиъ  выражеше  для  величины  скорости,  какъ  производной 
пути  по  времени: 

из 


г=  Л 


/й)Ч*)Ч*)'-      « 

когда  движете  то^ки  задано  уравнетями  вида  (22). 

Для  определения  направлен1Я  скорости  найдемъ  косинусы  угловъ, 
которые  она  образуетъ  съ  осями  координата.  Направлеше  скорости,  какъ 
касательной  къ  траекторш,  есть  предельное  направлеше  сЬкущей,  про- 
ходящей черезъ  положешя  М  и  М'  двигающейся  точки  въ  моменты  Ь  и 
/  -ь  Д*.  Означая  черезъ  х,  у,  г  и  х  ч-  Д#,  у  ч-  Д^,  г  -+-  Ьг  координаты 
этихъ  положен1й  и  принимая' во  внимаше,  что  Дг,  Ьу>  Дя  проекщи  хорды 
ММ'  на  координатныхъ  осяхъ,  имЪемъ: 

ГД  ММ '  =  >/(Дг)2  -+-  (Д*/)2  -+-  (Д*)2. 

На  основаши  сказаннаго  выше:  Д#  их 

сов  (г,  х)  =  Ит.  соз  (ММ'  х)  —  Ит.  ^,>7  =  Ит.    ^гТрг  = 

4  '  ММ'  ММ1  V 

Такъ  же   могутъ   быть   выражены  соз  (г;,  у)  и  соз  (г;,  г).   Означая  черезъ 
гп  ?>  1\  проекщи  вектора  V  на  координатныхъ  осяхъ,  можемъ  написать: 

У,  =  V.С08  (V,  X)  =  -=-, 

гу  =  г.  соз  (г,  у)  =  -^,  1  (84) 

Юг  =У.С08(1*}  2)  ="^-- 


*)  Позже  (§  107)  мы  увидимъ  другое,  бол-Ье  простое  построено  касатель- 
ныхъ  въ  кривымъ,  получаемымъ  при  помощи  каташя  одной  линш  по  другой. 
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Итакъ,  проекгци  скорости  точки  на  прямоугольныхъ  координат- 
ныхъ  осяхъ  определяются  какъ  производныя  координатъ  этой 
точки  по  времени. 

95.  Друпя  толковажя  предыдущихъ  формулъ.  Проекщя  М1  двигаю- 
щейся точки  М  на  оси  (х)  им4етъ  въ  каэдый  моменгъ  ту  же  коорди- 
нату х,  какъ  и  сама  точка  М.  Движете  точки  Мх  определяется  поэтому 
первымъ  изъ  данныхъ  уравнешй  движешя,  т.  е. 

х  =  Г,  (О, 
а  производная  стоящей  здЬсь  функцш  есть  скорость  этого  прямолиней- 
наго  движешя;  поэтому  можно  сказать:   Проекщя  скорости  точки  на 
координатную  ось  равна  скорости  проекцш  этой  точки  на  той 
же  координатной  оси. 

Принимая  во  внимаше  сказанное  въ  §  92,  можно  также  разсматри- 
вать  г-х,  V^  VI  какъ  скорости  трехъ  прямолинейныхъ  движешй,  изъ  кото- 
рыхъ  составляется  данное  движете  точки. 

3.  98.  Составить  выражешя  для  проекщй  скорости  движения  точки 
по  кругу  радауса  г,  лежащему  въ  плоскости  (ху)  и  имеющему  центръ 
въ  начал*  координатъ.  Р-Ьш.  Въ  этомъ  движенш 

х  =  г  со$  а,      у  =  г  8Ш  а,  (85) 

гдЬ  а  =  ДО 

произвольно  заданная  функщя  времени.  Дифференцируя  выражешя  (85) 
по  *,  находимъ: 


?'х  =  - 

Аа 

—  г  8ьп  а  .  -,± 
ах 

"*   = 

йа 

г  со8  а .  -=- 

а( 

да. 

(1а      __ 
Л1Х- 


(86) 


гд*  о>  —  угловая  скорость  (§  88). 

3.  99.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предположены,  что  центръ  круга 
находится  не  въ  начал*  координатъ,  а  въ  точки  М0  (х0,  у0).  Р4ш.  Пе- 
ренеся координатныя  оси  поступательно  въ  точку  Л/0,  пм'Ьемъ  для  но- 
выхъ  координатъ  точки  М: 

х!  =  х  —  х0,      у'  =  у  —  г/0, 
и  по  формуламъ  (86): 

•  V.  =  —  щ1  =  —  о>  {у  —  у0), 


г$  =       «хг'  =       со  (х  —  л-0),    ] 

3.  100.  Опредълить  скорость  равномърнаго  винтового  движешя.  Для  ръ- 
шен!я  см.  формулы  (32). 

3.  101.  Составить  уравнеше  годографа  скоростей  (§  87)  въ  движешй,  за- 
данномъ  уравнешями  (33).  Для  р4Ьшен1я  принять  во  внимаше,  что  1>,  яу>  ю% 
можно  разсматривать  какъ  координаты  точки  на  годографъ,  если  за  начало 
векторовъ  принять  начало  координатъ. 

3.  102.  Сдълать  то  же  самое  для  движешя,  опредъляемаго  уравнешями  (34). 
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96.  Скорости  точки  въ  полярныхъ  координатахъ.  Пусть  будетъ  движе- 
те точки  задано  уравнешями  (35).  Это  движете  можно  разсматривать 
какъ  сложное,  составленное  изъ  трехъ  движенШ,  соответствующихъ  изагЬ- 
нен1ямъ  каждой  изъ  координатъ  въ  отдельности.  ОпредЬливъ  скорости  въ 
этихъ  слагаемыхъ  движетяхъ  и  нриложивъ  къ  нимъ  законъ  сложены  ско- 
ростей (§  91),  мы  и  получимъ  выражешя  для  скорости  точки  въ  поляр- 
ныхъ координатахъ. 

Если  изменяется  только  координата  р,  то  точка  въ  промежутокъ  вре- 
мени отъ  I  до  1~+- Ы  получаетъ  перемйщете  ЛО/1  =  Ар  по  той  прямой 
линш,  съ  которою  совпадаетъ  въ  моментъ  I  векторъ  р.  Этому  перемеще- 
нию соответствуете  скорость: 

9?  =  Нт.%  =  %,  (88) 

направленная  но  прямой  (р)  въ  ту  или    другую  сторону,  въ  зависимости 
отъ  знака  Др. 

Если  изменяется  только  координата  0,  то  точка  въ  тотъ  же  проме- 
жутокъ времени  проходить  въ  плоскости,  въ  которой  въ  моментъ  I  ле- 
жать уголъ  0,  дугу  круга  ММ2  =  рД8.  Этому  перемещенш  соответ- 
ствуетъ  скорость: 

рД&       _.  до        аь 

г^г=1гт.—  =  рЬт.--  =  р^,  (89) 

касательная  къ  кругу  рад1уса  р  и  направленная  въ  ту   или  другую  сто- 
рону, сообразно  со  знакомъ  Д8. 

Если  изменяется  въ  промежутокъ  времени  отъ  I  до  ( -+-  М  только  ко- 
ордината ср,  то  точка  М  перемещается  перпендикулярно  плоскости  угла  * 
по  дуге  круга,  котораго  центръ  лежитъ  на  оси  О  А,  плоскость  къ  этой 
оси  перпендикулярна,  а  рад1усъ  равенъ  рзшО.  Этому  перемещение  соот- 
ветствуете скорость: 

рят&Д©  .    0    ,.     Дф  .    л  сЬ  /ллЧ 

V    =  1гт  .  - — -  - — -  =  о  81п  и .  ит.  -А-т  =  р  згп  О  -,  ,  (90) 

перпендикулярная  къ  плоскости  угла  &. 

Скорости  г  ,  ь^  и  V,  взаимно  перпендикулярны;  поэтому 


"У"; 


'-?- у =  ]/Щ+ >'  (*Г~  '"*  &)'  ■ (9,) 

3.  103.  Движете  точки  задано  въ  полярныхъ  координатахъ.  Опреде- 
лить проекщи  ея  скорости  на  координатныхъ  осяхъ  (хуг).  Реш.:  По 
формуламъ  преобразован1я  координатъ,  если  ось  (х)  совместить  съ  осью 
полярныхъ  координатъ,  а  ось  (у)  взять  въ  плоскости,  отъ  которой  отчи- 
тывается уголъ  ср,  имеемъ: 

х  =  р  сов  О, 

у  =  р  81П  Ь  С08  ф,  /  (92) 

X  =  р  81П  1)  81П  ф. 
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Дифференцируя  по  I,  находимъ: 

(93) 


Гя  =  V     СОЗЬ V*  81П  8, 


Р  & 

V9   =  V     81П  8  С08  ф  Ч-  V*  СОВ  О  С08  ф  —  1-^  81П  ф, 

Vг   —  V     81П  8  $Ш  ф  -+-  V,*  С08  8  5Ш  ?  -Н  V,    С05  ф. 

3.  104.  Движете  точки  по  плоскости  удовлетворяете  условгямъ: 

Р  *  Л> 

Определить  годографъ  скоростей,  предполагая,  что  начало  его  въ  полосе. 
а  ось  (л)  совпадаете  съ  осью  полярныхъ  координатъ.  Ръш.  По  формуламъ 
(93),  считая  тамъ  <р  =  0,  имъемъ: 

V-  =  »      С08  Ь  —  0а  «1/1  8;     ) 
Г9  =  V     •  1Ц  8  Н-  Га  сое  8;    ] 

по  по  формуламъ  (94): 

сем'л  8  ее,.  Лх 

»    —  ,        г?а  =  —  =  —  (I  -4-  с.  соз  8): 

Р  Р  »        р         Р 

подставляя  это  въ  формулы  (95)  и  принимая  во  внимаше,  что  г?ж,  ъщ    суть  ко- 
ординаты х\  у*  точки  на  годографъ,  имъемъ: 

х'  = «п  8,     у'  = 1 сон  8. 

Р  Р        Р 


Исключая  отсюда  8,  получаемъ: 


уравнен!е  круга.  Формулы  (94)  опредъляютъ  движете  точки,  притягиваемой 
къ  неподвижной  точкъ  силою,  обратно-пропорцДональною  квадратамъ  разстоя- 
н1й  (движен1е  планеты  около  солнца).  Первое  уравнете  есть  уравнение 
коническаго  съчетя,  фокусъ  котораго  лежитъ  въ  полюсь  полярныхъ  коорди- 
натъ (центръ  притяжешя),  а  второе  уравнеше  выражаетъ  т.  назыв.  закояъ 
площадей  (см.  §§  283  и  284). 

3.  10В.  Показать,  что  въ  движен!и,   опредгпляемомъ  уравнетями   (33)  или 
(34),  тоже  оправдывается  второе  изъ  уравненШ  (94). 

Геожетрическш  производныя  вектора  и  скорости 

его  точекъ. 

97.  Геометрическая  производныя  вектора.  Въ  §  4  мы  условились  раз- 
личать три  рода  векторовъ;  определенные,  передвижные  и  переносные. 
Разсмотримъ  сначала  измЬнеше  вектора  послЬдняго  рода,  какъ  случай 
наиболее  простой.  Такъ  какъ  съ  течетемъ  времени  меняются  только  его 
величина  и  направлеше,  абсолютное  же  положеше  его  никакой  роли  не 
играетъ,  то  можно,  согласно  съ  сказанным!»  въ  §  45,  во  всякШ  моментъ 
проводить  его  изъ  одного  и  того-же  произвольно  взятаго  начала  О.  Пусть 
будетъ  О  А  =  и  положеше  этого  вектора  въ  моментъ  I  (фиг.  55),  а  ОА'=н\ 
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его  положеше  въ  моментъ  1-+-Ы:  По  правилу   геометрическаго  сложения 
можно  написать: 

нГ  =  и-*-АА:. 

Векторъ  АА\  который  нужно  геометрически  приложить  къ  вектору  и, 
чтобы  получить  и\  будемъ  называть 
геометрическимъ  приращен1емъ 
вектора  и  и  означать  символомъ: 

употребляя  знакъ  х  въ  отличге  отъ 

знака  алгебраическаго  приращетя  А. 

При  непрерывность  измЪненш  векто-  фиг  55. 

ра  и  безконечно-малому  приращенш 

А/  соответствуете  и  безконечно-малое  ш,  которое  будетъ,  вообще  говоря, 

того-же  порядка  малости  какъ  и  Ы.  Условимся  называть 

щ  =  кт  .  -  (96) 

геометрическою  производного  вектора  и. 

Геометрическую  производную  мы  будемъ  разсматривать  какъ  новый 
векторъ,  т.  е.  приписывать  ей  определенное  направлеше:  за  направлеше 
<*,  примемъ  то  направлеше,  которое  получаетъ  АА*  въ  предал*,  когда, 
съ  уменьшешемъ  Д*,  точка  А}  стремится  совиасть  съ  точкою  А.  При  не- 
прерывномъ  изм*нети  вектора  и  точка  А  описываетъ  лишю,  годографъ 
вектора  и  (§  45);  АА'  является  поэтому  безконечно-малою  хордою  этого 
годографа,  которая  въ  предал*  принимаетъ  направлеше  касательной  къ 
годографу  въ  точк*  А.  Такъ  какъ  при  этомъ  пред*лъ  (96)  представляется 
скоростью  движенья  точки  по  годографу,  то  можно  сказать:  Геометри- 
ческая производная  вектора  есть  скорость  на  его  годограф*, 
или  также  она  есть  скорость  конца  вектора,  если  его  начало 
остается  неподвижнымъ. 

Векторъ  их  мы  будемъ  считать  векторомъ  переноснымъ;  поэтому 
можно  за  его  начало  брать  и  точку  О. 

98.  Составныя  части  геометрической  производной.  У  перем*ннаго  век- 
тора мы  различаемъ  измЗшеше  его  длины  и  измйнеше  его  направлешя. 
Если  у  вектора  происходить  только  одно  изъ  этихъ  изм-ЬненШ,  то  его 
геометрическая  производная  можетъ  быть  названа  частною  геометри- 
ческою производною  или  по  величин*  или  по  направлен1Ю. 

При  изменены  только  величины  вектора  точка  А*  лежитъ  на  прямой 
ОЛ  съ  той  или  другой  стороны  отъ  точки  А,  смотря  по  тому,  увеличи- 
вается-ли  или  уменьшается  векторъ.  Въ  обоихъ  случаяхъ  мы  им'Ьемъ 

хи  =  Дм, 
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а  для  геометрической  производной*  по  величине: 

,       т.      Дм       Ли 
и1'  =  1гт.-  =  -т. 


М 


дЛ 


(97) 


т.  е.  она  выражается  обыкновенно  пронзводною  отъ  и  какъ  функщи  вре- 
мени. Векторъ  их'  направленъ  въ  одну  сторону  съ  и,  если  производная  и 
по  I  положительная,  и  въ  противуположную  сторону,  если  она  отрица- 
тельная. 

При  изм*нен1и  только  направлешя  вектора  треугольникъ  АО  А1  равно- 
бедренный; полагая  <  АО  А  =  а,  им4емъ: 

а 
хи  =  2м  81Н  ^  , 

а  для  геометрической  производной  по  направленш: 


щ"  =  Иш  . 


2и$гпт 


2 


Д* 


гд* 


2*п2  а 

=  м  .  Иш  .  =  и  .  Им  .  --  =  ма>,         (98) 

[ль  1ль 


Иш  .  —  =  (О, 

*лЪ 


можно  рассматривать  какъ  угловую  скорость  вращешя  вектора.  Въ  пре- 
дал* уголъ  (ОАА1)  делается  теперь  прямымъ;  отсюда  видно,  что  геометри- 
ческая производная  вектора  по  величине  къ  нему  перпендикулярна  и  де- 
житъ  въ  плоскости,  которая  представляетъ  предельное  положение  плоскости 
векторовъ  и  и  и' . 

Возвращаясь  опять  къ  общему  случаю  изм4нен1я  вектора,  разложимъ 
его  полное  геометрическое  приращеше  АА*  (фиг.  56)  на  частныя  при- 
ращешя:  А"А' — по  величин*  и  АА"  по  направленно,  такъ  что 


В" 

Фиг.  56. 

На  направлетяхъ  АА'  и  АА"  отложимъ  векторы; 

АА' 


АВ'  = 


Д  *    ' 


Л  4" 
л™  —        —  • 


изъ  лособ1я  треугольниковъ  А  А" А'   и  АВ"В'  сл-Ьдуегь  тогда   (сравнить 
съ§  90),  что 

М 


ищ\Х\ге6  Ьу 


Соо§1е 
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Принимая  во  внимаше,  что 


АВ  =  АВ"-+-  ВиВ' 

и  что  эта  зависимость  сохраняется  и  при  переход*  къ  пределу,  а  стоя- 
ние вт>  ней  векторы  обращаются  въ  полную  и  въ  частныя  геометрическш 
производныя  иг*  и  их,  находимъ: 

Щ  =  <-+-<,  (99) 

где  их   и  и*  определяются  по  формуламъ  (97)  и  (98). 

Такъ  какъ  кроме  того  векторы  их  и  их°  взаимно  перпендикулярны,  то 


»>  =  ]/$)' ч-"'"'-  (100) 

3.  106.  Сравнить  геометрически  производныя  съ  выражешяии  для  ско- 
рости въ  полярныхъ  координатахъ. 

99.  Геометрическая  производная  определенна™  вектора  л  подвижнымъ 
началомъ.  Движете  такого  вектора  вполне  определяется  движетемъ  его 
начала   А   и   его   конца   В   (фиг.  57); 
поэтому    его    геометричест    производ- 
ныя, опред*ляюпия  изменете  его  дли-     а-: К? 

ны   и   его    направлешя,  находятся  въ 
определенной    зависимости  отъ    скоро- 
стей   точекъ    А    и    В.    Пусть    будутъ 
ЛВ   и   А'В'    положешя    даннаго    век-  Фиг.  57. 
тора  и  въ  моменты    I  и   1-\-Ы.  Пере- 
метете этого  вектора  можно  считать  состоящимъ  изъ  двухъ  перемеще- 
нШ:  поступательнаго,  А  А'  =  В  В",  и  вращательнаго  около  точки  А\  при- 
чемъ  ВВ'  представляетъ  перемещете  конца  вектора;  поэтому  можно  на- 
писать:                                            

ВВ'  =  ВВ'  -*-  Ш?'  =  АА'  •+-  ВГВ'. 

Эта  зависимость  сохранится,  если  векторы  ВВ\  АА'  и  В'В\  безъ 
изменешя  ихъ  направлешй,  увеличить  въ  одномъ  и  томъ  же  отношеши, 
разделивъ  ихъ  на  Д*;  она  сохранится  также,  если  мы  будемъ  переходить 
къ  пределу,  заставляя  Д*  стремиться  къ  нулю.  Но 

?.       АА  7.      ВВ'  7.      В"В' 

1гт.—гг  =  ьА,      ^^т.-—-  =  V^^1      кт.—1—=и1 

представляютъ  скорости  точекъ   А  и  В  и  геометрическую    производную 
вектора  и.  Итакъ: 

Отсюда  заключаемы 

Щ  =  ~»в—~^л,  (101) 

т.  е.  геометрическая  производная  вектора  съ  переменяымъ  на- 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—    78    — 

чаломъ  измеряется  геометрическою  разностью  между  скоростью 
его  конца  и  скоростью  его  начала. 

100.  Скорости  точекъ  вектора  постоянной  длины.  Будемъ  проектиро- 
вать геометрическое  равенство  (101)  на  направлете  самаго  вектора  и  и 
на  направлеше  119  къ  нему  перпендикулярное  и  лежащее  въ  плоскости 
векторовъ  и  и  щ.  Принимая  во  внимаше,  что  (§  98): 

Г  Ч  Л*  /7ч 

щ  соз  (и„  и)  =  -^ ,     щ  соз  (щ,  I)  =  ож,  (102) 

получаемъ:  ,       ч  ,       .      йи  ,щлп 

гв  соз  (гв,  и)  —  гА  соз  Ол,  и)  =  -^  ,  (1 03; 

17л  соз  (гв,  1Х)  —  1>л  соз  (гл,  1к)  =  (!>*/.  (Ю4) 

Въ  частности,  если  длина  и  постоянна,  то  производная  и  по  Ь  равна 
нулю,  и  тогда 

ь*в  соз  (г,^,  1*)  =  VА  соз  (^,  и).  (1 05) 

Итакъ,  если  векторъ  во  время  движеюя  сохраняетъ  свою 
длину,  то  проекщи  скоростей  его  конца  и  его  начала  на  его 
направлен1е  равны. 

Это  им'Ьетъ  важное  приложете  въ  кинематике  твердаго  тЬла,  гд* 
указаннымъ  свойствомъ  обладаетъ  всякШ  векторъ,  соединяюпцй  дв4  точки 
гЬла.  Если  на  двигающейся  прямой,  неизм4няющей  своей  длины,  и  всё 
точки  сохраняютъ  свои  относительный  положения,  какъ  это  будетъ  у  то- 
чекъ всякой  прямой  линш,  принадлежащей  твердому  гЬлу,  то  вышеука- 
занное свойство  приложимо  къ  концамъ  произвольная  отрезка  этой  пря- 
мой; иначе  говоря,  проекщи  скоростей  всЬхъ  точекъ  неизменной 
прямой  на  ея  направленге  равны.  Въ  частности,  если  въ  какой- 
нибудь  моментъ  скорость  одной  точки  неизменной  прямой  къ 
ней  перпендикулярна,  то  это  будетъ  у  всЬхъ  точекъ  этой 
прямой. 

Формулу  (104)  примЬнимъ  къ  движетю  вектора,  который  постоянно 
касается  къ  траекторш  своего  начала.  Тогда 

ь%А  соз  (рл.  1Х)  =  О, 

такъ  что 

гв  соз  (»л>  I,)  =  «ж. 

т.  е.,  если  векторъ  касается  траекторш  своего  начала,  то  его 
геометрическая  производная  по  направленш  определяется 
такъ-же,  какъ  если-бы  начало  вектора  оставалось  неподвиж- 
ными 

3.  107.  Построить  касательную  къ  конхоиде  Паскаля.  Рйш.  Литя,  на- 
зываемая конхоидою  Паскаля  получается  ствдующимъ  построешемъ.  Изъ 
точки  Л  (фиг.  58),  лежащей  на  окруяшости  круга    рад1уса  а,  будемъ   прово- 
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§  101,  ф.  105. 


^В 


Фиг.  68. 


дить  прямыя  въ  плоскости  круга  и  на  нихъ,  отъ  точекъ  пересЬчен1я  съ  кру- 
гомъ,  откладывать  отрезки  данной  длины  Ъ.  Просл-вдивъ  положенш  концовъ 
этихъ  отр-взковъ,  мы  увидимъ,  что  они  образуютъ  замкнутую  линш,  которая, 
если  Ь<2а,  образу етъ  петлю,  пересвкая  сама  себя  въ  точкЪ  -4,  а  если  Ь<2а, 
то  такой  петли  не  образуетъ;  если 
Ь  =  2а,  то  кривая  образуетъ  въ  точки 
Л  точку  возврата  (точку  съ  двойною 
касательного)  и  въ  этомъ  случат»  на- 
зывается кард10идою  (сердцевидною 
лин1ею). 

Чтобы  построить  касательную  къ 
какой-либо  конхоид-в  Паскаля,  замъ- 
тнмъ,  что  Ь  есть  векторъ  неизменной 
длины,  котораго  одинъ  конецъ  В  (фиг. 
50; ,  двигается  по  кругу,  а  другой  ко- 
нецъ Б,  описываетъ  конхоиду.  Вместо 
того,  чтобы  строить  непосредственно 
касательную  въ  точки  В  къ  этой  лин!и, 
построимъ  сначала  извъстнымъ  спосо- 
бомъ  касательную  къ  кругу  въ  точкъ  I). 
Произвольный  отръзокъ  ВЕ  этой  каса- 
тельной можно  принять  за  скорость 
точки  В.  Разложимъ  послъдвюю  на  двъ 
слагаемыхъ:  на  скорость  ВЕЛ  перпендикулярную  къ  АВ,  и  на  скорость  ВО 
вдоль  этой  прямой.  ВЕ  есть  скорость  вращательнаго  движен1я  около  точки  А; 
а  такъ  какъ  скорости  вращательнаго  движетя  пропорщональны  разстоятямъ 
точекъ  отъ  центра  вращения  (см.  подробнее  въ  §  107),  то  мы  получимъ  вра- 
щательную слагаемую  скоро- 
сти точки  В,  если  въ  этой 
точкъ  возставимъ  перпенди- 
куляръ  къ  АВ  и  найдемъ  точ- 
ку В.  его  пересъчешя  съ  АР. 
Съ  другой  стороны,  по  свой- 
ству движешя  неизменной 
прямой,  другая  слагаемая,  В7 
скорости  точки  Б,  вдоль  пря- 
мой АВг  равна  такой-же  сла- 
гаемой ВО  скорости  точки  В. 
Геометрическая  сумма  скоро- 
стей ВН  и  В^  и  даетънаправле- 
Н1е  касательной  къ  конхоидъ. 

3.  106.  Построить  касательную  къ  конхоидъ  Нпкомеда.  Такъ  назы- 
вается кривая,  описываемая  концомъ  *  прямолинейнаго  отръзка  неизмънной 
длины,  который  лежитъ  па  прямой,  проходящей  черезъ  неподвижную  точку, 
и  другой  конецъ  котораго  скользитъ  по  нъкоторой  данной  прямой,  не  прохо- 
дящей черезъ  точку  О.  Ръшен1е  подобно  ръшетю  задачи  107. 

101.  Геометрическое  дифференцировало  геометрической  суммы  и  гео- 
иетрическаго  произведен!я.  Такое  дифференцирование  аналогично  обыкно- 
венному дифференцированно  суммы  и  произведешя  двухъ  функпдй.  Пусть 

будетъ  -      -      -       - 

5  =  и  -ь  V  н-  го  -*-  ..., 


Фиг.  69. 
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гдЬ  щ  V,  гя,  ...  векторы  изменявшиеся  по  величин*  и  по  направленно  сь 
измгЬнешемъ  и  Пусть  въ  моментъ  1-\-Ы  (фиг.  60): 


отсюда 


и'  =  и  -+-  ХМ,       V'  =  V  -\-  XV,       Ю'   =  IV  -+-  110,  .  . 

в'  =  з  -+-  х5  =  и'  -+-  V'  -+-  га'  -*- , 

Х$  =  ХМ  -+-  XV  -+-  XIV  ■+-  . . .  . 


аов) 


Строя  по  направленгямъ  этихъ  геометрическихъ  приращенШ  векторы, 
увеличенные  въ  отношенш  единицы  къ  Д*,  и  переходя   къ   пределу,  на- 

ходимъ  зависимость  между  геометри- 
ческими производными: 


54  =  их  -+-  V^  н-  гох  -+-  . . . 


(107) 


Въ  §  10  было  дано  поняйе  о  гео- 
метрическомъ  произведенш; 

Уху  

ФИГ.  60.  ш>  =  и.ь.  сов  (и,  V). 

По  прошествш  элемента  времени  М  оно  обращается  въ  следующее: 


и'г'  =  (и  -+-  ти)  (г?  -+-  хг); 
а  по  правилу  перемножешя  геометрическихъ  суммъ  (§  10): 
и'г'  =  ию  -+-  мхи  ч-  г*хм  -+-  хмх?:. 


Отсюда 
д,  (иг) 


=  Ит. 


М 


,.       ихт        т.       г'хм        ..      ХМХ0 
кт.  -—   н-  «т.  -—  -+-  (гиг.  — -— 
Ы  Д/  Д* 


Выражен]я,  стояшдя  въ  правой  части  подъ  знакомь  пред4ловъ,  можно 
разсматривать  какъ  геометричесшя  произведетя  векторовъ 


(Х*Д  /         ХП\  /  Х1>\ 


поэтому  переходъ  къ  пределу  даетъ: 

й  (ию) 


ЛЬ 


Ш>, 


(108) 


гъ'Ь  щ  и  г;1  геометричесйя  производный  векторовъ  и  и  г\  Эта  формула 
аналогична  формул*  Лейбница  для  производной  произведен1я  двухъ  функ- 
щй  и  могла-бы  быть  легко  распространена  на  производный  высшихъ  по- 
рядковъ. 
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Линейчатыя  поверхности. 

102.  Движете  передвижного  вектора  и  прямой  лижи.  Изм-Ьнеше  длины 
и  направлешя  передвижного  вектора  можетъ  быть  по  прежнему  опреде- 
ляемо его  геометрическою  производною,  какъ  и  изменеше  переноснаго 
вектора.  Новымъ  элементомъ  является  изменеше  положен1Я  прямой,  на 
которой  лежитъ  передвижной  векторъ.  Для  вполне  опредЬленнаго  вектора 
это  было-бы  еще  недостаточно,  и  поэтому  мы  определяли  его  изменеше 
янымъ  путемъ  (§§  99  и  100);  для  передвижного-же  вектора  изменеше 
положешя  прямой  является  какъ  разъ  характернымъ  элементомъ:  мы  на 
него  и  обратимъ  теперь  наше  главное  внимаше,  гЬмъ  более,  что  часто 
передвижной  векторъ  спещально  для  того  и  разсматривается,  чтобы  этимъ 
определять  положеше  и  движете  прямой  лиши  въ  пространстве  (§  77). 

Пусть  будутъ  I  и  V  положешя  въ  моменты  I  и  I  ч-  А*  прямой  лиши, 
непрерывно  перемещающейся  въ  пространстве.  Эти  положешя  вообще  го- 
воря между  собою  не  пересекаются  и  не  параллельны;  пусть  будетъ  8 
кратчайшее  разстояше  и  а  уголъ  меаду  ними.  Перемещеше  прямой  изъ 
/  въ  V  можно  рассматривать  какъ  состоящее  изъ  поступательнаго  пере- 
мещен1я  АВ  =  Ь  (фиг.  33,  §  38),  при  которомъ  прямая  переходить  въ 
положеше  Г,  и  изъ  вращательнаго  около  оси  АВ  на  уголъ  а.  Совокуп- 
ность этихь  перемешешй  представляетъ  винтовое  перемещеше  съ  осью 
АВ  и  съ  параметромъ  (§  38) 

а 

Если  А*  безконечно  мало,  то  8  и  а  тоже   безконечно  малы,  причемъ 

отношеше  ихъ  вообще  говоря  конечное;  пределъ  его 

_8_ 

8        т.        Д2         и  /,ЛЛч 

в  =  1гт.  —  =  пт. =  -  (109) 

АГ 
представляетъ  предельное  значеше  параметра  винтового  перемещешя. 
Совокупность  скорости  поступательнаго  движешя  и  угловой  скорости  около 
оси,  параллельной  этому  движешю,  мы  будемъ  называть  винтовою  ско- 
ростью (щ  ш),  а  выражеше  (109)  параметромъ  винтовой  скорости. 
Движете  прямой  I  можно  считать  известнымъ,  если  для  всякаго  мо- 
мента времени  (или  для  всякаго  положен1я  прямой)  даны:  точка  А,  слу- 
жащая началомъ  отрезка  8,  и  направлете  и  параметръ  винтовой  оси. 

103.  Линейчатыя  поверхности.  Изучеше  вопросовъ,  связанныхъ  съ 
вышеуказанными  элементами,  относится  отчасти  къ  общему  вопросу  о 
винтовомъ  движеши,  которое  будетъ  ниже,  въ  этой  главе  раземотрено,  а 
отчасти  къ  теорш  линейныхъ  поверхностей,  какъ  такихъ  поверхностей,  ко- 
торый описываются  движев1емъ  прямой  линш.   Не  вдаваясь  въ  изучеше 

П.  Соховъ.  —  Осяошйя  теорет.  механика.  " 
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этихъ  поверхностей  во  всей  полногЬ,  разсмотримъ  некоторый  ихъ  основ- 
ных свойства,  которыя  понадобятся  намъ  въ  кинематике  твердаго  гбла. 
Пусть  будутъ  I,  1\  1\  Г"....  (фиг.  61)  последовательный:  безконечно- 
близия  между  собою  положен1я  двигающейся  прямой.  Огм'Ьтимъ  кратчай- 
ппя  разстоянш  АВ,  А'В\  А"В'\...  между  ними.  Последовательный  пере- 

м'Ьщешя  прямой  можно  разсматривать 
какъ  винтовыя  перем4щен1я,  осями 
которыхъ  служатъ  прямыя  АВ,  А'В\ 
А"В*\...  Соединимъ  точки  А,  А\ 
А4....  а  также  точки  Д  В\  В11,... 
прямыми  лишями;  при  переход*  къ 
пределу,  когда  кратчайппя  разстояшя 
стремятся  къ  нулю,  ломанныя  лиши 
фиг  61  АА'А" ...    и   ВВ'Вп  .  . .   сливаются 

въ  одну  лин1ю,  которая  называется 
лин1ею  съужен1я  линейчатой  поверхности.  Каждой  точке  на  этой  лиши 
соответствуете  некоторое  значеше  параметра  в,  характеризующее  безко- 
нечно-малое  перем^щеше  прямой  I  изъ  одного  положешя  въ  смежное 
съ  нимъ. 

Параметръ  е  можетъ  иметь  всевозможный  значешя  отъ  0  до  оо  и, 
съ  переходомъ  отъ  одной  образующей  къ  другой,  меняется  непрерывнымъ 
образомъ.  Разсмотримъ  два  крайнихъ  случая:  когда  постоянно  в  =  0  и 
когда  е=оо.  Если  постоянно  8  =  0,  то  о  постоянно  равно  нулю  или 
постоянно  остается  величиною,  безконечно-малою  высшаго  порядка  въ 
сравненш  съ  а.  Им*Ья  въ  виду  переходъ  къ  пределу,  можно  въ  обоихъ 
случаяхъ  считать  8  равнымъ  нулю  и  полагать,  что  последовательный  по- 
ложен1я  двигающейся  прямой  между  собою  пересекаются.  Прим^ромь  та- 
кого движешя  можетъ  служить  движете  прямой  касающейся  къ  какой-либо 
лиши  двоякой  кривизны.  А  именно,  въ  приложетяхъ  дифференщальнаго 
исчислетя  къ  геометрш  показывается,  что  у  лиши  двоякой  кривизны 
кратчайшее  разстояше  между  касательными  въ  двухъ  безконечно-близ- 
кихъ  точкахъ  этой  кривой  есть  безконечно-малая  высшаго  порядка  въ 
сравненш  съ  разстояшемъ  между  этими  точками,  или  также  въ  сравне- 
нш съ  угломъ  между  касательными  въ  этихъ  точкахъ.  Итакъ,  эти  каса- 
тельный, какъ  образующая  линейчатой  поверхности,  могутъ  считаться  пе- 
ресекающимися. Всякая  линейчатая  поверхность,  удовлетворяющая  на 
всЬхъ  своихъ  образующихъ  услов1ю  8  =  0,  можетъ  быть  разсматриваема 
какъ  геометрическое  место  касательныхъ  къ  лиши  двоякой  кривизны. 
Разсмотримъ  последовательный  рядъ  такихъ  образующихъ  I,  V,  Г,  Г',... 
(фиг.  62)  и  соединимъ  посл'Ьдовательныя  точки  ихъ  пересЬчешй  прямыми 
АА\  А' А",  А" А"'...  Такъ  какъ  каждый  изъ  этихъ  отр4зковъ  принадлежите 
одному  изъ  положенШ  двигающейся  прямой,  то  ломанная  лишя  ААА"А"'... 
обратится  въ  пределе  въ  такую  кривую,  къ  которой  все  положешя  дви- 
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гающейся  прямой  касаются.  Эта  лишя,  представляющая  собою  то-же,  что 
въ  общемъ  случае  лишя  съуженш,  называется  ребромъ  возврата  по- 
верхности. Если  ребро  возврата  дано,  то  этивгь  развертывающаяся  по- 
верхность вполне  определяется. 

Сама  поверхность  называется  въ  этомъ  случай  развертывающеюся, 
потому  что  она  можетъ  быть  развернута  въ  плоскость  ,  разгибашемъ  на 
безконечно-малые  углы  около  посл*довательныхъ  своихъ  образующихъ. 
Чтобы  это  выяснить,  разсмотримъ  многогранникъ,  который  определяется 
до  перехода  къ  пределу  последовательно  пересекающимися  между  собою 
образующими  I,  V,  Т\  Г',...  Совместимъ  съ  плоскостью  две  смежныя 
образуюпця,  I  и  V;  после  этого,  разгибая  многогранникъ  около  ребра  /', 
можно  и  следующую  прямую  I"  совместить  съ  тою-же  плоскостью,  и  т.  д. 
Такимъ  образомъ  можно  уложить  въ 
плоскость  всю  поверхность  много- 
гранника, не  производя  нигде  ни 

разрывовъ,    ни    складокъ.    То-же    ^^^а^ N.   '' 
самое  будетъ  и  въ  пределе,  когда 

многогранникъ  обратится  въ  ли-  ^ 

нейчатую  поверхность. 

Другой  крайшй  случай  линей- 
чатой поверхности  является  при 
условш    е  =  оо,    что  равносильно  фиг  62 

предположенш,    что    а  =  0,    т.  е. 

что  все  образуюпця  между  собою  параллельны.  Линейчатая  поверхность 
называется  въ  этомъ  случае  цилиндрическою,  а  ея  лишя  съужешя 
обращается  въ  безконечно-удаленную  точку.  И  въ  этомъ  случае  поверх- 
ность становится  развертывающеюся. 

3.  109.  Указать  лишю  съужен!я  линейчатаго  гиперболоида,  имъющаго  двъ 
равныхъ  вещественныхъ  оси,  и  показать,  что  у  этой  поверхности  е  постоянно. 
Отв.  Лин1я  съужен!я  есть  кругъ.  Постоянство  параметра  е  можно  видъть  изъ 
того,  что  указанный  гиперболоидъ  можетъ  быть  полученъ  движен1емъ  прямо- 
динейнаго  отрезка,  опирающегося  своими  концами  въ  окружности  двухъ  рав- 
ныхъ круговъ,  лежащихъ  въ  двухъ  паралледьныхъ  плоскостяхъ  такимъ  обра- 
зомъ, что  прямая,  соединяющая  ихъ  центры,  къ  этимъ  плоскостямъ  перпен- 
дикулярна. Слъдуетъ  заметить,  что  последовательный  вратчайппя  разстоятя 
здъсь  не  будутъ  хордами  лиши  съужешя;  они  всъ  наклонены  къ  плоскости 
этой  линш. 

3.  110.  Указать  линейчатыя  поверхности  второго  порядка,  у  которыхъ  па- 
рамефръ  г  не  имъетъ  вездъ  постояннаго  значешя.  Отв.:  Линейчатый  гипер- 
болоидъ съ  эллиптическимъ  главны мъ  съчешемъ  и  всякШ  гиперболическШ 
параболоидъ  иди  косая  плоскость. 

3.  111.  Описать  поверхность,  которую  образуетъ  прямая,  пересекающая 
при  своемъ  движенШ  прямую  линш  8  подъ  постояннымъ  угломъ  р  и  винто- 
вую лишю,  имъющую  линш  8  своею  осью.  Отв.  Поверхность,  получаемая  та- 
кимъ движетемъ,  называется  винтовою  или  геликоидомъ.  Для  всъхъ  ея 
образующихъ  параметръ  е  имъетъ  одно  и  тоже  значеше.  Лишя  съужен!я  вин- 
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товая  ляв1&,  имеющая  прямую  *  своею  осью;  она  совпадаете  съ  лишею  *,  если 
уголъ  р  прямой;  въ  послйднемъ  случае  отрезки  этой  линш  представляют^ 
вмйстй  съ  твмъ  кратчайпия  разстоян!я  между  образующими.  Такая  поверх- 
ность называется  прямымъ  геликоидомъ.  Напр.  ребра  ступенекъ  обыкно- 
венной винтовой  лестницы  принадлежать  такой  поверхности. 

3.  112.  РазсмотрАть  геливоидъ,  образуемый  движешемъ  прямой,  которая 
пересБваетъ  подъ  постояннымъ  угломъ  у  винтовую  линпо  и  наклонена  къ  оси 
последней  тоже  подъ  постояннымъ  угломъ,  однакоже  ея  не  пересекая,  и  ука- 
зать услов!е,  при  которомъ  этотъ  геликоидъ  становится  развертывающеюся 
поверхностью.  Отв.  Линш  съужешя  опять  винтовая  съ  тою  же  осью.  Поверх- 
ность дълается  развертывающеюся  при  *{  =  0. 

3.  113.  У  какой  развертывающейся  поверхности  ребро  возврата  обращается 
въ  точку?  Отв.  У  конической  поверхности. 

104.  Различ'ю  между  развертывающеюся  и  неразвертывающеюся  по- 
верхностями по  отношежю  къ  касательной  плоскости.  Касательная  пло- 
скость въ  данной  точк4  Ж  къ  какой-либо  поверхности  можетъ  быть  опре- 
дгЬляема  какъ  предельное  положеше  плоскости,  проходящей  черезъ  эту 
и  черезъ  двй  друпя  къ  ней  безконечно-близгия  точки  Ж'  и  Ж"  поверх- 
ности. При  этомъ  положеше  ка- 
од  М'  М  сательной   плоскости   не   зави- 

ситъ  отъ  того,  какимъ  образомъ 
точки  Ж'  и  Ж"  стремятся  къ 
совпадению  съ  точкою  Ж.  Осно- 
вываясь на  этомъ,  можно  ви- 
деть, что  касательная  плоскость 
во  всЬхъ  точкахъ  одной  и  той 
же  образующей  какой-либо  раз- 
вертывающейся линейчатой  поверхности  общая.  Пусть  будетъ  /  образую- 
щая, содержащая  точку  Ж;  точку  Ж'  возьмемъ  на  той  же  образующей, 
а  М"  на  смежной  съ  нею  образующей  1\  которая  у  развертываю- 
щейся поверхности  пересекается  съ  I.  Очевидно,  что  плоскость  ММ'Мп 
остается  та  же  самая,  гд*  бы  мы  не  взяли  точку  Ж  на  образующей  1У 
это  будетъ  и  въ  предал*,  когда  плоскость  ММ'М"  обратится  въ  каса- 
тельную. 

Разсмотримъ  теперь  неразвертывающуюся  поверхность.  Пусть  будетъ 
Ж0  (фиг.  63)  точка  образующей  I,  лежащая  на  линш  съужешя,  М0М0'=ъ 
кратчайшее  разстояте  между  I  и  V,  а  Ж  какая-нибудь  другая  точка  на 
прямой  1\  Ж'  возьмемъ  на  той  же  прямой,  а  Ж"  на  образующей  1'*въ 
точк*  пересЬчешя  ея  съ  плоскостью,  проходящею  черезъ  Ж  и  перпенди- 
кулярною къ  I.  Касательною  плоскостью  въ  Ж0  служить  предельное  по- 
ложеше  плоскости,  содержащей  /  и  8,  а  плоскость  МЪГМа  образуетъ 
съ  предыдущею  уголъ  р  =  /_  (Ж"Ж-А7),  для  котораго 

,   0        N31"        ,,  ,,    (да 
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Переходя  къ  пределу  и  принимая  во  внимаше  формулу  (109),  находимы 

Ит.  1д$  =  Ж0Ж.  Мт.  *^  =  Ж0Ж.  йт.|  =  —  ^  •  (ПО) 

Отсюда  видно,  что  при  перемЪщеши  точки  касан!я  по  образующей  каса- 
тельная плоскость  поворачивается.  При  удаленш  точки  Ж  въ  безконеч- 
ность,  она  делается  перпендикулярною  къ  касательной  плоскости  въ  точ- 
ки М0\  а  при  переход*  точки  Ж  вдоль  всей  образующей,  поворотъ  ея 
составляетъ  два  прямыхъ  угла. 

105.  Аналитическое  опред-Ьлеше  двяжешя  пряной  и  составлен!е  урав- 
нешя  описываемой  ею  поверхности.  Въ  §  77  было  показано,  что  положе- 
ше  прямой  определяется  отношетями  ея  шести  координатъ  и^ ,  и~,  игу 
?Ь  ^  К  ПРИ  условш 

П1\>.1-+-иГ1\>.Г1ч-и^\^=0.  (111) 

Задавая  эти  пять  отношенШ  въ  функцш  времени,  мы  и  получимъ  урав- 
нешя  движен1я  прямой. 

За  уравнения  прямой  можно  принять  два  изъ  трехъ  уравнешй  (§  75): 

Рц  =  ?«6  —5мС'  (112) 

въ  которыхъ,  при  данномъ  *,  координаты  прямой  являются  коэффищен- 
тами,  а  Е,^,.С  текущими  координатами  точекъ  прямой.  Исключивъ  Ь  изъ 
двухъ  уравненШ  (112).  мы  и  получимъ  уравнеше  поверхности,  описываемой 
данною  прямою. 

3.  114.  Выразить  въ  фунвпДи  времени  координаты  прямой  (2))  описывающей 
равном&рнымъ  винтовымъ  движетемъ  поверхность  прямого  геликоида  (см. 
з.  111),  и  составить  уравнеше  этой  поверхности.  Р&ш.  Ось  (С)  направимъ  по 
линш  съужешя  геликоида  (по  оси  винтового  движешя),  начало  вектора  7,  опре- 
дЬляющаго  своимъ  положетемъ  прямую  линЬо  (?),  возьмемъ  па  оси  (С).  Озна- 
чая черезъ  а  уголъ  вращен!я  этого  вектора  около  оси  (С),  можно  взять: 

а  =  Ц      С  =  ЬЦ  (118) 

и  тогда  для  конца  вектора  1  =  1  сов  (си),  г\  =  1  агп  (си),  такъ-что 

и>  =  1<Ю8  (а*),    и    =  I  зт  (а*),    иг  =  0; 

1Хс  =  —  Ь1% .  8%п  (а(),    а    =  Ьи .  сое  (а*),    рг  =  0. 
Мы  нмъемъ: 

гд{а%)=  ^,     г  =  ±аг*дф; 
«,  по  формул*  (118), 

будетъ  уравнен!емъ  искомой  поверхности. 
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3.  115.  Составить  уравнен!е  яияейчатаго  гиперболоида  съ  двумя  равными 
вещественными  осями,  какъ  поверхности,  описанной  двяжешемъ  прямой, 
равномерно  вращающейся  около  оси  (С),  но  ея  не  пересекающей.  Р-Ьш.  Если 
а  уголъ,  образуемый  кратчайшимъ  разстояшемъ  этой  прямой  отъ  оси  (С)  съ 
осью  (Е),  то  можно  принять:  а  =  аЦ  если  означить  черезъ  р  уголь  наклоненхя 
двигающейся  прямой  къ  плоскости  (Етг|),  а  черезъ  I  векторъ  произвольной 
длины  на  этой  прямой,  то  находимъ: 

и>  =  —  2  сов  Р  8%п  (а*),    и    =  1  соя  р  соз  (а*),    и*  =  I  з%п  (3. 

Для  моментовъ  вектора  I  можно  написать  двоякая  выражения,  беря  за  начало 
вектора  I  одинъ  разъ  точку  на  лиши  съуженхя  гиперболоида,  а  другой  разъ 
какую-нибудь  точку  (Етг)С)  прямой  (I): 

ри  =  8*  8%п  р  8%п  (а*)  =  г\1  вгп  ф  —  С1  С08  Р  сов  (а*), 
|х  _  —  8/  8%п  р  сое  (а*)  =  —  У  сое  р  мп  (а*)  —  ?/  ***  3, 
р.г  =      8^  сое  Р  =      У  сов  р  сое  (а*)  •+•  т)*  сое  Р  ет'п  (а*). 

Выражения  для  р*  и  1%  даютъ: 

{  и»  р  =  8  в»п  Р  сов  (а*)  —  С  сое  р  е*п  (а*), 
7|  мя  Р  =  8  ей»  р  е»я  (а*)  -+-  С  сое  р  сое  (а*); 
откуда  исключен!емъ  переменной  I  получаемъ: 

&а  -+-*)*  —  еоер>  р  .  С2  —  88  =  0. 

Мгновенный  центръ  и  центроиды  въ  двиакенш  плоской 

фигуры. 

106.  Сплошное  движен(е  плоской  фигуры  и  мгновенные  центры.  Въ  §  20 

было  показано,  что  всякое  перем-Ьщеше  плоской  фигуры  въ  ея  плоскости 
эквивалентно  вращательному  лереагЬщешю  ея  около  н*котораго  центра. 
Действительное  движете  можетъ  при  этомъ  значительно  отличаться  отъ 
эквивалентнаго,  и  только  въ  начал*  и  въ  конце  перем4щен1я  положешя 
фигуры  совпадаютъ  въ  обоихъ  движешяхъ.  Заменяя  данное. конечное  пе- 
ремещение не  однимъ  эквивалентяымъ  ему  вращешемъ,  а  несколькими 
последовательными,  и  притомъ  такъ,  чтобы  въ  начал*  и  въ  конце  ка- 
ждаго  изъ  нихъ  положешя  фигуры  совпадали  съ  действительными,  мы 
можемъ  уже  точнее  изобразить  действительное  движете  помощью  враще- 
тй.  Увеличивая  число  п  такихъ  эквивалентныхъ  перемещетй  между 
двумя  данными  положешями  фигуры  и  соответственнымъ  образомъ  умень- 
шая величину  каждаго  цзъ  нихъ,  мы  можемъ  сколь  угодно  увеличить 
число  такихъ  совпаденШ.  При  переходе  къ  пределу,  т.  е.  когда  число  п 
безпредельно  возрастаетъ,  а  каждое  перемещете  становится  безконечно 
малымъ,  рядъ  эквивалентныхъ  перемещетй  сливается  съ  действителъ- 
нымъ  движешемъ.  Траектор1я  каждой  точки  фигуры  является  при  этомъ 
составленною  изъ  ряда  последовательныхъ  безконечно-малыхъ  круговыхъ 
дугъ,  подобно  тому,  какъ  въ  иныхъ  случаяхъ  въ  геометрш  кривую  лишю 
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разсматриваютъ  какъ  предЬлъ  ломанной  лиши,  составленной  изъ  прямо- 
линейныхъ  отрЪзковъ.  Не  слйдуетъ  думать,  что  эти  дуги  будутъ  непре- 
менно дугами  круговъ  кривизны.  Ниже,  изъ  прюгЬровъ  будетъ  видно, 
что  центры  этихъ  дугъ  могутъ  находиться  даже  по  другую  сторону  кри- 
вой, ч*мъ  центры  кривизны.  Во  всякомъ  случай  круговые  элементы  траек- 
торш  отличаются  отъ  дЬйствитедьныхъ  ея  элементовъ  только  на  безко- 
нечно-малыя  величины  высшаго  порядка,  потому  что  и  гЬ  и  друпе  эле- 
менты отличаются  на  безконечно-малыя  величины  высшаго  порядка  отъ 
ихъ  общихъ  хордъ.  На  основанш  этого  можно  сказать,  что  безконечно- 
малое  вращеше  плоской  фигуры  около  центра,  построеннаго 
по  теорем*  Бернулли  и  Шаля  (§  20),  нетолько  эквивалентно 
действительному,  но  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  таковое. 

Центръ  вращешя  называется  при  этомъ  мгновеннымъ  центромъ. 
Сплошное  движеюе  плоской  фигуры  можно  разсматривать  какъ 
рядъ  послЪдовательныхъ  безконечно-малыхъ  вращенгй  около 
мгновенныхъ  центровъ. 

Такъ  какъ  скорость  точки  есть  пред^Ьдъ  отношешя  безконечно-малаго 
перем*щешя  къ  элементу  времени,  а  круговые  элементы  траекторш  отли- 
чаются на  безконечно-малыя  высшаго  порядка  отъ  ея  дййствительныхъ 
элементовъ,  то  можно  сказать:  Во  всяк1й  моментъ  времени  ско- 
рости точекъ  плоской  фигуры  распределены  такъ,  какъ  если  бы 
плоская  фигура  совершала  вращеше  около  нЪкотораго  центра. 

Въ  этомъ  смысл*  мгновенный  центръ  называется  также  центромъ 
скоростей,  какъ  такая  точка,  скорость  которой  въ  данный  моментъ  вре- 
мени равна  нулю. 

107.  Построеше  мгновеннаго  центра  по  движение»  двухъ  точекъ.  При- 
меняя указанное  въ  §  20  построеше  центра  С  эквивалентная  вращешя 
къ  безконечно-малому  перем'Ьщенш  фигуры,  мы  найдемъ,  что  равнобе- 
дренные треугольники  Л^СЯТ/  и  ЖаСЖ3' 
(фиг.  64)  будутъ  им4ть  при  основан1яхъ 
ад/  и  М2М1  уголъ 

I  №Х'МХС)  =  ^  (ЛГ.'ЛГ.С)  =  |  -  у , 

безконечно-мало  отличающШся  отъ  прямого. 

Направлешя  МХМ^  и  М2М2*  въ  предал* 

опредЬляютъ  направлевоя  скоростей  ь\  и  V} 

точекъ  Мх   я  М2;  поэтому  эти   скорости 

перпендикулярны  къ  прямымъ,  соединяю- 

щимъ  эти  точки  съ  мгновеннымъ  центромъ.  Отсюда  вытекаетъ  следующее 

правило  для  построен1я  мгновеннаго  центра  по  заданнымъ  движешямъ  двухъ 

точекъ  .3^  и  М2  плоской  фигуры:  мгновенный  центръ  находится  въ 

пересЬчеюи  нормалей  къ  траекторьямъ  точекъ  М1  и  Ж2,  прове- 

денныхъ  изъ  соотвгЬтственныхъ  положен1й  этихъ  точекъ. 


Фиг.  64. 
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Пусть  будеть  «,  =  ««._?. 

угловая  скорость  вращения  прямыхъ  СМХ  и  СМ2;  она  общая  нетолько 
для  всЬхъ  прямыхъ  фигуры,  проходящихъ  въ  данный  моментъ  черезъ 
точку  (7,  но  и  вообще  для  всйхъ  прямыхъ,  принадлежащигь  фигур*.  Такъ 
какъ  (§  88)  угловую  скорость  можно  разсматривать  какъ  отношеше  ско- 
рости точки  при  движеши  по  кругу  къ  радаусу  этого  круга,  а  для  вся- 
кихъ  точекъ,  при  вращательномъ  движеши  плоской  фигуры,  дуги,  прохо- 
димый ими,  пропорциональны  равдсамъ  этихъ  дугъ,  то  это  же  справед- 
ливо и  для  скоростей;  поэтому  можно  написать: 

•о1  =  а>.СМи    г?2  =  <*>.СМ3, 

и  вообще  для  какой-нибудь  точки  31: 

г;=г.  ш.СЖ,  (114) 

т.е.  скорости  всЬхъ  точекъ  пропорциональны  ихъ  разстоян1ямъ 
отъ  мгновеннаго  центра. 

Можетъ  случиться,  что  указанное  построете  мгновеннаго  центра  дастъ 
точку  на  безконечности;  это  будеть  указывать,  что  въ  разсматриваемый 
моментъ  времени  скорости  распределены  такъ,  какъ  еслибы  фигура  со- 
вершала поступательное  движете.  Понятно,  что  въ  этотъ  моментъ  ско- 
рости всЬхъ  точекъ  геометрически  равны. 

3.  116.  По  скоростямъ  двухъ  точекъ  плоской  фигуры  построить  скорость 
третьей  точки,  пользуясь  свойствомъ,  выражаемыиъ  формулою  (105). 

3.  117.  Движете  плоской  фигуры  задано  тъмъ,  что  двъ  точки  ея,  М1  и  М^ 
принуждены  оставаться  на  двухъ  кругахъ  съ  центрами  въ  Ох  и  0,.  Такое  дви- 
жете достигается  помощью  механизма,  играю- 
,0  щаго  важную  роль  въ  прикладной  кинематикь 

'  I  (кинематикь    машинъ)  и  называемаго    шар- 

/       *  нирнымъ  четырехсторонникомъ,  потому 

что  онъ  состоитъ  изъ  четырехъ  членовъ, 
соединенныхъ  между  собою  последовательно 
шарнирами.  Схематически  этотъ  механизмъ 
можетъ  быть  изображенъ  четырехугольни- 
комъ  ОгМуМ^Оъ  (фиг.  65),  въ  которомъ  каж- 
дая сторона  своимъ  положен!емъ  опредъляетъ 
твердое  тьло,  двигающееся  параллельно  плос- 
кости. Тъ ло  (Ох03)  называется  основангемъ 
Фиг.  65.  четырехсторонника   и  предполагается   непо- 

движнымъ,  два  твла,  {ОгМх)  и  (ОйМ2)>  вра- 
щаюпцяся  около  параллельныхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  точки  Ох  и  03,  на- 
зываются мотылями  или  кривошипами,  четвертое  тъло  (МХМ2)  совершаетъ 
бо.тве  сложное  движете  и  называется  шатуном ъ.  Показать,  что  во  всякомъ 
положения  механизма  угловыя  скорости  мотылей,  щ  и  ш2,  обратно  пропорцио- 
нальны перпендикулярамъ  ОхАг  и  02Л2,  опущеннымъ  изъ  Ох  и  09  на  прямую 
МХМ^.  Ръш.:   Мгновеннымъ   центромъ   въ  движеши   плоской  фигуры  (МХМ^ 
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служить  точка  О  перес&чешя  прямыхъ  0ХМХ  и  02ЛГа;  поэтому  для  скоростей 
точекъ  Мх  и  М%  имЪемъ: 

ъ±  __  ОМх 

V2         ОМ2 
Съ  другой  стороны, 

такь  что 

О),  ~~    VI.  О^    ~~  ОМ2.ОхМх 
Въ  треугольник*  ОМхМч\ 

ОЩ  _  Нп  {0М2Мх)   _  02Л2.ОхМх  и 

0М2  ~~  8%п{0МхМ2)  ~~  о^.о^аг, ' 
поэтому 


о>2         01-41 

108.  Построеше  мгновенная  центра  при  другихъ  способахъ  задан!я  дви- 
шемя.  Случай  I.  Движете  плоской  фигуры  можегь  быть  задано  услсшемъ, 
чтобы  дв*  неизменно  связанный  съ  нею  лиши  АХВХ  и  А2В2  постоянно 
проходили  черезъ  дв4  неподвижныхъ  точки  Ех  и  Е2  (фиг.  66).  Для  по- 
строения мгновеннаго  центра  нужно 

заметить,  что  при  безконечно-маломъ  А^  ' 

переэгЬщенш  фигуры  точка  ДО19  при-  Мй^^— -— "-"т  ^   » 

надлежащая  линш  А1В1  и  совпадаю-  Е^^^^— -  -  Ч-^'--п' 

щая  при  данномъ  положены  фигуры      ^-У^ЩЛ     М«  I  / 

съ  точкою  22..  совершаетъ  движете,      >^       \  к, 

направлете  котораго  можно,  при  пе-      Л|  * "  /\ 

реходЬ  къ  пределу,  считать  касатель-  'о» 

нымъ  къ  лиши  АХВХ.  А  именно,  пе-  Ф  г  66  * 

рем^щеше  линш  АХВХ  можно  считать 

слагающимся:  1)  изъ  такого,  при  которомъ  точка  Мх  переходить  въ  по- 
ложеше  Мх,  находящееся  на  первоначальномъ  положены  лиши  АХВХ9 
и  2)  изъ  вращетя  около  Ех  на  безконечно-малый  уголь  а=/_(МхЫхМх\ 
приводящаго  точку  Мх  въ  окончательное  положеше  Мх.  Последнее  пе- 
рем'Ьщете,  МХМХ  =а.М1М1\  безконечно  мало  въ  сравнены  съ  пер- 
вымъ;  поэтому  можно  написать,  что  скорость  точки  Мх 

7.      МХМХ'       7.     МХМХ" 
V.  =  кт.  — тт^-  =  *гт'  — \л      * 

Итакъ,  скорость  точки  Мх  направлена  по  касательной  къ  линш  АХВХ. 
Подобное  же  можно  сказать  и  относительно  перемЪщенш  лиши  А2В2. 
Отсюда  видно,  что  при  всякомъ  положеши  фигуры  мгновенный  центръ 
находится  на  пересечении  нормалей  къ  лин1ямъ  АХВХ  и  А2В2, 
проведенныхъ  изъ  точекъ  Ех  и  Е2. 

109.  Случай  II.  ПредыдущШ  случай,  а  также  случай  §  107,  предста- 
вляются частными  по  отношенш   къ  следующему:  пусть  дв*  лиши  АХВХ 
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и  А^В^  принадлежащая  плоской  фигур*,  постоянно  касаются  къ  двумъ 
неподвижнымъ,  ВХЕХ  и  В^Е^  Безконечно-малое  перем'Ьщеше  линш  АХВХ 
по  ВХЕХ  можетъ  быть  всегда  составлено  (фиг.  67)  изъ  скольженШ  двухъ 
видовъ:  1)  такого,  при  которомъ  точка  АГ1Э  принадлежал  лиши  АХВ„ 
оставаясь  точкою  касав1я,  получаетъ  перемЬщеше  МХМ"  по  линш  ВХЕХ, 
и  2)  такого,  при  которомъ  точка  Рх   линш  В{ЕХ,  служившая  въ  начал* 

точкою  касашя,  остается  точкою  ка- 
Рк  сатя  при  перем4щенш  точки  Мх  изъ 

^В,  положешя  Мх  въ  Мх.  Въ  общемъ 
случай  происходить  скольжеше  обоихъ 
видовъ.  Въ  какой  бы  зависимости 
между  собою  эти  два  скольжешя  ни 
находились,  персмЪщете 


Фиг.  67. 


можно  считать  въ  предЬл*  направлен- 
нымъ  по  общей  касательной  къ  ли- 
шямъ  АХВХ  и  ВХЕХ\  поэтому  мгно- 
венный центръ  будетъ  находиться  на  общей  нормали  къ  лишямъ  АХВХ 
и  ВХЕХ.  Онъ  получится  такимъ  образомъ,  какъ  пересЬчеюе  нор- 
малей къ  лин1ямъ  Л1В1  и  А2В2  въ  точкахъ  ихъ  касашя  къ  не- 
подвижнымъ. 

На  первый  взглядъ  исключешемъ  изъ  этого  правила  представляется 
случай  чистаго  катан1я.  Оно  тоже  можетъ  быть  составлено  изъ  обоихъ 

скольженШ;    для    этого    нужно 


А! 


А, 


Фиг.  68. 


только,  чтобы  эти  скольженш 
МХМХ  и  МХМХ  были  равны 
и  направлены  въ  противуполож- 
ныя  стороны  (фиг.  68).  Но  тогда 
все  перем'Ьщеше  МХМХ  безко- 
нечно-мало  въ  сравненш  съ  пе- 
ремещениями всЬхъ  другихъ  то- 
чекъ  плоской  фигуры;  поэтому  оно  въ  предал*  исчезаетъ,  т.  е.  точку  Мх 
можно,  при  безконечно-маломъ  перем'Ьщеши  фигуры,  считать  неподвиж- 
ною. Мы  увидимъ  въ  §  111,  что  она  въ  этомъ  случай  действительно  слу- 
жить мгновеннымъ  центромъ. 

110.  Центроиды.  Разбивая  движете  плоской  фигуры  въ  течете  ко- 
нечнаго  промежутка  времени  на  рядъ  послйдовательныхъ  безконечно-ма- 
лыхъ  нерем^щенШ,  мы  можемъ.  какъ  уже  сказано  въ  §  106,  каждое  изъ 
нихъ  заменить  вращетемъ  фигуры  на  безконечно-малый  уголь  около  н4- 
котораго  центра.  Эти  центры  послйдовательныхъ  вращешй  вообще  говоря 
безконечно-близки  между  собою  и  въ  предали  сливаются  въ  сплошную 
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ликш.  Эта  дитя — геометрическое  мгЬсто  мгновенныхъ  центровъ  —  назы- 
вается центроидомъ.  Точки  такой  лиши  можно  разсматривать  съ  одной 
стороны  какъ  неподвижныя  на  плоскости  точки,  съ  которыми  последова- 
тельно совпадаютъ  точки  двигающейся  фигуры,  дЪлаюпцяся  неподвижными 
во  время  вращешя  на  безконечно-малый  уголъ,  а  съ  другой  стороны  — 
какъ  точки,  принадлежали  самой  двигающейся  фигуре,  приходящая  по- 
следовательно въ  совпадете  съ  некоторыми  точками  плоскости  и  остаю- 
щаяся въ  покое  при  безконечно-маломъ  вращенш. 

Такимъ  образомъ  мы  получаемъ  два  центроида:  неподвижный  на 
плоскости  и  подвижный,  неизменно  связанный  съ  двигающеюся  фигу- 
рою. Эти  лиши  мы  будемъ  называть  лишями  (Г)  и  (С). 

111.  Изображено  истмннаго  движешя  плоской  фигуры  помощью  центро- 
идовъ. Разсматриваше  обоихъ  центроидовъ  одновременно  позволяетъ 
весьма  наглядно  представить  уже  не  эквивалентное  только,  а  действи- 
тельное движеше  плоской  фигуры.  Движете  ея  происходить  такъ,  что 
подвижный  центроидъ  катится  безъ  скольжен1я  по  йеподвижному. 

Чтобы  это  показать,  воз- 
вратимся опять  къ  ряду  по- 
сл4довательныхъ  вращешй, 
эквивалентныхъ  данному  пе- 
ремещение плоской  фигуры. 
Пусть  будугь  (фиг.  69) 
...Г„  Г,,  Г,  Г\Г*...  по- 
ложетя  центровъ  эквива- 
лентныхъ вращенШ  на  лдос- 
кости  и  ...С„СиС.С\С\>.. 

точки  самой  двигающейся  фигуры,  приходяпця  последовательно  въ  совпа- 
дение съ  предыдущими.  Такъ  какъ  вращеше  около  С2  (или  Га)  происхо- 
дить до  тЬхъ  поръ,  пока  Сх  не  совпадаетъ  съ  Г1Э  то*  по  неизменяемости 
разстоянШ  между  точками  плоской  фигуры,  С2С1=ГйТг  Въ  тотъ  моментъ, 
когда  начинается  вращеше  около  С1  (или  1\),  отрезки  С%СХ  и  Г21\  совпа- 
даютъ, а  это  вращеше  продолжается  до  т*хъ  поръ,  пока  не  совпадутъ 
точки  С  и  Г,  а  следовательно  и  отрезки  СХС  и  1\Г;  въ  этотъ  моментъ 
начинается  вращеше  около  С  (или  Г)  и  т.  д.  Такимъ  образомъ  мы  ви- 
димъ,  что  все  стороны  многоугольниковъ  ...Г^ГГТ"...  и  ...С&СС'С... 
соответственно  равны,  и  они  катятся  одинъ  по  другому,  последовательно 
совпадая  своими  вершинами.  Такое  движеше  сохраняется  и  въ  пределе, 
когда  центры  вращешя  сливаются  въ  сплошныя  лиши — центроиды.  Изъ 
равенства  соответственныхъ  сторонъ  многоугольниковъ  следуетъ,  что  и 
дуги  центроидовъ  меаду  какими-либо  двумя  парами  точекъ,  приходящихъ 
въ  совпадете,  равны.  А  это  служить  признакомъ  того,  что  происходить 
каташе  безъ  скольжешя. 
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Такъ  какъ  до  перехода  къ  пределу  вершины  многоуголъниковъ  слу- 
жили центрами  эквивалентныхъ  вращешй,  то  въ  предал*  точки  каса- 
Н1я  центроидовъ  служатъ  мгновенными  центрами  *). 

112.  Цилиндричесме  аксоиды.  Движете  плоской  фигуры  определяете 
собою  движете  твердаго  тЬла  параллельно  плоскости  (§  17).  При  этомъ 
всЬ  точки,  расположенный  на  какомъ- нибудь  перпендикуляр*  къ  плоскости, 
им-Ьютъ  скорости,  геометрически  равныя;  поэтому  точки,  расположеоныя 
на  перпендикуляр*,  проходящемъ  черезъ  мгновенный  центръ,  им'Ьютъ  ско- 
рость, равную  нулю.  Этотъ  перпендикуляръ  называется  мгновенного 
осью.  Черезъ  всЬ  точки  центроида  проходятъ  мгновенный  оси;  он4  обра- 
зуютъ  цилиндрическую  поверхность,  называемую  аксоидомъ.  Такимъ 
образомъ  мы  получаемъ  неподвижный  и  подвижный  аксоиды.  Въ  ка- 
ждый моментъ  времени  они  касаются  другъ-друга  по  одной  изъ  образую- 
щихъ,  которая  служить  въ  это  время  мгновенного  осью.  Подвижный  аксоидъ, 
неизменно  связанный  съ  твердымъ  гЬломъ,  катится  при  этомъ  по  непо- 
движному безъ  скольжетя. 

113.  Построено  центроидовъ  по  движежю  двухъ  точекъ.  Предполагая, 
что  даны  траекторш  Л1В1  и  А^В2  двухъ  точекъ  Ж,  и  М%  плоской  фи- 
гуры (фиг.  70),  зам'Ьтимъ,  для  по- 
строетя  точекъ  неподвижнаго  цен- 
троида, рядъ  положенШ  прямой 
МХМ9  и  построимъ  мгновенные 
центры,  соотвйтствуюпце  этимъ  по- 
ложеншмъ,  по  правилу,  указанному 
въ  §  107,  т.  е.  находя  точки  Г, 
Г',  Г",', . . .  пересЬчешя  нормалей 
къ  траекторьямъ  точекъ  Мх  и  М2. 

Чтобы  построить  точки  подвиж- 
ного центроида,  т.  е.  точки,  неиэм'Ьнно  связанный  съ  плоскою  фигурою  и 
служапця  последовательно  мгновенными  центрами,  нужно  только  положения 

точекъ  Г,  Г',  Г", ...  отнести  къ  одному  и  тому 
же  положению  прямой  МХМ7.  Итакъ,  возьмемъ 
эту  прямую  отдельно  (фиг.  71)  и  на  отр4зк4 
МХМ2,  какъ  на  основанш,  построимъ  треуголь- 
ники: м1СМл  =МХТМ2, 
МгС9М9  =  МХТМ%\ 
М1С°М2=М1"ГМ,\ 


Фиг.  71. 


Вершины  С,  С\  С...  этихъ  треугольниковъ  и  принадлежать  подвижному 


*)  Сравнить  со  сказаннымъ  въ  конц-Ь  §  109. 
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центроиду;  действительно,  помЪстивъ  прямую  МХМ2  съ  построенными 
треугольниками  въ  ея  положешя  МХМШ%  Ж/Ж-/,  М/Ж/, ...  на  фиг.  70, 
мы  увидимъ,  что  точки  С,  С\  С", . . .  последовательно  совпадутъ  съ  точ- 
ками Г,  Г',  Г",... 

114.  Эллиптическое  движете  плоской  фигуры.  Точки  М1  и  Жа  плоской 
фигуры  двигаются  по  двумъ  взаимно-перпендикулярнымъ  прямымъ  (6)  и 
(ц)  (фиг.  72).  ОпредЬлимъ  центроиды,  а  также  траекторш  другихъ  то- 
чекъ.  Мгновенный  центръ  С  находится  въ  пересЬченш  перпендикуляровъ, 
проведенныхъ  къ  прямымъ  (2)  и  (?))  изъ  данныхъ  положешй  точекъ  Мх 
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Фиг.  72. 

и  Жа.  Отсюда  заключаемъ,  что  неподвижный  центроидъ  есть  кругъ,  опи- 
санный изъ  О,  какъ  изъ  центра,  радоусомъ  Л^Л^;  потому  что  въ  прямо- 
угольнике ОЖхСЖ^  при  всякомъ  положешй  прямой  МХМ29 

ОС  =  М1М2  =  пост. 

Подвижный  центроидъ  есть  кругъ.,  им^ющШ  отрйзокъ  МХМ%  своимъ 
даметромъ;  потому  что,  по  отношенш  къ  точкамъ  Мх  и  Л/2,  точка  С 
при  всякомъ  положешй  двигающейся  фигуры  является  вершиною  прямого 
угла,  опирающаяся  своими  сторонами  на  отр'Ьзокъ  Л^Л/,.  Мы  видимъ, 
что  движете  плоской  фигуры,  неизменно  связанной  съ  прямою  МгМи 
изображается  каташемъ  круга  внутри  другого  круга,  им4ющаго  вдвое 
болытй  радаусъ. 
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Для  более  нагляднаго  представлетя  происходящаго  движешя  полезно 
проследить,  кайя  положения  последовательно  занимаетъ  прямая  Л1ХМ9, 
когда  подвижный  центроидъ  совершаетъ  целый  оборотъ  внутри  непод- 
вижнаго. 

Рассматриваемое  движете  плоской  фигуры  называется  эллиптиче- 
ски мъ,  потому  что  вс*  точки  ея  описываютъ  эллипсы.  Покажемъ  это  сна- 
чала относительно  какой-нибудь  точки  М,  лежащей  на  прямой  М^МГ 
Означая  координаты  этой  точки  черезъ  \,  *),  а  уголь  {РМХМ2)  черезъ  а, 
им-Ьемъ: 

Е  =  ММ%  соза,     т|  =  ММХ  8гп  а. 

Исключая  отсюда  переменный  уголь  а,  находимъ: 


ММ*         ММ,2 


=  1, 


уравнеше  эллипса,  оси  котораго  лежать  на  прямыхъ  (Е)  и  (ч\),  а  полу- 
осями служатъ  отрезки  ММ2  и'  ММГ  То  же  самое  можно  было  бы  по- 
казать и  для  тегь  точекъ  прямой  МХМ2,  который  лежать  вне  промежутка 
между  точками  Мх  и  Ж3. 

Чтобы  показать,  что  все  остальныя  точки  тоже  описываютъ  эллипсы, 
заметимъ  сначала,  что  точки,  лежапця  на  окружности  катящагося  круга, 
двигаются  по  прямымъ,  проходящимъ  черезъ  точку  О  (эллипсы,  малый 
оси  которыхъ  равны  нулю).  Разсмотримъ  движете  точки  А.  По  неизме- 
няемости двигающейся  фигуры  дуга  МХА  постоянна,  а  следовательно  и 
уголь  {МхОА)у  измеряемый  половиною  этой  дуги;  но  одна  сторона,  ОМи 
этого  угла  постоянно  совпадаете  съ  прямою  ($),  стало-быть  положете  дру- 
гой стороны  его  не  изменяется,  т.  е.  точка  А  остается  на  прямой  ОА. 
Пусть  будетъ  Ж  какая-нибудь  точка  двигающейся  фигуры.  Проведемъ 
черезъ  нее  и  черезъ  центръ  катящагося  круга  прямую,  а  черезъ  точки 
А  я  В  пересечетя  последней  съ  этимъ  кругомъ  и  черезъ  точку  О  прямыя 
(Е')  и  (т)').  Точки  А  я  В  двигаются  по  этимъ  прямымъ,  и  данное  дви- 
жете плоской  фигуры  могло  бы  быть  задано  движетемъ  этихъ  точекъ. 
Отсюда  следуетъ,  согласно  предыдущему,  что  точка  М'  описываетъ  эдлипсъ, 
оси  котораго  лежать  на  прямыхъ  (Е')  и  (тг)'),  а  полуосями  служатъ  отрезки 
ВМ1  и  АМ'. 

На  свойствахъ  эллиптическаго  движенья  основано  меаду  прочимъ 
устройство  эллипсографа,  прибора  для  черчетя  элдипсовъ, 

115.  Обращена  эллиптическаго  двяжемя.  Плоскую  фигуру,  движете  ко- 
торой рассматривалось  въ  предыдущемъ  параграфе,  сделаемъ  неподвиж- 
ною, а  плоскость,  бывшую  неподвижною,  заставимъ  двигаться  такъ,  чтобы 
прямыя  (Е)  и  (т))  постоянно  проходили  черезъ  неподвижный  теперь  точки 
М^  и  М2.  Мы  получаемъ  новое  движете  плоской  фигуры,  которое  назы- 
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вается  по  отношению  къ  первоначальному  обращенными  Опред4лнмъ 
центроиды,  а  также  траекторш  различныхъ  точекъ.  Такъ  какъ  относи- 
тельное движете  об'Ьихъ  плоскостей  не  изменилось,  то  непосредственно 
можно  видеть,  что  центроидами  служатъ  два  прежнихъ  круга,  которые 
только  переменились  теперь  ролями:  подвижный  кругь  им*Ьеть  теперь  вдвое 
болышй  радаусъ,  ч*мъ  неподвижный,  и  обкатывается  вокругъ  последнего 
своею  внутреннею  стороною. 

Покажемъ,  что  траекторш  всЬхъ  точекъ  суть  конхоиды  Паскаля  (з.  107). 
Прежде  всего  замЬтимъ,  что  точка  О  перееЬчешя  подвижныхъ  прямыхъ 
(О  и  (т)):  какъ  вершина  прямого  угла,  опирающагося  на  неподвижный 
отр4зокъ  МуМ^  описываетъ  кругь,  им-Ьюпцй  этотъ  отр!зокъ  своимъ  даа- 
метромъ  (фиг.  73).  Разсмотримъ  теперь  движете  точки  М,  лежащей  на 
прямой  (?)).  Эта  прямая  прохо- 
дить черезъ  постоянную  точку 
Жа,  которая  лежитъ  на  окру- 
жности круга,  описываемаго 
точкою  О,  а  отрйзокъ  ОМ 
имеетъ  постоянную  длину;  въ 
задач*  107  было  показано,  что 
въ  этомъ  случае  точка  Ж  опи- 
сываетъ конхоиду  Паскаля.  Что-  ' 
бы  видеть,  что  всякая  другая 
точка  Ж',  не  лежащая  на  пря- 
мой (т|)  или  (5),  тоже  описы- 
ваетъ конхоиду  Паскаля,  нужно 
только  заметить,  что  если  про- 
должить прямую  М'О  до  пере- 
еЬчешя въ  точке  А  съ  яепо- 
движнымъ  центроидомъ,  то,  по 
неизменяемости  угла  (М'ОМг)  и 

неподвижности  точки  Ж1?  дуга  МХА  постоянна,  а  поэтому  во  всякомъ  по- 
ложены плоской  фигуры  прямая  М'О  проходить  черезъ  ту  же  точку  А. 

Такъ  какъ  относительное  движете  обеихъ  плоскостей  одно  и  то  же, 
независимо  отъ  того,  которая  изъ  этихъ  плоскостей  предполагается  не- 
подвижною, то  легко  видеть,  что  въ  эллиптическомъ  движенш  всякая  не- 
подвижная точка  чертить  на  двигающейся  плоскости  конхоиду  Паскаля, 
а  при  обращены  эллиптическаго  движения  всякая  неподвижная  точка 
чертить  на  двигающейся  плоскости  элдипсъ.  Последнимъ  обстоятельствомъ 
пользуются  при  устройстве  токарнаго  станка  для  обтачиватя  гЬлъ  въ 
эллиптическую  форму.  Такой  станокъ  быдъ  изобретешь  еще  знаменитымъ 
художникомъ  и  ученымъ  Леонардо  да  Винчи. 

3.  118.  Определить  центроиды  въ  двияеети,  разсиотр&нномъ  въ  §  115  не- 
посредственно, пользуясь  свазаннымъ  въ  §  108. 


Фиг.  73. 
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3.  119.  У  шарнирнаго  четырехсторонника  (з.  117)  противудежащдя  стороны 
попарно  равны;  тогда  онъ  при  своемъ  движенш  можетъ  сохранять  иди  форму 
параллелограмма  или  форму  антипараллелограмма.  Въ  первомъ  случав  мотылп 
остаются  всегда  параллельными,  и  поэтому  мгновенный  центръ  шатуна  (сред- 
няго  подвижного  члена)  всегда  находится  на  безконечности.  Это  указываете, 
что  движете  шатуна  поступательное,  причемъ  всъ  его  члены  описываютъ 
круги.  Во  второмъ  случав  мотыли  не  параллельны,  и  мгновенный  центръ  на- 
ходится въ  точкъ  ихъ  пересъчешя. 
Определить  для  этого  случая  центроиды 
въ  движенш  шатуна,  предполагая,  что 
неподвижнымъ  остается  болъе  корот- 
к1й  членъ  четырехсторонника  (фиг.  74). 
Ръш.:  Изъ  равенства  треугольником 
АХМ2А2  и  АХММХ  слъдуетъ  равенство 
угловъ  (АХА2М2)  и  (АХМХМ^  а  отсюда 
равенство  треугольниковъ  АХСА2  и 
М2СМХ.  Отсюда  легко  заключить,  что 

АХС  +•  А2С  =  пост. 

МхС-\-  М2С  =  пост. 

Первое  изъ  этихъ  равенствъ  показы- 
ваетъ,  что  точка  С  находится  на  эллип- 
се, имъющемъ  своими  фокусами  точки 
Ах  и  А),  это  —  неподвижный  центроидъ.  Второе  равенство  показывает-!»,  что 
точка  С  обладаетъ  тьмъ  же  свойствомъ  по  отношению  къ  точкамъ  Мх  и  М2, 
опредъляющимъ  движете  шатуна  МХМ2,  следовательно  подвижнымъ  центрои- 
домъ  служить  эллипсъ  съ  фокусами  въ  точкахъ  АГ,  и  М2.  Болъппя  оси  обоихъ 
эллипс  о  въ  равны  АХМ„  болъе  длиннымъ  членамъ  четырехсторонника.  Во  вся- 

комъ  положенш  послъдняго  центроиды 
расположены  симметрично  относитель- 
но ихъ  общей  касательной. 

3.  120.  Определить  центроиды  въ 
движенш  шатуна  антипараллелограм- 
ма, когда  его  мотылями  служатъ  болъе 
корона е  члены  (фиг.  75).  Ръш.:  Изъ 
равенства  треугольниковъ  АХА2С  и 
М2М^С  легко  вывести,  что 

Ах0  —  А2С  =  пост.  =  :+:  АХМХ, 

М2С  —  МХС=  пост.  =  :±  АХМХ. 

Отсюда  слъдуетъ,  что  центроидами  слу- 
жатъ гиперболы:  неподвижнымъ  —  ги- 
пербола съ  фокусами  въ  Ах  и  А2,  по- 
движнымъ —  гипербола  съ  фокусами  въ 
Мх  и  М2.  Веществен ныя  оси  гиперболъ 
равны  длинъ  болъе  воротвихъ  членовъ 

четырехсторонника.  Гиперболы  во  всякомъ  положенш  механизма  симметричны 

относительно  ихъ  общей  касательной. 
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§  117,  ф.  114: 


Фиг.  76. 


3.  121.  Определить  центроиды  иъ  двцженш  плоской  фигуры,  у  которой 
одпа  точка,  3/,,  двигается  по  прямой  АВ 
«фиг.  76),  а  некоторая  неизменно  свя- 
занная съ  фигурою  прямая  ВЕ  постоянно 
проходить  черезъ  неподвижную  точку  О, 
причемъ  разстоянш  точки  Мх  отъ  ВЕ  и 
точки  О  отъ  АВ  равны.  Р4ш :  Мгно- 
венный центръ  находится  (§  108)  въ  пе- 
ресвченш  перпендикуляровъ,  воаставлен- 
ныхъ  изъ  О  къ  прямой  ВЕ  и  изъ  Мх 
къ  прямой  АВ.  Изъ  равенства  треуголь- 
нивовъ  00 У  и  МХНЕ,  а  потомъ  треуголь- 
никовъ  ОТС  и  М±ЕС  слъдуетъ  равенство 

0С=Мх0, 

которое  показываетъ,  что  центроидами 
служатъ  параболы:  неподвижнымъ  —  па- 
рабола съ  фовусомъ  въ  О  и  директрис- 
сою  А  В,  а  подвижнымъ  —  парабола  съ 
фовусомъ  въ  Мх  и  директрис  сою  ВЕ. 
Центроиды  во  всякомъ  поло  жен  1и  механизма  симметричны  относительно  ихъ 
общей  касательной. 

Рулетты  и  огибаем ыя. 

116.  Три  рода  вопросовъ.  Разсматриваше  центроидовъ  приводить  изу- 
чение движетя  плоской  фигуры  къ  решению  слгЬдующихъ  трехъ  вопросовъ 

1)  Даны  траекторш  двухъ  точекъ  и  скорость  одной  изъ  нихъ,  или 
движете  задано  другими,  указанными  въ  §§  108  и  109  способами.  Опре- 
делить центроиды  и  угловую  скорость  около  мгновеннаго  центра,  а  по- 
томъ движете  какихъ-либо  точекъ  тела. 

2)  Даны  центроиды  и  угловая  скорость  для  каждаго  положен1я  мгно- 
веннаго центра.  Определить  движете  всЬхъ  точекъ. 

3)  Данъ  одинъ  изъ  центроидовъ,  движете  одной  изъ  точекъ  (или  иное 
изъ  условШ  движетя,  указанныхъ  въ  §§  108  и  109)  и  одна  изъ  скоро- 
стей: или  угловая  около  мгновеннаго  центра  или  скорость  данной  точки. 
Определить  другой  центроидъ  и  движете  вс/Ьхъ  точекъ. 

Если  въ  перечисленныхъ  трехъ  случаяхъ  скоростей  не  задается,  то 
вопросъ  остается  всетаки  определенным^  поскольку  онъ  касается  геоме- 
трическихъ  свойствъ  движетя,  т.  е.  вида  центроидовъ  или  траекторШ. 

До  сихъ  поръ  мы  изучали  только  первый  вопросъ;  разсмотримъ  въ 
краткомъ  видЬ  второй  и  третШ. 

117.  Рулетты.  Если  литя  (31)    получена  какъ   траектор1я  точки  М, 
неизменно  связанной  съ  литею  (С),  катящеюся  безъ  скольжетя  по  дру- 
гой литя  (Г),  неподвижной,  то  литя  (Ж)  называется  рулеттою.   Раз- 
сматривате  какой-либо  линш  какъ  рулетты  бываетъ  часто  весьма  полезно 
потому  что,  когда  даны  оба  центроида  (Г)  и  (С),  то  построете  рулеггы 
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по  точкамъ,  проведете  къ  ней  касательной,  оиред-Ьлеше  ея  кривизны  и 
пр.  представляются  въ  особенно  простомъ  и  удобномъ  видЬ.  Не  вдаваясь 
подробно  въ  изучеше  рулеттъ,  которое  относится  больше  къ  области  гео- 
метрш,  а  приложеше  находить  въ  теорш  механизмовъ,  коснемся  только 
первыхъ  двухъ  изъ  указанныхъ  относительно  этого  вопросовъ. 

Касательную  къ  рулеггЬ  въ  данной  на  ней  точк*  М  мы  найдемъ, 
ирипявъ  во  внимаше,  что  точка  С  касашя  обоихъ  центроидовъ  служитъ 
мгновеннымъ  центромъ,  а  потому  скорость  точки  М  перпендикулярна  къ  СМ. 
Разсмотримъ  теперь  способъ  построешя  рулетты  по  точкамъ.  Пусть 
будетъ  М0  (фиг.  77)  положение  точки  3/,  когда  центроидъ  (С)  касается 
къ  центроиду  (Г)  въ  точк*  С0.  Отложимъ  С0Г=  (70С,  что  можетъ  быть 
достаточно  точно  для  практическихъ  цгЬлей  сдЬлано  откладывашемъ  на 
каждой  изъ  лиши  достаточно  малыхъ  хордъ.  Чтобы  построить  положеше 
точки  М  для  того    момента   времени,    когда   будутъ    совпадать  точки  С 

и  1\  опишемъ  изъ  Г  рад1усомъ  СМ0  дугу 
1Уи  и,  проведя  черезъ  точки  С  и  Г  нор- 
мали Сп  и  /\  къ  лишямъ  (С)  и  (Г),  от- 
ложимъ ,    ,    П  Л\  ,   Г    Л1Г\ 

/  (чГА)  =  ^  {пСМ0). 

ПерееЬчете  стороны  ГА  съ  дугою  1)п 
будетъ  искомое  положеше  точки  Мл  со- 
ответствующее тому  положешю  гЬла,  когда 
точки  С  и  Г  совпадаютъ.  Это  сл-Ьдуетъ  изъ 
того,  что  разстояше  СМ0  не  изменяется  и 
поэтому,  когда  С  совпадетъ  съ  Г,  а  вм*ЬсгЪ 
съ  гЬмъ  совпадутъ  нормали  Сп  и  /\  то  весь  секторъ  пСМ0  совпадетъ 
съ  секторомъ  чГМ.  Построивъ  указаннымъ  способомъ  достаточно  боль- 
шое число  достаточно  близкихъ  между  собою  положенШ  данной  точки,  | 
можно  ихъ  соединить  сплошною  лишей  и  получить  рулетту  съ  желаемою  ' 
точностью.  I 

Существуют^  друпе,  приближенные  способы  построетя  рулеттъ,  у  ка-) 
зываемые  обыкновенно  въ  теорш  зубчатыхъ  зацЪпленШ. 

3.  122.  Построить  касательную  къ  эллипсу,  разсматривая  эту  лншю  какъ 
рулетту.  Для  ръшен1я  см.  §  114. 

3.  123.  Построить  конхоиду  Паскаля  какъ  рулетту  п  провести  касатель- 
ную въ  данной  на  ней  точкъ.  Для  ръшен1я  см.  §  115. 

118.  Вопросъ  третьяго  рода  изъ  указанныхъ  въ  §  116.  Всякую  линно' 
можно  разсматривать  какъ  рулетту,  и  притомъ  эта  рулетта  можетъ  быть 
получена  при  помощи  различныхъ  паръ  центроидовъ.  А  именно,  можно 
задать  одинъ  изъ  центроидовъ  произвольно  и  подыскать  къ  нему  другой 
центроидъ  такъ,  чтобы  некоторая  точка,  при  катанш  этого  послЪдняго 
но  первому,  описывала  данную  лишю.  Эта  задача  тоже  играетъ  важную 
роль  въ  нЪкоторыхъ  вопросахъ  теорш  механизмовъ.  [ 
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119.  Огибающая  и  огибаеиыя.  Вопросъ  о  рулеттахъ  можно  разсматри- 
вать  какъ  частный  случай  вопроса  о  лишяхъ  огибающихъ  и  огибаемыхъ. 
Этотъ  послгЬдн1й  вопросъ  состоять  въ  слЪдующемъ.  Даны  центроиды  (Т) 
и  (С)  и  лншя  ($),  неизменно  связанная  съ  (С),  «огибающая»;  требуется 
определить  линт  (о),  неизменно  связанную  съ  (Г),  согибаемую»,  къ  ко- 
торой постоянно  касалась  бы  лишя  ($)  при  движенш  плоской  фигуры. 
Этотъ  вопросъ  имйетъ  между  прочамъ  важное  приложете  въ  теорш  зуб- 
чатыхъ  колесъ.  Очевидно,  что  рулетту  можно  разсматривать  какъ  огибае- 
мую, когда  огибающая  обращается  въ  точку. 

Сл-ЬдующШ  пр1емъ  можетъ  служить  для  построешя  огибаемой  по  точ- 
камъ,  когда  дана  огибающая,  или  наоборотъ.  Въ  точкгЬ  т0  касан1я  лиши 
(5)  и  (о)  (фиг.  78)  первая  литя  сколь- 
зить вдоль  второй;  поэтому  точка  т0 
лиши  («),  считаемой  данною,  инЬетъ 
скорость  по  наиравленш  къ  общей  къ 
обЬимъ  лишямъ  касательной  (§  109). 
Но,  такъ  какъ  скорость  всякой  точ- 
ки перпендикулярна  къ  прямой,  со- 
единяющей эту  точку  съ  мгновеннымъ 
центромъ,  то  мы  найдемъ  точку  ж0, 
опустивъ  изъ  точки  касашя  центрои- 
довъ  нормаль  на  линш  (з).  Съ  точ- 
кою т0  совпадаетъ  некоторая  точка 
\10  огибаемой.  Чтобы  найти  какую-нибудь  другую  точку  ц  огибаемой, 
нужно  на  центроидахъ  отложить  равныя  дуги,  С0С  =  Г0Г,  опустить  изъ 
С  нормаль  От  на  линш  («)  и  найти  положеше,  которое  заиметь  эта 
нормаль,  когда  точка  С  будетъ  служить  мгновеннымъ  центромъ.  А  для 
этого  нужно  сделать  перенесете  сектора  тСп  въ  положеше  у.Г\  по- 
добно тому,  какъ  это  сделано  въ  §  117, 

Скорости  въ  ооставномъ  и  относительность  двиавешяхъ 

плоской  фигуры* 

120.  Сложеше  угловыхъ  скоростей.  Въ  §§  23—28  разсматривалось  ие- 
рем-Ьщеше  плоской  фигуры,  эквивалентное  двумъ  посл*Ьдовательнымъ.  ВсЬ 
указанные  тамъ  результаты  можно  приложить  къ  перем'Ъщешямъ  безко- 
яечно-малымъ,  а  потомъ,  переходомъ  къ  пределу,  вывести  законы  сложе- 
шя  скоростей  въ  составномъ  движенш.  Итакъ,  разсмотримъ  сл'Ьдуюпцй 
вопросъ:  даны  мгновенные  центры  Сх  и  С3  двухъ  движенШ  плоской  фи- 
гуры и  шА  и  (оа,  угловыя  скорости  около  этихъ  центровъ;  требуется  опре- 
делить С  и  (о,  мгновенный  центръ  и  угловую  скорость  движенш,  эквива- 
лентнаго  совокупности  двухъ  данныхъ. 

Прилагая  правило  построешя  центра  эквивалентнаго  вращешя  къ 
вращен1ямъ  въ  одну  и  туже  сторону  на  безконечно-малые   углы  ах  и  а2 

7* 
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(§  24),  мы  найдемъ,  что  точка  С  (фиг.    13)   будетъ  лежать  безконечно- 
близко  къ  прямой  С&,  по  прежнему  удовлетворяя  условш: 

С2С~    .    а/ 

81П-+ 

Переходя  къ  пределу  и  принимая  во  внимаше,  что 


найдемъ: 


.    аа 


2         т.       а2 


7.       С,С       ..         М           1Ш-  Ы       а>2  ,       ч 

1т.  7±-  =  1гт. = =  _*.,  (115) 

$ш  -^        1ып.  -г\  1 
^_                 Дс 

Д* 
причемъ  точка  С  упадетъ  на  прямую  С^.  По  формул*  (11): 

о)  =  Ищ,       =  Цт,  -±  н_  ЦШг  Ъ  =  <о  1  -*-  <о2.  (116> 

д*  Д*  Д*  *  2  ч       г 

Подобные  же  результаты  мы  найдемъ  въ  случай  вращешй  въ  разныя 
стороны,  съ  тою  только  разницею,  что  тогда  точка  С  будетъ  внешняя 
относительно  промежутка  С^С^  и  по  формул*  (12)  получится: 

<о  =  (о1— (02;  (П7> 

причемъ  знакъ  этой  разности  укажетъ,  происходитъ-ли  вращеше  около  С 
въ  сторону  перваго  или  въ  сторону  второго  вращешя. 

Соединяя  оба  результата  вм'ЬсгЬ  и  считая  угловую  скорость  вращешя 
по  часовой  стр'Ьлк'Ь  положительно^,  а  въ  обратную  сторону  отрицатель- 
ною, можно  сказать:  Мгновенный  центръ  сложнаго  движен1я 
плоской  фигуры  д*литъ  разстоян1е  между  мгновенными  цен- 
трами слагаемыхъ  движешй  обратно-пропорц1онально  угло- 
вымъ  скоростямъ  посл*днихъ;  притомъ  дЬлен1е  внутреннее, 
если  угловыя  скорости  одного  знака,  и  дЬлен1е  внешнее,  если 
эти  скорости  им-Ьютъ  разные  знаки.  Угловая  скорость  слож- 
наго движен1я  равна  алгебраической  сумм*  угловыхъ  скоро- 
стей слагаемыхъ  движен1й. 

121.  Пара  угловыхъ  скоростей.  Въ  §  25  было  показано,  что  пара  вра- 
щешй эквивалентна  поступательному  перем*щенш,  величина  и  направле- 
те  котораго  определяются  формулами  (13)  и  (14).  Если  вместо  угловъ 
вращешя  даны  угловыя  скорости  ш  около  центровъ  Сх  и  Са,  равныя,  но- 
противуположныхъ  знаковъ,  пара  угловыхъ  скоростей,  то  поступа- 
тельному перемещение  соответствуете  скорость  м  поступательнаго  движе- 
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н*1я.  Разделяя,  для  опредЬлешя  ея,  5  на  Д*  и  переходя   къ  пределу,  по- 
лучимъ:  в 

и  =  2СХС2  .  1гт.  -^  =  СХС2  .  Ит.  —  =  СгС2  .  о>.         (118) 

Уголь  между  направлешемъ  поступательнаго  перемйщетя  и  прямою  СгС3, 
согласно  формул*  (14),  въ  предал*  обращается  въ  прямой.  Итакъ,  пара 
угловыхъ   скоростей   слагается   въ   ско- 
рость    поступательнаго    движешя,    рав-        С  Ы)  С  (    ) 

ную  произведент  разстоян1я  между  дан-  М ^-  %    % 

ными  центрами  на  данную  угловую  ско- 
рость я  перпендикулярную  къ  прямой, 
соединяющей  центры. 

Принимая  во  внимаше  сказанное  въ  §  25,       С  -^ ^-^с 

легко  видЬть,  что  направлеше  поступательной  ф      _9 

скорости  определяется  при  этомъ  (фиг.  79)  тЬмъ 

направлешемъ,  какое  имЪютъ  стрелки,  указываюпця  направлешя  враще- 
шй,  между  данными  центрами. 

122.  Переносъ  игновеинаго  центра.  ПослЪдшй  результата  даетъ  воз- 
можность переносить  мгновенный  центръ  въ  другое  положете  посредствомъ 
присоединешя  некоторой  поступательной  скорости.  Пусть  будетъ  дано 
вращеше  около  центра  С  съ  угловою  скоростью  со,  и  мы  хотимъ  заме- 
нить его  вращетемъ  съ  тою-же  угловою  скоростью  около  центра  С. 
Согласно  сказанному  въ  §  27  о  перенос*  центра  вращешя,  эквивалент- 
наго  данному  перем-Ьщешю,  мы  находимъ,  разсматривая  вместо  перемЬ- 
щенШ  скорости,  что  нужно  при  перенос*  СС  мгновеннаго  центра  при- 
соединить поступательную  скорость: 

2СС$ш| 
и  =  Кт. — =  СС  .  <». 

Направлеше  этой  скорости  образуетъ  съ  СС  прямой  уголъ,  отсчитывае- 
мый отъ  СС  въ  ту  сторону,  куда  происходить  данное  вращеше;  потому 
что  направлеше  поступательнаго  перем'Ьщешя  определялось  угломъ 
|  -+-  ^  ,  отсчитываемымъ  въ  эту  сторону,  а  уголъ  а  въ  предЬл4  исчезаетъ. 

123.  Сложеже  угловыхъ  скоростей  около  лараллельныхъ  осей.  Все  ска- 
занное относительно  сложен1я  угловыхъ  скоростей  около  мгновенныхъ 
центровъ,  если  разсматривать  движете  не  плоской  фигуры,  а  твердаго 
гЬла  параллельно  плоскости,  переносится  на  сложеше  угловыхъ  скоростей 
около  мгновенныхъ  осей,  перпендикулярныхъ  къ  плоскости  движенхя  (§  112). 
Не  повторяя  зд-Ьсь  всгЬхъ  результатовъ,  замйтимъ  только  для  дальнйй- 
гааго,  что  пара  угловыхъ  скоростей  около  параллельныхъ  осей  эквива- 
лентна скорости  поступательнаго  движен1я,  перпендикулярной  къ  плоско- 
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сти  об'Ьихъ  осей,  и  что  угловую  скорость  около  одной  оси  можно  заме- 
нить угловою  скоростью  около  оси,  ей  параллельной,  если  присоединить 
поступательную  скорость,  перпендикулярную  къ  плоскости  обЗшхъ  осей  и 
равную  произведению  разстояшя  между  последними  на  данную  угловую 
скорость. 

124.  Другая  точка  зрЪшя  на  результаты  четырехъ  послкднихъ  пара- 
графовъ.  Вопросъ  о  сложенш  скоростей  въ  движенш  плоской  фигуры  мо- 
жетъ  быть  поставленъ  иначе,  безъ  перехода  отъ  сложешя  конечныхъле- 
рем-Ьщешй.  Представимъ  себе  две  системы  скоростей:  1)  систему  скоро- 
стей, зависящихъ  отъ  вращешя  около  центра  С1  съ  угловою  скоростью 
со^  и  2)  систему  скоростей,  зависящихъ  отъ  вращешя  около  центра  С2 
съ  угловою  скоростью  (о,.  Можно  представить  себе,  что  обе  системы  ско- 
ростей существуютъ  одновременно;  такъ  что  скорость  всякой  точки  М 
слагается  изъ  двухъ  скоростей,  принадлежащихъ  той   и  другой  системе. 


V  =  V. 


гд4: 


г;х  =  а>1  .  СгМ, 


<0о 


С2М. 


Фиг.  80. 


Если  возможно  движете  плоской  фигуры  съ  такимъ  составомъ  скоростей, 
то  должна  существовать  такая  точка  С,  чтобы  система  сложныхъ  скоро- 
стей (V)  представлялась 
происходящею  отъ  вра- 
щешя фигуры  около  этой 
точки,  какъ  мгновеннаго 
центра,  съ  некоторою  опре- 
деленною угловою  ско- 
ростью о>.  Приложимъ  это 
разсуждеше  только  къ 
одному  случаю:  когда  вра- 
щешя около  данныхъ  цен- 
тровъ  происходить  въ  одну 
сторону  (фиг.  80).  Центръ  С  долженъ  иметь  скорость,  равную  нулю;  по- 
этому мы  найдемъ  точку  С  какъ  точку,  для  которой 

V  =  1^   Ч-  VI  =  О, 

т.  е.  для  которой  составляюпця  скорости  равны  и  прямо  противуположны. 
Составляюпця  скорости  лежать  на  одной  прямой  только  у  точекъ,  рас- 
положенныхъ  по  линш  СХС2\  и  только  для  точекъ  въ  промежутке  СгС2 
он*  противуположно  другъ  другу  направлены.  Такъ  какъ  при  этомъ 
точка  С  должна  удовлетворять  условш 

со,  .  СхС  =  щ  .  С2С,  (119) 

то  она  и  им4етъ  найденное  въ  §  120  свойство:  делить  разстояше    СХС% 


ищ\Х\ге6  Ьу 


Соо§1е 
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на  части,  обратно-  пропорщональныя  угловымъ  скоростямъ.  Чтобы  найти 
ю,  угловую  скорость  сложнаго  движешя,  разсмотримъ  скорость  точки  С2. 
Она,  какъ  и  скорость  всякой  другой  точки,  можетъ  считаться  происхо- 
дящею или  отъ  вращения  около  С  или  отъ  вращетя  около  данныхъ  цен- 
тровъ.  Въ  первомъ  случае  имЬемъ: 

V"  =  (О  .  С  С2, 

а  во  второмъ  случае,  такъ  какъ  скорость  точки  С2  отъ  вращешя  около 
нея  самой  равна  нулю, 

V"  =  (О,   .   С&. 

Сравнивая  и  принимая  во  внимаше  зависимость  (119),  находимъ: 
С,С2  С.Сч-СС, 

ш  =  а>1  сс       1~^сс — ^  ~4~(0'* 

С.тЬдовало-бы  еще  показать,  что  скорость  всякой  точки  М  действительно 
равна  ш .  СМ  и  перпендикулярна  къ  СМ;  но,  зная  это  уже  по  другому 
способу  разсуждешй.  мы  не  будемъ  на  этомъ  останавливаться. 

3.  124.  Вывести  гЬмъже  путемъ  правило  для  сложешя  угловыхъ  скоростей, 
когда  данный  угловыя  скорости  иьгвютъ  противуположные  знаки,  и  въ  ча- 
стности для  пары  угловыхъ  скоростей. 

3.  125.  Вывести  тъмъ  же  способомъ  правило  сложешя  скоростей  враща- 
тельнаго  и  посту  пате  льнаго  дввнкетй  и  правило  переноса  мгновенного  центра. 

3.  126.  На  земной  поверхности,  на  географической  пгиротв  9— "о"  покоится 
гЬло.  Принимая  во  внимаше  вращеше  земли  около  ея  оси,  определить:  какую 
поступательную  скорость  и  въ  какомъ  направлении  нужно  придать  землъ  и 
данному  тЬлу,  чтобы  можно  было  вращеше  около  земной  оси  заменить  вра- 
щетемъ  около  оси,  проходящей  черезъ  данное  тъло.  Для  простоты  считать 
землю  шаромъ,  а  раддусъ  ея  равнымъ  6000  километровъ.  Отв.:  218,7  метровъ 
въ  секунду. 

125.  Циклическое  движете  плоской  фигуры.  Плоская  фигура  Р2  вра- 
щается около  центра  С2  съ  угловою  скоростью  о>2,  и  въ  то  же  время  пло- 
скость Р15  которой  принадлежите  точка  С2,  вращается  около  неподвижнаго 
центра  Сх  съ  угловою  скоростью  <!>„  причемъ  отношеше  этихъ  угловыхъ 
скоростей  остается  постояннымъ.  Опред'Ьлимъ  центроиды,  которыми  ха- 
рактеризуется движете  плоскости  Р2.  Для  этого  примемъ  во  внимаше, 
что  разстояше  СХС%  постоянно  и  что.,  въ  виду  постоянства  отношенья  ю1 
къ  ш2,  мгновенный  центръ  С  сохраняете  свое  разстояше  какъ  отъ  не- 
подвижной точки  Сх,  такъ  и  отъ  точки  С2,  принадлежащей  плоскости  Р2. 
Отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  центроидами  служатъ  круги,  описанные  рад1усами 
ОхС  =  гг  и  С2С  =  г2  изъ  центровъ  Сх  и  С2.  Движете  фигуры  Р2  сво- 
дится къ  кататю  второго  круга  но  первому,  остающемуся  неподвижнымъ. 

Такое  движете  плоской  фигуры  называется  циклическими  причемъ 
рашчаютъ  каташе  круга  по  кругу  эпициклическое,  когда  одинъ  кругъ 
своею  внешнею  стороною  катится  по  внешней  сторон*  другого  круга,  ка- 
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тате  гипоциклическое,  когда  кругъ  своею  внешнею  стороною  катится 
по  внутренней  сторон*  неподвижнаго  круга  (необходимо,  чтобы  г2  <  г^, 
и  каташе  перициклическое,  когда  кругъ  своею  внутреннею  стороною 
катится  по  внешней  сторон*  неподвижнаго  круга  (необходимо,  чтобы 
г 2  >  гх).  Если  неподвижный  кругъ  обращается  въ  прямую  линш,  то  дви- 
жете называется  ортоциклическимъ,  если  же  подвижный  кругъ  обра- 
щается въ  прямую  линш,  то  движете  называется  развертыван1емъ 
круга. 

Траекторш  точекъ.  неизменно  связанныхъ  съ  фигурою  Р%>  могутъ 
быть  изучаемы  какъ  рулетты  (§  116)  и  называются  циклическими  ли- 
нгями  (или  также  трохоидами),  причемъ  различаютъ  эпи-,  гипо- 
и  перициклическхя  лин1и.  Траекторш  точекъ,  лежащихъ  на  окружности 
катящагося  круга  называются  эпи-,  гипо-  и  перициклоидами  1). 

Видъ  циклическихъ  лиши  зависитъ  отъ  отношешя  между  гх  и  г2  и 
отъ  того,  находится  ли  точка,  описывающая  такую  линш,  внутри  или  внЬ 
катящагося  круга  и  на  какомъ  разстоянш  отъ  центра.  Дикличесйя  лиши 
замечательны  какъ  по  своимъ  геометрическимъ  свойствамъ,  такъ  и  по 
приложетямъ  въ  теорш  механизмовъ.  Въ  виду  посл-Ьдняго  обстоятельства 
он*  обыкновенно  и  изучаются  въ  прикладной  кинематики. 

3.  127  При  какихъ  услов1яхъ  циклическая  лишя  представляетъ  собою 
кругъ,  эллипсъ,  прямую  лишю  или  конхоиду  Паскаля? 

3.  128.  При  какихъ  условхяхъ  можетъ  циклическая  лин1я  сама  себя  ка- 
саться, и  гдъ  будетъ  точка  касашя? 

3.  129.  Приложить  къ  циклическимъ  лишямъ  обнцй  пр1емъ  достроешя 
рулеттъ. 

126.  Скорости  въ  отиосительноиъ  движенм  двухъ  плоскяхъ  фигур*.  За- 

конъ  сложетя  угловыхъ  скоростей  около  различныхъ  центровъ  прила- 
гается къ  изученш  относительна™  движешя  двухъ  плоскихъ  фигуръ.  Уже 
въ  §§  16.  29,  35  и  44  былъ  указанъ  основной  пр1емъ,  помощью  котораго 
относительное  движете  приводится  къ  составному  абсолютному.  Прило- 
жимъ  его  къ  вопросу  о  скоростяхъ.  Пусть  двЬ  плосюя  фигуры  Р,  и  Р2 
двигаются  независимо  одна  отъ  другой  въ  одной  и  той  же  плоскости  и 
им'Ьютъ  въ  данный  моментъ  мгновенные  центры  Сх  и  С2  и  угловыя  ско- 
рости о)4  и  о>2.  Сообщимъ  об'Ьимъ  фигурамъ  общую  угловую  скорость  — <!>! 
около  точки  С1?  т.  е.  равную  <о1э  но  въ  обратную  сторону;  тогда  скорости 
всЬхъ  точекъ  плоской  фигуры  Рх  сд-Ьлаются  равными  нулю,,  а  фигура  V* 
будетъ  имЬть  систему  скоростей,  происходящую  отъ  двухъ  вращенШ  С%  (<о2) 
и  СД — со,).  Эта  система  скоростей  и  соотв-Ьтствуетъ  относительному  дви- 
жешю  фигуры  Р2  относительно  Рп  потому  что  сообщеше  двумъ  тЬламъ 


*)  Можно  было  бы  показать  (теорема  Беллерманна),  что  всякая  перитро- 
хоида  можетъ  быть  получена  эпицпклическимъ  движешемъ  и  что  всякая  ги- 
потрохоида можетъ  быть  получена  двоякпмъ  образомъ  гипоцпкдическим'ь 
движешемъ. 
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одного  общаго  движешя  такого,  какъ  если  бы  эти  т4ла  были  между  со- 
бою неизменно  связаны,  ихъ  относительнаго  движешя  не  извгЬняетъ. 

Этотъ  пр1емъ  им-Ьетъ  мезду  прочимъ  важное  приложение  въ  приклад- 
ной кинематике  при  изученш  относительнаго  движен1я  различныхъ  частей 
машины,  и  въ  частности  въ  теорш  зубчатыхъ  зац^пленШ.  Каждый  членъ 
машины  им4етъ  определенное  движете  относительно  остальныхъ;  сообщая 
всей  машин*  поочередно  так1я  системы  скоростей,  чтобы  одинъ  изъ  ея 
членовъ  делался  въ  данный  моментъ  неподвижнымъ,  мы  и  получимъ  ско- 
рости относительныхъ  движешй  всЬхъ  остальныхъ  членовъ  машины  отно- 
сительно перваго. 

3.  130.  Определить  относительныя  скорости  двухъ  вагонныхъ  колесъ,  стоя- 
щихъ  на  одномъ  рельсе,  предполагая  скорость  поъзда  и  радаусы  колесъ  из- 
в-Ьстными.  Отв.  Движете  круговое  поступательное  со  скоростью 

и  =  — , 
/* 

гдЬ  в— скорость  поезда,  в — разстояше  между  осями  колесъ  и  г— ихъ  радДусъ. 
3.  131.  Два  колеса  вращаются  равномерно  около  параллельныхъ  осей,  дъ- 
лая  соответственно  п,  и  п9  оборотовъ  въ  минуту.  Определить  угловую  ско- 
рость ихъ  относительнаго  движенш  и  положеше  мгновеннаго  центра  въ  по- 
следнемъ. 

Аналитическое  опредйлеше  скоростей  и  центроидовъ 
въ  движенш  плоской  фигуры* 

127.  Скорости  точеиъ  плоской  фигуры.  Выпишемъ  снова  уравнешя  дви- 
жен1я  точекъ  плоской  фигуры,  составленныя  въ  §§  54,  55  и  56: 

5  =  с0  ■+-  х  соз  а  —  у  8Ш  а,  | 
у\  =  тг)0  -+-  х  зт  а  -+-  у  соз  а,  \ 

ГД*  «0>  ^о  и  а — данныя  функцш  времени.  Скорость  точки,  заданной  по- 
стоянными координатами  х,  у,  определится  по  формуламъ  (38)  дифферен- 
цяровашемъ  координатъ  6,  *)  этой  точки  по  времени: 


<121) 


Ж  -  "* '      л"  -  ь*п  (122) 

опред-Ьдяють  проекщи  на  координатныхъ  осяхъ  скорости  »0  точки  М0  на- 
чала подвижныхъ  координатныхъ  осей,  а 

Ж  =  "  <123) 

есть  угловая  скорость   вращешя  этихъ  осей  и  связанной  съ  ними   пло- 
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ской  фигуры.  Пользуясь  формулами  (120),  можно  написать: 


у5  =  \  —  ^(-П—  Чо)»   | 


и*=  «^н-  <">(;  —  ?0).  I 


(124) 
-Ч— "от,-"-"115  — '  1     ' 

Эти  формулы  выражаютъ  результатъ,  что  скорость  всякой  точки  плоской 
фигуры  слагается  геометрически  изъ  скорости  о0  ноступательнаго  движе- 
Н1Я,  определяема™  движешемъ  точки  М09  и  изъ  скорости  г/  вращешя 
около  этой  точки  (сравнить  съ  задачею  99).  Это  можно  выразить  сл*- 
дующимъ  геометрическимъ  равенствомъ: 


Проектируя  это  равенство  на  подвижныя  оси  (ху),  можно,  согласно  фср- 
муламъ  (86),  написать: 

°*  (125) 

^  =  %  -+•  **>  \ 

причемъ,  для  выражешя  V0ж  и  г0  черезъ»  основные  элементы  двнжетя 
$о>  Ц0>  *>  им*емъ: 

1  (126) 

«0,  =  —  V0^  #Ш  а  -+-  170Т)  С05  а.     ] 
3.  132.  Вывести  формулы  (125),  пользуясь  зависимостью 

и  формулами  (120)  и  (121). 

3.  133.  Написать  проекцш  скорости  точки  (а:,  у)  на  подвижныя  оси  въ 
предположенш,  что  точка  М0  не  совпадаетъ  съ  началомъ  неподвижныхъ  ко- 
ординаты ыхъ  осей,  а  имьетъ  координаты  д?0,  у0.  Отв.: 

»*  ==  %.  ~  «>  (У  —  Уо)> 

*>»  =  Го,  -Ь  Ш  (Я  —  *о)- 

128.   Аналитическое  опред1лен!е  игновеннаго  центра  и  центроидов*. 

Мгновенный  центръ  —  это  такая  точка,  скорость  которой  въ  данный  мо- 
ментъ  времени  равна  нулю.  Означая  ея  координаты  въ  двухъ  координат- 
ныхъ  системахъ  соответственно  черезъ  Еп  т|1  и  хп  у1%  имйемь  по  фор- 
муламъ  (124): 

\-  -®СЧ1  ~-г]о)  =  0: 

^о-г)-ь  ^  (5,  -  е0)  =  о, 

а  по  формуламъ  (121)  и  (123): 


^ос  —  (х1  ып  а  -+~  У\  С08  <*)<*>  —  О, 

V^^^  -+-  (Х1  С08  а  у{  8111  а)  <*>  =  0; 
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отсюда 

*'  =  *»-  ^  '     Ч|  =  Чо+-^;  (127) 

*1  =    ^    (\  §1П  в  —  ^07]  С08  *)>        Ух  =  "^  Оо$  С05  «  -»"  г0Т|  «Л  «)•        (128) 

Въ  этихъ  формулахъ  вторыя  части  суть  извгЬстныя  функцш  времени,  если 
движете  плоской  фигуры  задано  элементами  Е0,  1%,  а,  какъ  функщями 
времени;  поэтому  мы  можемъ  вычислить  для  всякаго  момента  положеше 
мгновеннаго  центра  какъ  на  плоскости,  такъ  и  въ  двигающейся  фигур*. 

Чтобы  составить  уравнеше  неподвижнаго  центроида,  составимъ  урав- 
нен1е,  связывающее  между  собою  координаты  Ер  чх;  для  этого  нужно 
только  исключить  I  изъ  уравненШ  (127).  Точно  такъ  же,  для  получешя 
уравнешя  подвижного  центроида  нужно  исключить  I  изъ  уравненШ  (128). 

3.  134.  Опред'Ьлить  геометрическое  мЬсто  точекъ,  скорости  которыхъ  въ 
данные  моментъ  имЬють  данное  направлете.  Отв.:  Прямая  лин1я. 

3.  135.  Опред'Ьлить  анапитическимъ  путемъ  центроиды  эллиптическаго  дви- 
женш  плоской  фигуры. 

3.  136.  Определить  центроиды  въ  циклическомъ  движенш  плоской  фигуры, 
заданномъ  уравненпши  (40)  (задача  59).  Отв.: 


Рад1усы  этихъ  круговъ: 


г,  =  ±  — г,      г8  =  ±  — -  г.  (129) 

1  Ша         '       *  ш2 

Зд&сь  поставлены  двойные  знаки  потому,  что  не  только  разность  ш3  —  ш1}  но 
и  самыя  угловыя  скорости  а^  и  ш2  могутъ  быть  и  положительными  и  отри- 
цательными. 

Наследовать  условгя,  при  которыхъ  каташе  будетъ  эпи-,  гипо-  или  пери- 
цнвлическимъ  (§  125). 

3.  137.  См.  §  555. 

Мгновенная  ось  и  авсоиды  въ  двиавенш  твердаго  тФда 
около  неподвижной  точки. 

129.  Мгновенная  ось.  Въ  §  31  было  показано,  что  всякое  перемЪще- 
н!е  твердаго  гЬла,  ивгЬющаго  неподвижную  точку,  эквивалентно  повороту 
его  около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку  (теорема  Даламбера).  Это 
вращеше  можетъ  притомъ  значительно  отличаться  отъ  действительная 
перезгЬщешя,  и  только  въ  начал*  и  въ  конце  перем'Ьщешя  положен1я  гЬла 
въ  обоихъ  движетяхъ  совпадаютъ.  Заменяя  данное  конечное  перелгЬще- 
ше  гЬла  не  однимъ  эквивалентнымъ  ему  вращешемъ,  а  несколькими  по- 
следовательными, и  притомъ  такъ,  чтобы  въ  начал*  и  въ  конц'Ь  каждаго 
изъ  нихъ  положен1Я  гЬла  совпадали  съ  действительными,  мы  получаемъ 
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уже  бол'Ье  точное  изображеше  действительно  происходящаго  движен1Я. 
Увеличивая  число  п  такихъ  эквивалентныхъ  перевгЬщешй  между  двумя 
данными  положешями  гЬла  и  вм^сгЬ  съ  т*мъ  уменьшая  величину  каж- 
даго  изъ  нихъ,  мы  можемъ  сколь  угодно  увеличить  число  совпаденШ.  При 
переход*  къ  пределу,  т.  е.  при  п  =  оо,  рядъ  эквивалентныхъ  перем^ще- 
нШ  сливается  съ  д4йствительнымъ  движешемъ.  Траектор1я  каждой  точки 
является  при  этомъ  пред'Ьломъ  ряда  иосл^довательныхъ  безконечно-ма- 
лыХъ  круговыхъ  дугъ.  Безконечно-малыя  дуги  траекторш  отличаются  только 
на  безконечно-малыя  величины  высшихъ  порядковъ  отъ  круговыхъ  дугъ 
(§  106).  На  основаши  этого  можно  сказать:  Безконечно-малое  пере- 
м4щен1е  твердаго  тйла  около  неподвижной  точки  является  вра- 
щеюемъ  его  около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку.  Эта  ось 
называется  мгновенного  осью. 

Дал'Ье,  переходя  отъ  этихъ  перемйщенШ  къ  скоростямъ,  можно,  по- 
добно тому  какъ  въ  §  106,  сказать:  Во  всяк1й  моментъ  времени  ско- 
рости точекъ  твердаго  т'Ьла,  им'Ьющаго  неподвижную  точку,  рас- 
пределены такъ,  какъ  если  бы  т*ло  вращалось  въ  течен1е  без- 
конечно-малаго  элемента  времени  около  неподвижной  оси,  про- 
ходящей черезъ  эту  точку.  Въ  этомъ  смысл*  мгновенная  ось  назы- 
вается также  осью  скоростей,  какъ  такая  прямая,  точки  которой  въ 
данный  моментъ  им-Ьютъ  скорости,  равныя  нулю. 

Точки  пересЬчешя  мгновенной  оси  съ  поверхностью  шара,  описаннаго 
рад1усомъ,  равнымъ  единице,  изъ  неподвижной  точки,  называются  мгно- 
венными полюсами.  Изъ  этихъ  полюсовъ  мы  будемъ  разсматривать 
только  одинъ,  согласно  сказанному  въ  §  32. 

130.  Изображеже  угловой  скорости  въ  вид*  вектора.  Въ  дальн'Ьйшемъ 
будетъ  весьма  удобно  по  разнымъ  причинамъ,  которыя  со  временемъ  вы- 
яснятся, изображать  угловую  скорость  вращен1я  около  мгновенной 
оси  въ  вид*  вектора,  отложеннаго  на  самой  оси  въ  ту  сторону, 
откуда  вращеюе  кажется  происходящимъ  по  часовой  стргЬлкЬ. 
За  начало  этого  вектора  можно  брать  произвольную  точку  на  оси  враще- 
шя,  т.  е.  этотъ  векторъ  будетъ  считаться  передвижнымъ.  Мы 
будемъ  впрочемъ  за  начало  вектора  собрать  преимущественно  неподвиж- 
ную точку. 

131.  Построено  мгновенной  оси  по  движежю  двухъ  точекъ.  Мы  имЬли 
уже  случай  видеть,  что  весьма  удобно  определять  движете  твердаго  гЬла 
около  неподвижной  точки  движешемъ  двухъ  его  точекъ  Мх  и  Ж2,  взя- 
тыхъ  на  поверхности  шара,  рад1усъ  котораго  равенъ  единиц*  (§  30). 
Зная  направлетя  скоростей  этихъ  двухъ  точекъ  и  величину  одной  изъ 
нихъ,  можно  построить  мгновенную  ось  и  определить  угловую  скорость 
около  нея.  Для  этого  нужно  принять  во  внимаше,  что  углы  (М^РМ^  и 
(М2ТМ2)  (фиг.  19,  §  31)  сферическихъ  равнобедренныхъ  треугольниковъ 
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М^М^  и  М2РМ2\  играющихъ  роль  въ  теорем*  Даламбера,  въ  предал* 
делаются  прямыми.  Отсюда  сл'Ьдуетъ,  что  для  построешя  мгновеннаго 
полюса  нужно  черезъ  точки  Мх  и  М2 
(фиг.  81)  по  поверхности  шара  провести 
дуги  болыпихъ  круговъ,  перпендикуляр- 
ныя  къ  скоростямъ  этихъ  точекъ;  точка  Р 
пересЬчешя  этихъ  дугъ  и  будетъ  мгновен- 
нымъ  полюсомъ.  Соединивъ  его  съ  непо- 
движною точкою,  мы  получимъ  мгновен- 
ную ось.  Олустивъ  изъ  Мх  и  М2  перпенди- 
куляры МхАг  и  М2А2  на  мгновенную  ось, 
изгЬемъ  для  опред'Ьлешя  угловой  скорости: 


о> .  А]М1, 


«2  =  (о.  А2М2 


Такъ  какъ  радаусъ  шара  равенъ  единиц*,  то 
А1М1=згп  (РД^),       А2М2=ть  (РМ2)\ 


со  = 


(130) 


згп  (РМг)       зт  (РМ2) ' 

Для  опредЪлетя  скорости  V  какой-нибудь  точки  М  можно  поступать 
сл'Ьдующимъ  образомъ.  Соединимъ  О  съ  Ж  и  замЬтимъ  точку  т  пересЬ- 
сЬчешя  ОМ  съ  поверхностью  шара.  Такъ  какъ  при  вращенш  около  оси 
скорости  точекъ  пропорцюнальны  ихъ  разстояшямъ  отъ  оси,  а  эти  раз- 
стоян1я  для  точекъ,  расположенныхъ  по  прямой  ОМ,  пропорщональны  раз- 
стоян1ямъ  этихъ  точекъ  отъ  точки  О,  то 

ОМ 


V  =  V 


от 


гд-Ь  V9  скорость  точки  т.  Соединивъ  ж  съ  Р  дугою  большого  круга  и 
проведя  черезъ  т  прямую,  перпендикулярную  къ  плоскости  этой  дуги,  по- 
лучимъ направлеше  скоростей  V1  и  г?;  дад4е  имйемъ: 

зт  (тР)  згп  (тР) 


V1  =  со  зт  (шР)  =  г\ 


=  V, 


поэтому 


Г    —  V. 


ОМ  зт  (тР) 
От  згп  (М^Р) 


згп  (МХР)~   *вт  (МШР)' 
ОМ  зт  {тР) 


От  згп  (М2Р) 


132.  Полоиды  и  аисоиды.  Согласно  сказанному  въ  §  129,  движете 
твердаго  тЬла  около  точки  можетъ  быть  разбито  на  рядъ  послгЬдователь- 
ныхъ  безконечно-малыхъ  вращенШ  около  мгновенныхъ  осей,  проходящихъ 
черезъ  неподвижную  точку  О.  Въ  предал*  эти  оси  сливаются  въ  сплош- 
ную коническую  поверхность  съ  вершиною  въ  точки  О.  Эта  поверхность 
называется  коническимъ  неподвижнымъ  аксоидомъ,  а  пересечете 
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его  со  сферою  неподвижнымъ  полоидомъ.  Разсматривая  гЬ  хгрямыя 
самаго  двигающагося  гЬла,  который  последовательно  приходятъ  въ  совпа- 
дете съ  мгновенными  осями,  мы  получаемъ  въ  предали  другую  кониче- 
скую поверхность  съ  тою  же  вершиною  въ  О,  неизменно  связанную  съ 
твердымъ  гЬломъ.  Эта  поверхность  называется  коническимъ  подвлж 
нымъ  аксоидомъ.  ПересЬчеше  его  со  сферою  представляетъ  подвиж- 
ный полоидъ. 

Одновременное  разсматриваше  обоихъ  аксоидовъ  позволяетъ  весьма 
наглядно  представить  сплошное  движеюе  твердаго  тЪла  около  не- 
подвижной точки,  а  именно  въ  вид*  катан1я  безъ  скольжения 
подвижнаго  аксоида  по  неподвижному.  Чтобы  это  видеть,  доста- 
точно удостовериться,  что  полоиды  при  движенш  гЬла  катятся  одинъ  по 
другому.  А  къ  этому  заключенш  можно  придти  совершенно  такимъ  же 
путемъ,  какъ  въ  §  1 1 1  мы  пришли  къ  понятш  о  каташи  плоскихъ  цен- 
троидовъ,  т.  е.  разсматривая  сначала  рядъ  иосл4довательныхъ  перемЪ- 
щенШ  до  перехода  къ  пределу.  Эти  перемЬщешя  изображаются  на  сферй 
катан1емъ  одного  сферическаго  многоугольника  по  другому,  причемъ  вер- 
шинами многоугольниковъ  служатъ  полюсы  эквивалентныхъ  вращенШ,  а 
сторонами  дуги  болыпихъ  круговъ,  которыя,  по  неизменяемости  твердаго 
гЬла,  у  обоихъ  многоугольниковъ  соответственно  равны.  Катанш  сферп- 
ческихъ  многоугольниковъ  соответствуетъ  каташе  пирамидъ  съ  общею 
вершиною  въ  неподвижной  точке.  Въ  пределе  свойство  каташя  сохра- 
няется, а  многоугольники  обращаются  въ  полоиды.  пирамиды-же  въ  ко- 
ничесше  аксоиды. 

Заметимъ  еще,  что  все  правила  относительно  построешя  плоскихъ 
центроидовъ  переносятся  и  на  полоиды,  только  съ  заменою  прямыхъ 
линШ  дугами  болыпихъ  круговъ.  Въ  виду  этого  можно  о  построеши  полои- 
довъ  отдельно  не  распространяться. 

3.  138.  Указать,  какое  движете  на  сферЬ  аналогично  эллиптическому  дви- 
женш на  плоскости,  построить  мгновенный  полюсъ  и  обнаружить  отсутствие 
полной  аналогш  между  этимъ  и  эллиптическимъ  движеньями.  Изслъдоваше 
этого  движенгя  играетъ  роль  при  изученш  механизма,  называемаго  шарын- 
ромъ  Гука  и  служащаго  для  передачи  врнщешя  съ  одной  оси  на  другую, 
съ  нею  пересекающуюся,  безъ  помощи  зубчатыхъ  зацъплешй  (см.  прикладную 
кинематику).  Отв.  Движете  задается  движешемъ  двухъ  точекъ  Мх  и  М2 
на  сферъ  по  двумъ  дугамъ  болыпихъ  круговъ.  Мгновенный  полюсъ  находится 
въ  пересвченш  дугъ  болыпихъ  круговъ,  перпендикулярныхъ  къ  предыду- 
щимъ.  Отсутств1е  аналогш  состоитъ  въ  томъ,  что  полоидами  не  будутъ  крзтгп, 
какъ  это  легко  обнаружить  при  помощи  формулъ  сферической  тригонометрш. 
3.  139.  Что  аналогично  на  сферъ  поступательному  движетю  плоской  фигуры: 

Скорости  въ  составномъ  движенш  твердаго  тФда 
около  точки. 

133.  Сложеше  угловыхъ  скоростей.  Въ  §  33  разсматривалось   перехЪ 
щен1е  твердаго  гЬла,  состоявшее  изъ  двухъ  посл'Ьдовательныхъ  вращенш 
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около  осей,  проходящихъ  черезъ  неподвижную  точку.  Будемъ  теперь  пред- 
полагать, что  эти  вращенш  безконечно-мады.  Правило  для  опред'Ьленш 
полюса  и  оси  эквивалентнаго  вращешя  остается  прилояшмымъ  и  къ  на- 
стоящему случаю.  Разсматривая-же  отношешя  перемгЬщенШ  къ  одному  и 
тому-же  элементу  времени,  можно  отсюда  получить  зависимость  между 
угловыми  скоростями  слагаемыхъ  и  сложнаго  движешй,  подобно  тому, 
какъ  это  дралось  для  сложнаго  движешя  плоской  фигуры.  Пусть  будуть 
Р1  и  Р2  мгновенные  полюсы,  а  <х,  и  а3  углы  двухъ  вращенШ,  эквива- 
лентныхъ  двумъ  даннымъ  безконечно-малымъ  перем'Ьщешямъ  твердаго 
гЬла  около  неподвижной  точки  О.  Этимъ  вращешямъ,  если  ихъ  предста- 
влять себ*  отнесенными  къ  одному  и  тому-же  элементу  времени  А*,  со- 
отв-Ьтствуюгь  угловыя  скорости 

ш1  =  Ит.     *  ,         о>2  =  Ит.  -~  • 

Требуется  опред'Ьлить  мгновенную  ось  ОР  и  угловую  скорость 

со  =  Ит.  —  , 

гдЬ  а  уголъ  вращешя,  эквивалентнаго  двумъ  даннымъ.  Д4лая  построеше, 
указанное  въ  §  33,  мы  найдемъ  теперь,  что  полюсъ  Р  (фиг.  21)  нахо- 
дится безконечно-близко  къ  дуг*  РХР^  причемъ  это  положеше  точки  бу- 
детъ  попрежнему  удовлетворять  услов1ямъ  (16).  Въ  предал*  точка  Р 
упадетъ  на  дугу  РгР^  Чтобы  определить  ея  м*Ьсто  на  ней,  раздйлимъ 
всЪ  члены  равенства  (16)  на  Д*  и  будемъ  переходить  къ  пределу;  при 
.этомъ  можно  въ  числителяхъ  знакъ  синуса  отбросить  и  вс4  члены  умно- 
жить на  2;  тогда 

1.  Ь.  _?А 

8т{Р1Р^)  8Ш    (РР2)  81)1    (РРг) 

или,  при  сохраненш  тЬхъ  же  обозначешй  для  предЬльныхъ  положенШ 
точскъ  Р„  Ра  и  Р: 

(О  о>1  (|)2 

7ш{1\1\)  =  8ш  (РРа)  =  8т  (РД)  "  (131) 

Итакъ,  мгновенная  ось  сложнаго  движеюя  твердаго  тйла 
около  точки  лежитъ  въ  плоскости  данныхъ  мгновенныхъ  осей 
и  раздЪляетъ  уголъ  между  ними  на  так1я  части,  синусы  ко- 
торыхъ  обратно-пропорц1ональны  угловымъ  скоростямъ  дан- 
ныхъ вращенгй. 

При  этомъ  не  слгЬдуетъ  упускать  изъ  вида  то  правило  (§  32),  по  ко- 
торому мы  условились  определять  направлеше  вращешй  около  пересе- 
кающихся осей,  проводя  ихъ  только  въ  одну  сторону  отъ  неподвижной 
точки.  Это  правило  распространяется  и  на  ось  ОР. 
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134.  Графическое  опредЪлеже  угловой  скорости  составного  движешя. 

Отложимъ,  по  правилу  §  130,  угловыя  скорости  <о1  и  <о2  на  соотв4т- 
ственныхъ  осяхъ  и  сложимъ  ихъ  геометрически  (фиг.  82).  Векторъ  О  А  т 
изображающШ  ихъ  геометрическую  сумму,  определить  ось  ОР  по  поло- 
жешю  и  по  направдешю.  А  именно,  въ  треугольник*  ОАхА: 


<*>±  _  ОЛ1  _  згп  (АхАО)  _  дго  (РР2) 
-    ~  АХА  ~  згп  {А1ОА)~*т  (РР,)' 


со, 


и  сравнеше  съ  формулой  (131)  показываетът 
что  ОА  по  направленш  совпадаетъ  съ  ОР. 
Для  опредгЬлен1я  величины  <о  им'Ьемъ  по  фор- 
муламъ  (131): 


О) 


згп  (РгР2) 


о> 


1   зт  (РР2) 
згп  (Р,Р) 


соз{РР2)- 


зт  (Р,Р  -+-  РР^} 
зт  (РР2)  " 

и>1соз(Р1Р)  = 


1  згп  (РР2) 

=  а>1  соз  (Р1 Р)  -+-  <*>а  соз  (Р2Р). 

Этотъ  результатъ  показываетъ,  что  д1агональ  ОА  параллелограмма 
ОАхАА2  и  по  величин*  изображаете  <о.  Такимъ  образомъ,  прилагая  къ 
изображешю  а>  правило  §  130,  можно  написать: 


(Х> 


о>, 


(02 


(132) 


т.  е.  къ  угловымъ  скоростямъ,  если  ихъ  откладывать  на  осяхъ 
вращен1я,  прилагается  законъ  геометрическаго  сложен1я. 

135.  Сложеже  и  разложеше  какого  угодно  числа  угловыхъ  скоростей. 

Вращеюе  твердаго  гЬла  около  неподвижной  точки  можетъ  слагаться  и 
изъ  бол'Ье  ч*мъ  двухъ  вращешй.  И  въ  этомъ  случай  законъ  геометриче- 
скаго сложешя  распространяется  на  угловыя  скорости,  потому  что  сла- 
гаемый перем'Ьщен1я  можно  соединять  последовательно,  т.  е.  сначала  два 
вращешя  заменять  однимъ,  имъ  эквивалентнымъ,  и  находить  соответ- 
ствующую ему  угловую  скорость,  это  вращеше  соединять  съ  третьимъ  и  т.  д. 
Понятно  также,  что  возможно  и  обратное  действ1е,  т.  е.  разложеше 
угловой  скорости  на  несколько  слагаемыхъ,  напр.  въ  плоскости  на  двгЬ 
слагаемыхъ  по  даннымъ  направлен1ямъ,  а  въ  пространств*  по  тремъ  дан- 
нымъ  направлешямъ.  Последнее  будетъ  им*ть  важное  приложеше  при 
аналитическомъ  изученш  скоростей  движешя  твердаго  гЬла  около  точки, 
давая  возможность  раскладывать  угловыя  скорости  по  тремъ  координат- 
нымъ  осямъ. 

136.  Другая  точка  зр&ия  на  сложеже  угловыхъ  скоростей.  Предыдупця 
разсуждешя  станутъ  яснйе,  если  сложете  угловыхъ  скоростей  разсматри- 
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вать  съ  той  точки  зр'вшя,  которая  была  въ  §  124  установлена  относи- 
тельно сложнаго  движешя  плоской  фигуры.  Мы  можемъ  представить  себ* 
двЬ  системы  скоростей  для  всЬхъ  точекъ  твердаго  гЬла:  1)  систему  ско- 
ростей 0^)  вращешя  около  оси  ОРг  съ  угловою  скоростью  а>,  и  2)  систему 
скоростей  («;3)  вращея1я  около  оси  ОР2  съ  угловою  скоростью  <о2.  Найден- 
ное въ  §  134  правило  сложешя  угловыхъ  скоростей  показываетъ,  что 
если  дв*Ь  скорости  ьх  и  VI  каждой  точки  складывать  геометрически,  то 
получится  новая  система  скоростей  (г?)  такая,  какъ  еслибы  гЬло  враща- 
лось около  оси  ОР  съ  угловою  скоростью 

О)  =  (О,  -+-  <о3 . 

Доказательство  этого  результата  съ  новой  точки  зрЬшя  могло  бы  быть 
сделано  аналогично  тому,  какъ  это  сдЬлано  въ  §  124  для  движешя  пло- 
ской фигуры;  но  мы  не  будемъ  на  этомъ  останавливаться. 

Понятно  также,  что  всякую  данную  систему  скоростей  вращешя  около 
мгновенной  оси  можно  представить  себ*  разложенною  на  дв*  или  ни- 
сколько системъ  скоростей  вращешя  около  отд'Ьльныхъ  мгновенныхъ  осей. 

3.  140.  Разложить  угловую  скорость  вращешя  земли  на  угловыя  ско- 
рости о)1  и  о>2  около  вертикальной  прямой, 
проходящей  черезъ  данное  на  земной  поверх- 
ности м-Ьсто,  и  около  прямой,  параллельной  ка- 
сательной къ  мерид1ану  этого  м*ста.  Отв.  Если 
N8  земная  ось  и  <р  географическая  широта 
даннаго  мйста  ЛГ(фиг.  83),  то 

<о1  =  —  <1>$мср,     <о2  =  (осо8ф;      (133) 

причемъ,  если  широта  сЬверная,  то  о>1  направ- 
лена къ  надиру  (противуположно   зениту),  а  <оэ  " 
направлена  къ  югу.  Это  слйдуетъ  изъ  того,  что 
по  правилу  изображешя  угловой  скорости  векторъ  <о  направленъ  отъ  сЬ- 
вернаго  полюса  къ  южному. 

137.  СфероцикличеЬкое  движете  твердаго  гкла.  Пусть  твердое  гЬло 
вращается  около  оси  ОР2  съ  угловою  скоростью  о>2  и  въ  то  же  время  пря- 
мая ОР2  вращается  около  другой  прямой  0РХ,  образующей  съ  первою 
уголь  р,  съ  угловою  скоростью  <ог  При  этомъ  отношеше  угловыхъ  скоростей 
предполагается  постояннымъ.  ОпредЬлимъ  аксоиды  составного  движешя. 
Д'Ьлая  построеше  мгновенной  оси  ОР  по  закону  сложешя  угловыхъ  скоро- 
стей, мы  найдемъ,  что  эта  ось  образуетъ  постоянный  уголь  съ  прямою 
ОРй  двигающаяся  гЬла  и  также  постоянный  уголь  съ  неподвижною  пря- 
мою ОРх.  Отсюда  видно,  что  иодвижнымъ  и  неподвижнымъ  аксоидами 
служатъ  круговые  конусы,  им'Ьюпце  своими  осями  прямыя  ОР2  и  ОРх\ 
движеше  твердаго  т*ла  приводится  къ  каташю  одного  конуса  по  другому. 
Зд-Ьсь  могутъ   быть  случаи,   аналогичные  разсмотр'Ьняымъ  въ  §  126  для 

П.  Соновъ.— Основатн  теорет.  механики.  о 
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плоскаго  движенья.  Движете  можно  назвать  эпицикл ическимъ,  если 
конусы  касаются  другъ  друга  своими  внешними  сторонами;  оно  будетъ 
гипоцикл ическимъ,  если  подвижный  конусъ  своею  внешнею  стороною 
касается  внутренней  стороны  неподвижнаго,  и  будетъ  перицикли че- 
ски мъ,  если  подвижный  конусъ  своею  внутреннею  стороною  обкатывается 
по  внешней  сторон*  неподвижнаго  конуса.  Легко  видеть,  что  эти  три 
случая  обусловливаются  неравенствами: 

для  эпидиклическаго  движешя  (фиг.  84):  ^1  ((*>.  о>1)<  '- ,  1_  (а>,  ш2)  < ^, 


»    гипо- 


»    пери- 


(фиг.  85):  ^  (о),  (о,)^  ,  /_  (со,  <о2)  >  ~  , 
(фиг.  86):  ^(ш,<о1)>|1  /1  «о,  «>,)<-*, 


Фиг.  84. 


Фиг.  85. 


Фиг.  86. 


Случай 


^  (<*>,  «О 


7Г 

7' 


^  (со,  о>2)  <  -^ 


представляетъ  каташе  плоскости  по  конусу,  а  случай 


^  К  0<  ^  ,  -^  (">,  <*>2)  =   " 


—  каташе  конуса  по  плоскости. 

Траекторш  точекъ,  неизменно  связанныхъ  съ  катящимся  конусом!., 
называются  сфероциклическими  лин1ями  или  сферическими  трохои- 
дами. ОнЬ  им'Ьютъ  приложеше  въ  теорш  коническихъ  зубчатыхъ  за- 
цЪпленШ. 

3.  141.  Круговой  конусъ,  образующдя  котораго  составляютъ  уголъ  -~    съ 

его  осью,  катится  по  плоскости,  совершая  въ  минуту  л  оборотовъ  около  пер- 
пендикуляра къ  этой  плоскости.  Определить  угловую  скорость  около  оси  ко- 
нуса и  около  мгновенной  оси.    Отв.:  Около  оси  конуса  ш2  =  -~-  |/2,    около 


мгновенной    оси  ш 


30" 


30 


138.  Скорости  въ  относительиомъ  движеши  около  точки.  Пр1емъ,  ука- 
занный въ  §  125   для  изучен]'я  скоростей  въ  движенш   двухъ  плоскихъ 
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фигуръ,  применяется  и  къ  относительному  движетю  двухъ  твердыхъ  т*лъ 
около  одной  и  той  же  точки,  т.  е.  вопросъ  сводится  къ  сложному 
двнженш  одного  гЬла  относительно  другого.  Мы  не  будемъ  его  зд*сь 
снова  развивать;  но  обращаемъ  внимаше  на  то,  что  выведенные  до  сихъ 
поръ  результаты  были  бы  недостаточны  для  изучетя  скоростей  въ  отно- 
сительномъ  движенш  двухъ  твердыхъ  гЬлъ,  вращающихся  около  различ- 
иыхъ  неподвижныхъ  точекъ,  такъ  какъ  такое  относительное  движете 
представляется  движешемъ  болЬе  общаго  вида  и  будетъ  разсмотр-Ьно  ниже. 

3.  142.  Два  коническихъ  зубчатыхъ  колеса  им&ютъ  взаимно  перпендику- 
дярыыя  неподвижный  осн.  Одно  изъ  ннхъ  двлаетъ  п^  оборотовъ  въ  минуту. 
Зная  числа  ихъ  зубцовъ,  определить  ихъ  относительную  угловую  скорость. 
Отв.:  Если  кх  и  к2  числа  зубцовъ  и  п3  число  оборотовъ  въ  минуту  другого 
колеса,  то 


*1  _  п2  =  (О, 


1ГЛ, 

:  зо 


о)  =  у/ш^  • 


■ъ=ъ^+<$. 


Аналитическое  опредФлете  скоростей  въ  двиэвен1и 
твердаго  т*ла  около  точки. 

139.  Угловыя  скорости,  соотв*тствующ1я  изаЪнетю  угловъ  Эйлера.  Въ 

§  60  было  показано,  что  движете  твердаго  гЬла  можетъ  быть  опреде- 
ляемо тремя  углами  Эйлера,  0,  <р,  ф,  заданными  какъ  функцш  времени. 
Производныя  этихъ  функщй 


ф'  = 


ей 


ф'=й+ 
*        сН 


(134) 


представляютъ  собою  угловыя  скорости  такихъ  трехъ  вращенШ,  которымъ 
соотвЪтствуетъ  изм^нете  каждаго  изъ 
трехъ  угловъ  въ  отдельности.  Чтобы 
определить  оси  этихъ  вращенШ,  нужно 
принять  во  внимавхе,  что  если  прямая 
своимъ  движешемъ  описываетъ  уголъ 
въ  некоторой  плоскости,  то  она  вра- 
щается около  оси,  перпендикулярной  къ 
этой  плоскости.  Такимъ  образомъ,  при 
изм-Ьненш  угла  &,  если  остальные  два 
угла  остаются  при  этомъ  постоянными, 
происходить  вращеше  около  оси  О  А, 
«лиши  узловъ»  (фиг.  87),  при  измйне- 
ши  угла  ср — вращение  около  оси  (С),  при 
измененш  угла  ф — вращеше  около  оси  (г).  По  правилу  изображешя  угло- 
выхъ  скоростей  производный  0',  <р',  ф'  должны  быть  поэтому  изображены 

10* 


* 

9 

У 

4 

'^^               ' 

У 


\ 


Фиг. 
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въ  вид*  векторовъ  на  этихъ  трехъ  прямыхъ.  На  чертеже  направления 
этихъ  векторовъ  соотв'Ьтствуютъ  возрасташю  каждаго  изъ  трехъ  угловъ 
Эйлера. 

Угловая  скорость  <о  около  мгновенной  оси  можетъ  быть,  по  закону 
сложетя  угловыхъ  скоростей,  построена  какъ  геометрическая  сумма  этихъ 
трехъ  векторовъ: 

^="^-4-^4-"^  (135) 

и  будетъ  такимъ  образомъ  известна  по  величин*  и  по  направлешю  въ 
каждый  моментъ  времени,  когда  6,  ср  и  ф  даны  какъ  функцш  времени. 

3.  143.  Применяясь  къ  разсуждешямъ  §  137,  построить  аксоиды  въ  дви- 
жешяхъ,  заданныхъ  уравнен1ями: 

1)  &  =  пост.,  ср  =  а1  -+-  Ь,   •      ^  =  с1  ч-  д, 

2)  &  =  аЬ  н-  &,         ©  =  пост.,  ф  =  сЬ  -+-  д, 

3)  &  =  а%  ■+>  Ь,         ©  =  с  Л-  д,  ф  =  пост, 
при  различныхъ  значеншхъ  и  знакахъ  коэффищентовъ  а  и  с. 

140.  Формулы  Эйлера  для  угловыхъ  скоростей.  Векторъ  со  можетъ 
быть  раздоженъ  или  на  составляющая  по  неиодвижнымъ  осямъ,  о>^ ,  ш^  у 
«>г ,  или  по  подвижнымъ  осямъ  {хуг\  неизменно  связаннымъ  съ  двигаю- 
щимся твердымъ  гЬломъ,  причемъ,  въ  посл'Ьднемъ  случа*,  эти  состав- 
ляюпця  принято  обозначать  такъ: 

<*>*  =  ?,  %  =  Ь  <*>,  =  г.  (136) 

Итакъ: 


(137) 


Проектируя  геометрическое  равенство  (135)  на  оси  (^С)  и  принимая 
во  внимаше  указаняыя  въ  §  139  направлешя  векторовъ  д',  ср',  ф',  на- 
ходимъ: 

(!>>:  =  в'  С08  (О  А,  ?)  -+-  ср'  С08  (СО  ■+-  ф'  С08  (#$), 
<!>=:  &'  С08  (О  А,  У\)  -Ь  Ср'  С08  (?Т|)  -4-  ф'  С08  (^7]), 
(Ог  =  д'  С08  (ОА,  С)  Н-  Ср'  С08  (К)  ■+■  ф1  С08  (гС)\ 

принимая  же  во  внимаше  третью  и  шестую  изъ  формулъ  (47),  получаемъ: 
со   =  д'  соз  ср  -ь  ф'  8ьп  ср  згп  &, 

«>-  =  &'  81П  Ср  ф'  СОЗ  Ср  81П  8,      .  П  38\ 

<1>к  =  ср'  -+-  ф'  соз  8. 


р, 

»,=  & 

ш 

= 

V 

-+-  <р'  -ь 

Ф' 

= 

Ц 

н-ю^ч- 

(1)г 

= 

Р 

■+■  в  ■+■ 

Г 

О'фгев  Ьу  СлООф1б 


—   117   —  §  142,  ф.  141. 

Проектируя  равенство  (135)  на  оси  {хуг)  и  приникая  во  внимаше 
обозначешя  (136),  точно  такъ  же  находимъ: 

р  =  Ь'  соз  (ОА,  х)  -+-  ф'  со8{&)  -ь  ф'  соз  (яг), 
^  =  Ь'  соз  (ОА,  у)  -н  ср'  соз  (С#)  -+-  ф'  соз(яу\ 
г  =  Ь'  соз  (ОА,  г)  -+-  ср'  соз  (Ср)  -+-  ф'  соз  (я*), 

или,  пользуясь  седьмою  и  восьмою  изъ  формулъ  (47): 

р  =  в'  СОЗ  ф  -Ь  ф'  5Ш  ф  5Ш  в, 

д  =  —  &'  5Ш  ф  -4-  ср'  соз  ф  згп  д,  (139) 

Г  =  ф'  -+-  <р'  СОЯ  0. 

Формулы  (138)  и  (139)  называются  формулами  Эйлера  для  угло- 
выхъ  скоростей. 

3.  144.  Вывести  формулы  (139)  изъ  формулъ  (138)  преобразоващемъ  коор- 
дпнатныхъ  обей. 

141 .  Аналитическое  олредЪлен1е  аксоидовъ.  Всякая  точка,  лежащая  на 
мгаовенной  оси,  имйетъ  координаты,  пропорщональныя  слагаемымъ  век- 
тора (о  на  координатныхъ  осяхъ;  поэтому  для  нея: 

*  *)  С 

^  =  (оГ  =  <^'  (14°) 

?  '1  -» 

±=*-  =  ±.  (141) 

Р  Я  г 

Предполагая,  что  движете  гЬла  задано  углами  8,  ср,  ф,  какъ  функщями 
времени,  можно  знаменатели  въ  атихъ  пропорщяхъ,  на  основаши  фор- 
мулъ (138)  и  (139),  считать  известными  функщями  времени.  Исключая 
/  изъ  уравнешй  (140),  получимъ  уравнеше 


■а-*)- 


геометрическаго  м*ста  точекъ,  расположенныхъ  на  мгновенныхъ  осяхъ, 
по  отношенш  къ  неподвижнымъ  координатнымъ  осямъ,  т.  е.  уравнеше 
неподвижнаго  аксоида.  И  точно  такъ  же,  исключая  I  изъ  уравненШ  (141), 
получаемъ  уравнеше  геометрическаго  м*ста  точекъ,  лежащихъ  на  мгно- 
венныхъ осяхъ,  но  уже  по  отношенш  къ  подвижнымъ  координатнымъ 
осямъ,  т.  е.  уравнеше  подвижнаго  аксоида. 

142.  Формулы  Эйлера  для  скоростей  точекъ  твердаго  т*ла,  вращаю- 
щегося около  неподвижной  точки.  По  закону  сложен1я  угловыхъ  скоростей 
можно  линейную  скорость  г  какой-нибудь  точки  М  рассматривать  какъ 
геометрическую  сумму  трехъ  линейныхъ  скоростей,  зависящихъ  отъ  трехъ 
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вращенШ  около  координатныхъ  осей.  Будемъ  сначала  движете  гкла  отно- 
сить къ  неподвижнымъ  координатнымъ  осямъ  и  напишемъ: 

V  =  V^-^-V2-^-  г?8,  (142) 

гд'Ь  гл,  га,  г\ — скорости  точки  Л/,  зависящш  въ  отдельности  отъ  враще- 
нШ около  осей  (6),  01)  и  (ь)  съ  угловыми  скоростями  о>^ ,  о>~  и  а>г .  Проек- 
тируя геометрическое  равенство  (142)  на  координатный  оси  и  вычисляя 
каждый  разъ  проекщи  скоростей  ьи  г;а,  VI  мы  и  найдемъ  проекщи 
^  >  ^тр  г;г  скорости  данной  точки.  Для  облегчешя  этихъ  вычисленШ  за- 
мётимъ,  что  воЬ  точки,  лежапця  на  прямой,  параллельной  оси  вращешя, 
им'Ьютъ  скорости,  геометрически  равныя  (§  112);  поэтому  для  опредЬлешя  V^ 
можно  вместо  точки  М  (5,  тг|,  С)  разсматривать  проекщю  ея  Мх  (О,  ц,  ф  на 
плоскость  (т|С).  При  этомъ  можно  приложить  формулы  (86),  если  въ  нихъ 
вместо  х  поставить  тг),  вместо  у  поставить  С,  а  вместо  о>  написать  о>^  . 
Принимая  еще  во  внимате,  что  скорость  V!  перпендикулярна  къ  оси  ($), 
находимъ: 

*>!$  =  °э     *щ  =  —  ^     *ч =  ^  (143^ 

Для  опредЬлетя  скорости  яа,  соответствующей  вращешю  около  оси  (ц) 
съ  угловою  скоростью  а>-,  можно  вместо  точки  ЛГ  (?,  тг),  ?)  разсматривать 
ея  проекщю  М2  (Е,  0,  ^)  на  плоскости  (Й),  Для  нея  найдемъ,  д4лая  кру- 
говую перестановку  буквъ  въ  формулахъ  (143): 

Подобнымъ  же  образомъ,  разсматривая,  при  вращеши  около  оси  (С)  съ 
угловою  скоростью  <ог,  вмЬсто  точки  М  ея  проекщю  Ж,  (Е,  ц,  0)  на 
плоскости  (Етр,  найдемъ 

ь^  =  —  оу»),      VI?!  =  со^,      IV  =  0. 

Складывая  поел*  этого  алгебраически  проекщи  скоростей  на  ту  же  коор- 
динатную ось,  мы  и  получимъ  для  скорости  точки  М  слЪДующш  формулы: 


(144) 


Проекщи  скорости  точки  на  подвижныхъ  осяхъ  можно  получить  такимъ  же 
образомъ;  мы  выпишемъ  ихъ  по  аналопи,  заменяя  ок,  о>~,  оь  черезъ 
р,  ^^  г  и  5,  т],  С  черезъ  х,  у,  г\ 

*т  =  ч*  —  7Ъ 

у^  =  гх — р*,    \  (145) 

V%=ру  —  ^x. 


*1  =  \  -+-  »*$  -+-  \  =  шт^    - 

«т,  =  "щ  -*-  *щ "+-  »эт,  =  «У  5  — 

«>^, 

"с =  *Ч  "*"  "'С-4-  *Ч  =  ^  ^  ~ 

и),,?. 
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Существенное  отлич1е  этихъ  формулъ  отъ  формудъ  (144)  состоять  въ  томъ, 
что  здЪсь  х,  у,  г  для  каждой  точки  тЬла  величины  постоянный,  тогда 
какъ  5,  т),  С  —  функщи  времени. 

Формулы  (144)  и  (145)  называются  формулами  Эйлера  для  ли- 
не йныхъ  скоростей.  Он4  позволяютъ  для  всякой  точки,  заданной  ея 
координатами,  и  для  всякаго  момента  времени  найти  величину  и  напра- 
влете  скорости  этой  точки,  если  движете  гЬла  задано  углами  *,  ср,  ф 
какъ  функщями  времени;  потому-что  угловыя  скорости  около  координатныхъ 
осей  могутъ  быть  выражены  по  формуламъ  (140). 

143.  Видоиз1гЬнен1Я  предыдущихъ  формулъ  для  случая,  когда  неподвиж- 
ная точка  не  совпадаетъ  съ  началомъ  коордииатъ.  Пусть  неподвижная 
точка  0,  служа  началомъ  осей  (хуг),  не  совпадаетъ  съ  началомъ  осей 
(Ь)ь)  (фиг.  88).  Означимъ  черезъ  ?0,  т)0,  ^  ея  координаты.  Если  черезъ 
нее  провести  вспомогательный  координат- 
ный оси  (1'гь%'\  параллельный  прежнимъ, 
и  представить  себ*,  что  угловая  скорость  со 
разложена  по  этимъ  осямъ,  причемъ  ея  сла- 
гаемый будутъ  прежшя,  то,  согласно  съ 
формулою  (144),  можно  написать: 

*6  =  «^С 

С  6  '  Ч  "  Фпг.  88 


и>с7|', 


гд*  &',  т]',  ^'  координаты  точки  М  относительно  новыхъ  осей.  Принимая 
во  внимате,  что 

находи мъ  выражешя  для  скорости  въ  зависимости  отъ  данныхъ  элементовъ: 

*5  =  ^  (^  —  С»)  —  <*>с  (Ч  —  Чо). 

*ч  =  о>с  (6  —  60)  —  «>5  (;  —  Со),    •  (146) 

V,  =  0>е   (71  —  710)  —  0)^(5  —  60). 

Формулы  (145)  остаются  при  этомъ  безъ  изм'Ьнешя.  Если  же  начало  осей 
(хуг)  не  находится  въ  неподвижной  точк*  и  координаты  последней  д?0,  у0,  г0, 
то,  подобно  предыдущему,  им'Ьемъ: 

»*=«(*  —  *о)  —  г  (У  —  г/0), 

*,  =  г  {*—  хо)  — 1>  (*  —  *о),     >  (147) 

V*  =Р(У—  Уо)  —  <1{х  —  *о> 
3.  145.  Найти   зависимости   между   угловыми  скоростями  а>&,  о>_,  «>„ 
и  косинусами  9  угловъ,  образуемыхъ  подвижными  осями   коордииатъ  съ 
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—  <ВГ  С08  0„ 

й  соз  81 

— —--  =  сог  соз  а. 
аь 

—  «о^се»?,, 

А  соз  7,                   0 
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неподвижными.  Р4ш.:  Возьмемъ  точку  А  на  оси  (#)  въ  разстоянш,  рав- 
номъ  единицЬ  длины,  отъ  начала  координатъ.  Координаты  этой  точки: 
а»«п  а»рп  соз^;  формулы  (144)  для  этой  точки  и  даютъ: 


(148) 


Взявъ  точки  на  осяхъ  (у)  и  (г)  въ  разстоянш  единицы  отъ  начала  ко- 
ординатъ, мы  получимъ  еще  дв*  системы  аналогичныхъ  формулъ  для 
<**,  К  Т|  и  Д^  а8,  Р81  Т*- 

3.  146.  Найти  зависимости  между  угловыми  скоростями  |>,  #,  г  и  тЪми 
же  9  косинусами,  какъ  въ  предыдущей  задач*.  Р*Ьш.:  Возьмемъ  на  оси 
((;)  точку  Е  въ  разстоянш,  равномъ  единиц*,  отъ  начала  координатъ. 
Относительно  осей  (хуг)  она  им'Ьетъ  координаты  созли  соза^  созаг.  Опре- 
дЪлимъ  ея  скорость  относительно  этихъ  осей;  для  этого  едЬлаемъ  обр а- 
щен1е  движен1я  (§§  115  и  126),  т.  е.  сообщимъ  об'Ьимъ  координатнымъ 
системамъ  вращеше  около  данной  мгновенной  оси  съ  угловою  скоростью 
( — ш);  тогда  оси  {хуг)  сделаются  неподвижными,  а  абсолютное  движете 
осей  (Е^),  а  вм4сгЬ  съ  гЬмъ  и  точки  Д  будетъ  представлять  относи- 
тельное движете  по  отношетю  къ  осямъ  (хуг).  Поел*  этого,  по  форму- 
ламъ  (145),  если  только  тамъ  переменить  знаки  у  р,  ^,  г,  найдемъ: 

(д  соз  а,  —  г  соз  а2), 


й  соз  аг  __ 

Ж~  — ■ 

й  соз  а„  /  ч 

л       =  —  {г  соз  ах—р  соз  а,), 

й  соз  а. 


=  (р  С08  в2  <1  С08  а1)' 


(149) 


Рассматривая  относительныя  скорости  точекъ,  лежащихъ  на  осяхъ  (т{)  и  (О 
въ  разстоянш  единицы  отъ  начала  координатъ,  можно  составить  еще  6 
подобныхъ  же  формулъ  для  ?1Э  р2,  р3  и  Тп  Та»  Тз- 

3.  147.  Составивъ  всъ  9  формулъ  задачи  145,  выразить  ш»  , 
9  косинусовъ  и  ихъ  производныя.  Отв.: 


ю~ 


ш^  черезъ 


/  '/соз  В. 


йсовфл 


-С08Ъ 


6.С08$ъ 


■нсову, 


<н 


3.  148.  Выразить  р,  д,  г  черетъ  9  косинусовъ    и    ихъ  производныя.   Отв.: 
Формулы  аналогичны  формуламъ  задачи  147. 
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Мгновенная  ось,  скорости  и  авсоиды  вь  общемъ  случай 
движешя  твердаго  т&ла. 

144.  Изображеше  сплошного  движетя  твердаго  тЬла.  Такое  изображеше 
можетъ  быть  сделано  различными  способами;  въ  наибольшей  же  связи 
со  всЬмъ  предыдущимъ  находится  следующее.  Въ  §  36  было  показано, 
что  всякое  перем'Ьщеше  твердаго  гЬла  можетъ  быть  представлено  какъ 
слагающееся  изъ  поступательнаго,  определяемая  перем'Ьщешемъ  одной 
его  точки,  и  изъ  вращательнаго  около  этой  точки.  Предположимъ,  что 
во  все  время  движетя  одна  и  та  же  точка  М0  опред'Ьляетъ  поступатель- 
ное движете  тела.  Если  это  поступательное  движете  отбросить,  то  остается 
вращеше  около  точки  Ж"0,  которое  изобразится  кататемъ  одной  кониче- 
ской поверхности  #,  неизменно  связанной  съ  гЬдомъ,  по  другой,  2,  не- 
подвижной. Если  обЗшмъ  поверхностямъ  придать  предыдущее  поступатель- 
ное движете,  то  ихъ  относительное  движете  не  изменится,  т.  е.  по- 
прежнему  одна  поверхность  будетъ  катиться  по  другой,  но  при  этомъ  гЬло 
получаетъ  опять  свое  действительное  движете,  которое  изображается  та- 
кнмъ  образомъ  кататемъ  конической  поверхности,  неизменно  связанной 
съ  гЬломъ,  по  другой,  имеющей  поступательное  движете,  причемъ  это 
последнее  определяется  движетемъ  той  точки  гЬла,  которая  служить  вер- 
шиною об4ихъ  коническихъ  поверхностей. 

145.  Другое  изображеше  сплошного  движешя  твердаго  тЬла.  Въ  §  39 
была  доказана  теорема  Моцци,  по  которой  всякое  перемещение  твердаго 
тЬла  эквивалентно  винтовому.  Прилагая  эту  теорему  къ  безконечно-ма- 
лому  перем*щенш  и  принимая  во  внимате,  что  въ  предел*  эквивалент- 
ный перемещенхя  точекъ  сливаются  съ  действительными,  какъ  это  было 
подробнее  выяснено  въ  §§  106  и  129  для  частныхъ  случаевъ  движетя, 
можно  сказать:  Всякое  безконечно-малое  перемещеюе  твердаго 
тела  можно  разсматривать  какъ  винтовое. 

Переходя  къ  скоростямъ,  можно  сказать:  Во  всяк1й  моментъ  вре- 
мени скорости  точекъ  твердаго  тела  распределены  такъ,  какъ 
*;слибы  оно  въ  течен1е  безконечно-малаго  элемента  времени 
совершало  винтовое  движеше. 

Ось  этого  винтового  движетя  называется  мгновенноювинтовоюосью. 

Совокупность  (и,  <*>)  поступательной  (и)  и  угловой  (со)  скоростей  около 
этой  винтовой  оси  называется  винтовою  скоростью  тела  (см.  §  102). 

146.  Распределено  скоростей.  Система  скоростей  точекъ  твердаго  тела 
вполне  определяется  въ  данный  моментъ  положетемъ  винтовой  оси  и 
и  винтовою  скоростью  тела.  Пусть  будетъ  г  разстояте  какой-нибудь  точки 
3/  отъ  винтовой  оси  и  V  ея  скорость;  разлагая  эту  скорость  на  посту- 
пательную вдоль  винтовой  оси  и  на  вращательную  около  последней,  имеемъ: 
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гд'Ь  V  =  го>.  Скорости  и  и  V'  взаимно  перпендикулярны;  поэтому 

Вместо  элементовъ  и  и  со  разсматриваются  часто  о>  и  параметръ  (§  102  > 

р.=  -.  (150) 

Тогда  можно  написать:         -у  =  со  |/р2  -+-  г2 .  (151) 

Отсюда  между  прочимъ  видно,  что  точки,  который  въ  данный  мо- 
ментъ  одинаково  удалены  отъ  оси,  им-Ьютъ  равныя  скорости. 
Кром-Ь  того,  точки,  лежания  на  прямой,  параллельной  винтовой 
оси,  им*ютъ  скорости,  геометрически  равныя. 

Полезно  заметить  еще  следующее:  проекцш  скоростей  ве/Ьхъ 
точекъ  на  винтовую  ось  равны.  Это  сл'Ьдуетъ  изъ  того,  что  эти 
лроекщи  представляютъ  собою  поступательную  скорость  вдоль  винтовой  оси. 

3.  149.  Пароходный  винтъ  дйлаетъ  200  оборотовъ  въ  минуту,  а  пароходъ 
двигается  со  скоростью  20  километровъ  въ  часъ.  Определить  параметръ  вин- 
товой скорости  винта.  Отв.:  р=:2Сф...  сантиметровъ. 

3.  150»  Скорость  точки,  находящейся  въ  разстоянш  г  отъ  винтовой  осп, 
образуетъ  съ  последнею  уголъ  а.  Определить  параметръ  винтовой  скорости. 
Отв.:  р  =  гсо1д  а. 

147.  ОпредЪлеше  винтовой  скорости  по  скоростянъ  трехъ  точекъ  тЬла, 
исходя  изъ  разложежя  §  144.  Пусть  будетъ  М0  точка,  определяющая 
поступательное  движете  гЬла,  и  я0  ея  скорость.  Если  будутъ  даны  ско- 
рости г\  я  VI  еще  двухъ  точекъ  Л11  и  Ж2,  не  лежащихъ  на  одной  пря- 
мой съ  точкою  Ж0.  то  этимъ  должна  вполнЬ  определиться  винтовая  ско- 
рость т*ла,  потому  что  (§  2)  движевие  трехъ  точекъ  твердаго  гЬла  вполнЬ 
опред'Ьляетъ  его  движете.  Разлагая  систему  скоростей  на  общую  посту- 
пательную скорость  ь<>  и  на  систему  скоростей  вращетя  около  Ж0,  мы 
найдемъ  эту  последнюю  систему  по  скоростямъ 


V,     =  V,   г'п,       17.     =  Ь\  |7П 


которыя  имЪютъ  точки  М1  и  М2  въ  вращательномъ  движети  гЬла  около 
М0:  для  этого  нужно  только  воспользоваться  прхемами,  которые  указыва- 
вались  при  изучении  скоростей  такого  движешя.  Итакъ,  можно  считать 
известными:  мгновенную  ось  V  вращательнаго  движешя  около  точки  3/0 
и  его  угловую  скорость  о>.  Нанравлешя  ю0  и  V  вообще  говоря  не  совпа- 
дают^ Чтобы  получить  винтовую  скорость,  разложимъ  г0  на  дв*  соста- 
вляющихъ:  —      — 

гд*  и  параллельна  Г,  а  у0'  къ  V  перпендикулярна.  Заменою  оси  V  дру- 
гою осью  I,  ей  параллельною,  общая  иоступательная  скорость  1-0'  можетъ 
быть  уничтожена.  Для  этой  цЬли  нужно  сделать  переносъ  оси  /'  такъ 
(§  123),  чтобы  пришлось  прибавить  поступательную  скорость^",  равную 
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н  противуположную  г'0\  Поел*  этого  останется  прежняя  угловая  скорость 
(о  около  новой  оси  I  и  поступательная  скорость  щ  ей  параллельная,  что 
вгЬсгЬ  и  составить  винтовую  скорость  тЪда.  ЗамЬтимъ  формулы: 


и  =  г-0  сов  (г\>,  о>),     р  =  —  = 5 — -  ■ 


(152) 


148.  Непосредственное  опредЪлеже  винтовой  скорости  по  сноростяиъ 
трегь  точекъ.  Пусть  будутъ  г^  г?3,  г\,  скорости  точекъ  Жх,  М2,  Мг,  не 
дежашихъ  на  одной  прямой.  Возьмемъ  въ  пространстве  произвольную 
точку  О  и  проведемъ  изъ  нея  (ф.  89): 


ОВ,  =  г„ 


ОВ, 


ОВ,  =  »,. 


Опустивъ  изъ  О  перпендикудяръ  02)  на  плоскость  (В,ВгВг)  и  разложивъ 
каждую  изъ  скоростей  на  дв*  слагаеиыхъ: 


г,  =  ОБ  -+- .ОВ,  =  «  -+-  в,', 


г,  =  00 


.ОВ,  =  и 


2  - 


можемъ  представить  не  только  скорости  точекъ 
-М"ж,  3/а.  Ж3  но  и  скорости  всЬхъ  точекъ  гЬла 
состоящими:  изъ  общей  поступательной  скоро- 
сти ОВ  и  изъ  скоростей,  параллельныхъ  плоскости  (Б^Д,),  т.  е.  пер- 
пендикулярныхъ  къ  ОВ.  Это  слЬдуетъ  изъ  сказаннаго  въ  §  18  относи- 
тельно перевгЬщенШ  параллельно  плоскости;  прилагая  это  къ  безкояечно- 
малымъ  перем*щен1ямъ,  можно  перейти  къ  скоростямъ  и  заключить,  что 
если  скорости  трехъ  точекъ  параллельны  плоскости,  то  это 
справедливо  и  для  всЬхъ  точекъ  т*ла.  Но  въ  такомъ  случа*  тЬло 
въ  данный  моментъ  вращается  около 
мгновенной  оси,  перпендикулярной  къ 
этой  плоскости,  т.  е.  параллельной  ОВ. 
Отсюда  сл-Ьдуетъ,  что  винтовая  ось 
параллельна  ОД  а  скорость  ОВ 
есть  поступательная  скорость  и  вдоль 
этой  оси. 

Остается  определить  положеше 
винтовой  оси  и  угловую  скорость  около 
нея.  Для  этого  проектируемъ  дв*  изъ 
данныхъ  точекъ,  напр.  М1  и  М2 
на  какую-нибудь  плоскость  Р,  пер- 
пендикулярную къ  ОВ  (фиг.  90).  На 
основанш  сказаннаго  въ  §  146  ско- 
рости проекцШ  тх  и  т2  геометрически  равны  скоростямъ  точекъ  Жх  и  Л/2, 
а  поэтому  вращательныя  слагаемый  этихъ  скоростей  геометрически  равны 


(' 

Е 

•\*     V 

- "  *  "Т 

•ш..     1* 

и 

*Щи     .1. 

^ 

м, 

Ц   «г 

ч*  • 

/  1 

4  % 

V 

Фиг.  90. 
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таковымъ  же  слагаемымъ  VI  и  г?а;  точекъ  Мг  и  М2,  изобраясаемымъ  век- 
торами ВВ1  и  ЛВ2  на  фигур*  89.  Отложивъ  отъ  т1  и  т%  скорости  г/ 
и  ъ-2'  и  найдя  точку  С,  пересЬчете  перпендикуляровъ  къ  нимъ,  проведен- 
ныхъ  изъ  ж1  и  т„  мы  получимъ  точку,  лежащую  на  винтовой  оси.  а 
следовательно  и  положете  винтовой  оси,  такъ  какъ  направлеше  ея  уже 
известно.  При  этомъ  находимъ: 

Являюпиеся  здЬсь  частные  случаи  могли-бы  быть  разобраны  подобно 
тому,  какъ  это  сделано  въ  §  41  для  конечныхъ  перем'ЬщенШ. 

Примгьчате.  Задавая  систему  скоростей  твердаго  гЬла  скоро- 
стями трехъ  его  точекъ.  нужно  соблюдать  услов1я,  указанный  въ 
§  ЮО. 

149.  Акссиды  винтовыхъ  осей.  Зная,  что  всякое  безконечно-малое  пе- 
рем1лцете  твердаго  гЬла  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  винтовое,  мы 
можемъ,  разбивъ  все  данное  движете  на  рядъ  посл'Ьдовательныхъ  безко- 
нечно-малыхъ  перем'ЬщенШ,  для  каждаго  изъ  нихъ  построить  мгновенную 
винтовую  ось.  ВсЬ  эти  оси  въ  предал*  сольются  въ  неподвижную  линей- 
чатую поверхность — неподвижный  аксоидъ  винтовыхъ  осей. 

Въ  каждый  безконечно-малый  элементъ  времени,  въ  течете  котораго 
происходить  перем'Ьщете  около  одной  изъ  этихъ  осей,  некоторая  прямая, 
принадлежащая  твердому  гЬлу,  совпадаетъ  съ  этою  осью.  Замечая  рядъ 
такихъ  прямыхъ,  последовательно  совпадающихъ  съ  винтовыми  осями, 
мы  получаемъ  другую  линейчатую  поверхность,  неизменно  связанную  съ 
твердымъ  гЬломъ  и  называемую  подвижнымъ  аксоидомъ  винтовыхъ 
осей.  Движете  твердаго  гЬла  можетъ  быть  представлено,  какъ  движете 
второго  аксоида  по  первому.  Это  движете  не  будетъ  уже  теперь,  какъ 
это  было  въ  частныхъ  случаяхъ,  чистымъ  кататемъ,  такъ  какъ  въ  каж- 
дый безконечно-малый  элементъ  времени  происходить  безконечно-малое 
скольжете  вдоль  совпавшихъ  образующихъ  этихъ  поверхностей. 

150.  Услов1я,  которымъ  должна  удовлетворять  пара  линейчатыхъ  по- 
верхностей, чтобы  он*  могли  служить  аксоидани  винтовыхъ  осей.  Не  вся- 
кая пара  линейчатыхъ  поверхностей  можетъ  служить  аксоидами  винто- 
выхъ осей.  Чтобы  выяснить  это  обстоятельство,  разсмотримъ  перем'Ьщете 
до  перехода  къ  пределу.  Въ  течете  того  времени,  когда  происходить 
одно  изъ  винтовыхъ  перем'ЬщенШ,  образующая  одного  аксоида  находится 
въ  совпаденш  съ  образующею  другого  аксоида.  Это  совпадете  продол- 
жается до  гЬхъ  поръ,  пока  не  совпадетъ  следующая  пара  образующихъ. 
Поэтому  существуютъ  таюя  положетя  гЬла,  когда  дв-Ь  смежныхъ  обра- 
зующихъ одного  аксоида  совпадаютъ  съ  двумя  образующими  другого.  Но 
очевидно,  что  такое  совпадете  не  у  всякихъ  линейчатыхъ  поверхностей 
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возможно;  напр.  нарою  аксоидовъ  не  могутъ  служить  развертывающаяся 
и  неразвертывающаяся  поверхности,  потому  что  у  первой  изъ  нихъ  дв* 
смежяыя  образуюпця  пересекаются,  а  у  второй  н4тъ  (§  103). 

Для  опред'Ьлешя  условШ,  которымъ  должна  удовлетворять  пара  аксои- 
довъ, обратимъ  внимайте  на  сказанное  въ  §  104  о  касатедьныхъ  плос- 
костяхъ  къ  точкамъ  линейчатой  поверхности  въ  различныхъ  точкахъ 
одной  и  той-же  образующей.  Если  касательную  плоскость  рассматривать 
какъ  предельное  положете  плоскости,  проходящей  черезъ  дв4  безконечно- 
6лизк1я  точки  одной  образующей  и  черезъ  точку  смежной  образующей, 
то  легко  видеть,  что  у  пары  аксоидовъ  касательныя  плоскости  во  всЬхъ 
точкахъ  общей  образующей  должны  совпадать.  Формула  (ПО)  показы- 
ваетъ,  какъ  изменяется  направлеше  касательной  плоскости  съ  переходомъ 
отъ  одной  точки  образующей  къ  другой;  такъ  какъ  она  при  этомъ  пово- 
рачивается около  общей  образующей,  то  понятно,  что  уголь  ея  поворота 
между  двумя  какими-нибудь  точками  общей  образующей  долженъ  быть 
одянаковъ  у  обоихъ  аксоидовъ. 
Пусть  будетъ  АВ  (фиг.  91)  эта 

образующая,  М0  и  М0'  точки  на     .         М»     М»  ЬЬ  М, 

литяхъ  съужешя  той  и  другой  по-  Щ         М1 

верхности,  е  и  •'  параметры  этихъ  Фиг.  91. 

поверхностей  для  образующей  А  В 

(§  103),  а  М1%  М2  и  Мх\  М2'  каыя-нибудь  совпадающая  точки  этой 
образующей  и,  наконецъ,  р1э  ра  и  р/,  ра'  значен1я  въ  этихъ  точкахъ 
угла  р,  входящаго  въ  формулу  (ПО).  ИмЬемъ  условие 

Ра'  —  $х    =  Рз  _  ?1» 

независимо  отъ  положенШ  двухъ  взятыхъ  точекъ.  Приравнивая  котан- 
генсы этихъ  разностей,  находимъ: 

1-ь'<7  ?,'•*</ IV  =  1  -*-  (д^  1д$2 
*9Ь'-*9К  ^Р.-*Р| 

или,  по  формул*  (ПО): 

.  _^  ЩМ^М'М'  ВД  .м»м2 


Л/о'ЛГ,'  _  Мд'М,1     ~~    М0М^  _  МоМ± 
е'  е'  ее 

«а  ..  .    ЩЛЦ  .  М0'М,' мпм, .  М0М, 

е    -г- 1 —  е  —\ • 

в  е 

•*го  равенство  должно  оправдываться  при  всякихъ  положетяхъ  двухъ 
взятыхъ  точекъ;  пусть  Мг  и  ЛГ/  совпадаютъ  съ  М0,  а  М2  и  М2  съ  З10'т 
тогда  предыдущее  равенство  даетъ: 

е'  =  е 
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и  на  основанш  этого,  уже  опять  при  всякихъ  положешяхъ  двухъ  взятыхъ 
точекъ,  принимаетъ  видъ: 

Мо'М,'  .  М0'М2'  =  М0Мг  .  М0М2 

и  удовлетворяется,  только  если  точки  М0  и  Ж0'  совпадаютъ.  Отсюда  за- 
ключаемъ:  Если  дв*  линейчатыя  поверхности  должны  служить 
парою  аксоидовъ,  то  для  каждой  пары  совпадающихъ  обра- 
зующихъ  параметры  должны  быть  равны,  а  точки  лин1й  съуже- 
Н1я  должны  совпадать  (но  могутъ  другъ  друга  и  не  касаться). 

Въ  частности,  двгЬ  развертывающаяся  поверхности  всегда  могутъ  слу- 
жить парою  аксоидовъ,  потому  что  у  нихъ  параметръ  для  всЬхъ  обра- 
зующихъ  равенъ  нулю  (§  103);  ихъ  ребра  возврата  при  этомъ  должны 
касаться  другъ  друга. 

Вышеприведенныя  соображешя  им'Ьютъ  между  прочимъ  приложете 
въ  теорш  механизмовъ,  при  устройств*  гиперболоидальныхъ,  а  также 
геликоидальныхъ  зубчатыхъ  колесъ,  служащихъ  для  передачи  вращешя 
съ  одной  оси  на  другую,  не  пересекающуюся  съ  первою. 

3.  151.  Могутъ  ли  служить  парою  аксоидовъ:  а)  конусъ  и  развертываю- 
щийся геликоидъ,  Ъ)  цилиндръ  и  линейчатый  гиперболоидъ,  с)  два  гиперболоида 
съ  круговыми  лин1ямп  съужетя  различнаго  радгуса,  с1)  гиперболоидъ  съ  кру- 
говою лишею  съужетя  п  гиперболический  параболоидъ,  е)  два  прямыхъ  не- 
развертывающихся  геликоида  съ  различи ымъ  винтовымъ  ходомъ,  Г)  линейча- 
тый гиперболоидъ  съ  круговою  зшшею  съужетя  и  неразвертывающШся  ге- 
ликоидъ. Отв.:  а)  да,  Ъ)  нътъ,  с)  да,  61)  нвтъ,  е)  нътъ,  Г)  да. 

Скорости  въ  ооставномъ  и  относительномъ  движетяхъ 
твердаго  тФда  въ  общемъ  случа*. 

151.  Сложеше  двухъ  системъ  винтовыхъ  скоростей.  Не  входя  въ  по- 
дробное разсмотр'Ьте  этого  вопроса,  укажемъ  только,  что  законы  сложе- 
Н1Я  скоростей  въ  частныхъ  случаяхъ  движешя  твердаго  гЬла,  разсмотр'Ьн- 
ные  до  сихъ  поръ,  въ  сущности  достаточны  для  решетя  этого  вопроса 
въ  самомъ  общемъ  случа-Ь.  Пусть  будутъ  для  даннаго  момента  времени 
даны  дв*Ъ  винтовыя  скорости.  Требуется  найти  систему  скоростей,  имъ 
эквивалентную,  и  представить  ее  тоже  въ  вид*  винтовой  скорости.  Пусть 
•будутъ  1Х  и  12  оси  и  и19  со1  и  и2,  <*>а  поступательный  и  угловыя  скорости 
данныхъ  винтовыхъ  скоростей.  Переносъ,  при  помощи  добавочной  посту- 
пательной скорости  и0,  вращетя  (о^)  съ  оси  1Л  на  ось  7/,  ей  параллель- 
ную и  пересекающую  ось  12,  позволяетъ  всю  совокупность  скоростей 
разсматривать  состоящею:  изъ  вращенШ  //("О  и  ^(^г)  около  пересе- 
кающихся осей  и  изъ  скорости  м' =  и^ -ь  и-а -*- м0 ,  поступательнаго  дви- 
жется. Складывая  угловыя  скорости,  мы  получимъ  угловую  скорость 
<д>  =  ш1  -+-  о>2  вращешя  около  некоторой  оси  Г,  проходящей  черезъ  точку 
иересЬчешя  осей  //  и  12.  Приведя  такимъ  образомъ  данныя  винтовыя 
•скорости  къ  систем*  скоростей  одного  вращательнаго  и  одного  постула- 
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тельнаго  движенШ,  можно  уже  потомъ  по  способу,  указанному  въ  §  147, 
эту  последнюю  систему  представить  какъ  винтовую  скорость  \). 

152.  Скорости  въ  относительноиъ  движеми  двухъ  твердыхъ  тЬлъ.  На- 
меченный выше  пр1емъ  для  сложен1я  винтовыхъ  скоростей  им*Ьетъ  при- 
ложете  при  определены  скоростей  относительная  движешя  двухъ  твер- 
дыхъ гклъ.  Для  этого  нужно,  по  способу,  указанному  уже  въ  §§  125  и 
138  для  частныхъ  случаевъ,  относительный  скорости  превратить  въ  со- 
ставныя  абсолютный. 

3.  152.  По  винтовой  наръзкъ  съ  парам етромъ  р1  двигается  гайка,  вращаясь 
при  этомъ  около  оси  ^  винта  съ  угловою  скоростью  щ;  этотъ  винтъ  совер- 
шаетъ  въ  то  же  время  винтовое  движете  съ  параметромъ  ра  около  оси  1%,  пер- 
пендикулярной къ  оси  1Х  и  ее  пересекающей,  имъя  при  этомъ  угловую  ско- 
рость ш2.  Определить  винтовую  скорость  составного  движешя  и  показать,  что 
ея  параметръ  определяется  формулою 

р  =  рл  со»1  (3  -+-  ря  *?па  Э,  (153) 

гдЬ 

*      О  Ш2 

'0  Р  =  —  » 
1  Ш1 

и  что  ось  винтовой  скорости  сложнаго  движешя  отстоитъ  отъ  плоскости  осей 
\х  и  ?,  на  разстояши:  . 

П=^(р2-р1)81н2^  (154) 

Формулы  (153)  и  (154)  играютъ  важную  роль  въ  „теорш  винтовъи  Болла. 

3.  153.  Два  колеса  вращаются  около  двухъ  непараллельны хъ  и  непересе- 
кающихся осей  1Х  и  12  съ  угловыми  скоростями  ш1  и  со2,  находящимися  въ  по* 
стоянномъ  отношения.  Опредълить  относительное  движете  колесъ.  Отв.:  Вин- 
товая ось  относите льнаго  движешя  имьетъ  направлеше  вектора  ш  =  щ  —  т1 
п  дъяитъ  кратчайшее  разстоян!е  между  данными  осями  на  части,  прямо  про- 
порцДонадьныя  тапгенсамъ  угловъ,  образуемыхъ  направлен!емъ  (ш)  съ  дан- 
ными осями.  Подробнее  см.  прикладную  кинематику,  гдъ  эта  задача  служить 
основашемъ  при  построенш  гиперболоидальныхъ  зубчатыхъ  зацъплен1й. 

Аналитическое  опредфдете  скоростей  въ  общемъ  случай 
движешя  твердаго  тФда. 

153.  Формулы  для  скорости  какой-нибудь  точки  тЬла.  Зная,  что  въ 
общемъ  случае  движете  твердаго  тЬла  слагается  изъ  поступательнаго, 
опредЬляемаго  движетемъ  произвольно  выбранной  точки  М0,  и  изъ  вра- 
щен1я  около  этой  точки,  и  означая  черезъ  г0  и  *>'  скорости  какой-нибудь 
точки  гЬла  въ  этихъ  двухъ  движетяхъ,  имЪемъ  для  полной  скорости 
этой  точки:  -      —      —г 

V  =  Гп  -+-  Г  . 


1)  Существуетъ  пр1емъ  для  непосредственнаго  сложешя  винтовыхъ  ско- 
ростей, основываю щШся  на  общей  теор1и  винтовъ,  созданной  Робертом ъ 
Ьолломъ  (КоЪег*  Ва11)  и  приводящей  къ  весьма  замъчательнымъ  обобщешямъ. 
Но  мы  не  можемъ  уже  на  этомъ  останавливаться  въ  курсв  „ОснованШ  теоре- 
тической механики11.  См.  В,.  Ва11:  „ТЬеогу  оГзсгелуз",  Н.  ОгауеПнз:  „МесЬашк 
?1;аггег  8ув*ете"  (составлено  по  работамъ  Болла). 
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При  проектированы   этого  равенства  на  координатный  оси  можемъ  для 
скорости  V'  воспользоваться  формулами  (146)  или  (145)  и  находимъ: 


*6  =  \  "^  шт1  (^  —  С0)  —  «V  (*1  —  Чо)> 
«Ч  =  «Ц  +  «V  (6—  6о)  —  «>?  (С  —  Со), 

^  =  V  -«-  <°$  (Ч  —  Чо)  —  «^(б  —  бо); 


(155) 


V.  =  ьл. 


У  о» 


-  0*  —  П/, 

-  гх — рг>    >  (156> 

ь\  =  »«,  -+-РУ  —  4х- 

Въ  послЬднихъ  формулахъ  нужно  координаты  #,  у,  я  заменить  раз- 
ностями а:  —  #0,  у  —  у0,  я —  #0,  если  точка  М0  не  совпадаетъ  съ  нача- 
ломъ  подвижныхъ  координатныхъ  осей. 

Когда  движете  твердаго  гЬла  задано  элементами  ?0,  т)01  ^,  &,  <р,  ф 
въ  функцш  времени  (§  65),  то  въ  формулахъ  (155)  и  (156)  все  можетъ 
быть  выражено  въ  функцш  времени.  А  именно,  для  угловыхъ  скоростей 
им'Ьемъ  формулы  (138)  или  (139);  дал*е: 


<К« 


\=  Ж* 


_  *% 


"07) 


<%0 


V  =  *0С   С08Л1  ^  Г07)  С08$1 


(157) 
(158) 


"Л    '      Х-   А   ' 

и  стояние  здгЬсь  косинусы  могутъ  быть  определены  по  формуламъ  (47). 

154.  Аналитическое  опредЪлеме  мгновенной  винтовой  оси  и  аксоидовъ. 

Всякая  точка  Мх  (Еп  г\1У  ^Д  лежащая  на  мгновенной  винтовой  оси,  им^еть 
свойство,  что  ея  скорость  и  направлена  вдоль  этой  оси  и  следовательно 
лежитъ  на  одной  прямой  съ  векторомъ  о>;  поэтому 


и. 


иг 


|  *7)  "Г 

™Ь  ~  <*г\  ~  "V 
Но  формулы  (155)  даютъ: 

*$  =  \  ■+■  ^т)  (^   -  У  —  ^  (Ч|  —  Чо). 

%]  =  ^07)  "+■   ^    (*1  —  *о)   -    <°6    (-1    ~  ^о), 

и,  =  «>0,  -+-  о)^   (Ч1  —  Т)0)  —  (0^  (^  —  60). 

Итакъ,  координаты   точекъ,  лежащихъ  на  винтовой  оси,  удовлетворяютъ 
уравнешямы 

^"*"Ш1|  Л-  V""  "V  СП1— Чо)  г,07]-+-  <°Г  (*1  —  *о)  ~  ^  (^ Со)  ) 


*>ог  "*-  ^  (Ч|  —  Чо)  —  <»ц  &  —  *о) 

~~~  (О- 


(159) 
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который  и  можно  рассматривать -какъ  уравненш  винтовой  оси,  если  Е1? 
7]и  С4  считать  текущими  координатами.  Остальные  элементы  суть  изв4стныя 
функщи  времени,  а  въ  данный  моментъ  являются  постоянными  коэффи- 
щентами  въ  уравнен1яхъ  этой  прямой.  Исключая  I  изъ  уравнешй  (159), 
мы  получимъ  зависимость 

Ф  («!,  Ъ,  ъх)  =  О, 

которою  связаны  во  всякШ  моментъ  координаты  точекъ,  лёжащихъ  на 
мгновенныхъ  осяхъ,  т.  е.  она  представляетъ  уравнеше  неподвижнаго 
аксоида. 

Подобными  же  разсуждешями  мы  иайдемъ,  что  положеше  мгновенной 
оси  въ  двигающемся  гЬл'Ь  определяется  уравнениями: 

%г  -ь  дгх  —  ту,  _  у09  -+-  гхх  —  ргх  _  У0%-*-ру1  —  дхх 

р  д  г  '  } 

а  уравнеше  подвижнаго  аксоида  исключешемъ  изъ  этихъ  уравнешй  пе- 
ременной (,  которая  входить  въ  г0х,  г0у,  г0лУ  р,  д  и  г. 

Чтобы  определить  параметръ  винтовой  скорости,  обратимся  къ  фор- 
муламъ  (152).  Замечая,  что 

ои'0  соз  (ш,  1?0)  =  иу0$  -+-  (о^г^  ч-  <^г0,, 
им^емъ* 

фу0  соз  К  ,„)  ^  Уо|  +  У'Ч  -*-  ">СЧ . 

3.  154.  Решить  аналитические»  путемъ  задачу  152.  Для  рЪшен1я  при- 
нять данныя  винтовыя  оси  за  оси  ($)  и  (т|). 

3.  155.  Выразить  услов!е,  чтобы  совокупность  двухъ  винтовыхъ  скоростей 
рх  (щ)  и  ра  (о>2)  около  пересекающихся  осей  была  эквивалентна  систем*  ско- 
ростей простого  вращешя.  Отв.: 

Если  данныя  винтовыя  оси  не  пересекаются,  то  услов1е  выражается  сложнее, 
такъ  какъ  къ  даннымъ  постулате льнымъ  скоростямъ  р1о>1  и  доо,  присоеди- 
няется еще  поступательная  скорость,  зависящая  отъ  параллельнаго  переноса 
одной  изъ  данныхъ  осей  до  пересъчешя  ея  съ  другою,  чтб  необходимо  для 
возможности  сложенш  угловыхъ  скоростей. 

А  надитдгеесвое  опредфдете  скоростей  въ  относительною, 
переносномъ  и  абоодютномъ  движеншхъ  точки  и  твер- 

даго  т4да. 

155.  Формулы  для  скоростей  точки.  Въ  §  90  быль  выведенъ  общШ 
законъ  для  опред'Ьлешя  скорости  абсолютнаго  движетя  точки,  когда  оно 
слагается  изъ  относительяаго  и  переноснаго  движешй.  Разсмотримъ  этотъ 
вопросъ  аналитически  въ  предположены,  что  относительное  движете  точки 
происходить  по  отношенш  къ  твердому  тЬлу,  а  ея  переносное  движете 

П.  Соховъ. — Оснбвашя  теорет.  механики.  9 
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обусловливается  движешемъ  последняя),  какъ  это  представлялось  уже  въ 
§  69.  Согласно  этому,  обратимся  къ  формуламъ  (50): 

\  =  Е0  4-  х  соз  ах  4-  у  соз  а2  4-  г  соз  а3 , 

7]  =  т)0  4-  х  соз$х  -+-  у  соз$2  4-  г  со«рз,    1  (162) 

(  =  Со  -4-  ^  соз  1г  4-  у  СОЗ  Та  4-  Я  СОЗ  у3  > 

предполагая  въ  нихъ  координаты  х,  у,  г  двигающейся  въ  гЬА  точки  уже 
не  постоянными,  какъ  это  было  бы  для  какой-нибудь  точки  самаго  твер- 
даго  тЬла,  а  функщями  времени. 

Проекщи  на  осяхъ  (бтф  абсолютной  скорости  данной  точки  могутъ 
быть  определены  дифференцировашемъ  выражешй  (162)  по  времени;  на- 
пишемъ  выражение  только  для  одной  изъ  проекщи: 


(163) 


Члены  первой  строки  представляютъ  проекщю  той  скорости,  которую  имйла 
бы  точка,  еслибы  ея  координаты  х,  у,  г  не  менялись,  т.  е.  еслибы  она 
была  неизменно  связана  съ  твердымъ  гЪломъ;  эти  члены  опредЪляютъ 
поэтому  проекщю  скорости  юх  переноснаго  движен1я  точки: 

с#0  А  соз  а.  йсоза*  йсоза,  „«„ч 

9>\=*+* -&*+*-*- ■*•'-*-•       (164) 

Во  второй  строк*  формулы  (163)  производный  отъ  координатъ  опред*- 
ляютъ  проекщи  скорости  ь\  относительнаго  движенхя*  точки  на 
подвижныхъ  координатныхъ  осяхъ: 

их  Ли  Аг  г.  л-ч 

Ж  =  ^    йГ  =  г>"    *=*'••  (165> 

Принимая  во  внимате  значете  угловъ  ах,  а2,  а„  легко  видеть,  что  вся 
вторая  строка  формулы  (163)  опредйляетъ  проекщю  скорости  г,  на  не- 
подвижную ось  ((;): 

у2  +  =  V2x  созаг  4-  ь29  созл2  4-  г-2г  соза3.  (166) 

Поэтому  формула  (163)  и  аналогичный  ей  для  проекщи  скорости  данной 
точки  на  друпя  координатный  оси  могутъ  быть  написаны  такъ: 

\  =  \  -+-  ^1    \  =  г17]  -+-  1щ*    1\  =  «>  -+-  'V;         (167) 
откуда  вытекаетъ  геометрическая  зависимость: 

7  =  77  4- "г,",  (168) 

выражающая  уже  известный  законъ  сложетя  скоростей. 
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Мы  видимъ,  что  три  формулы  вида  (163)  даютъ  возможность  опреде- 
лить аналитически  одну  изъ  скоростей  г?,  г„  г>2,  когда  дв*  друпя  даны 
и  когда  дано  движете  твердаго  гЬла. 

156.  Скорости  въ  относительного  движенш  двухъ  твердыхъ  т*лъ.  Эти 

скорости  могутъ  быть  изучаемы  аналитически  по  способу,  намеченному 
въ  §  73,  если  въ  указанныхъ  тамъ  формулахъ  отъ  координатъ  перейти 
къ  ихъ  производнымъ  по  времени.  Мы  не  будемъ  однако  же  это  разви- 
вать подробнее. 


ГЛАВА   III. 


Ускоретя.  Геометрическое  и  аналитическое 
изелЪдовате. 

Ускорете  точки. 

157.  ОпредЬлеме.  При  движенш  точки  скорость  ея  представляется  век- 
торомъ,  у  котораго  неирерывнымъ  образомъ  изменяются  и  величина  и  на- 
правлете.  Ускорете  даегь  возможность  судить  объ  этомъ  изм^неши  въ 
зависимости  отъ  времени,  въ  течете  котораго  оно  происходить.  Въ  §  97 
для  изучешя  измЗшетя  вектора  было  введено  понятие  о  его  геометриче- 
ской производной;  прилагая  это  понятие  къ  скорости,  мы  будемъ  назы- 
вать ускорен1емъ  геометрическую  производную  скорости.  На 
основанш  этого,  ускореше  представляется  предЪломъ  отношенгя 
геометрическаго  приращенгя  скорости  къ  элементу  времени, 
въ  течение  котораго  это  приращеюе  произошло. 

Применяя  къ  ускорешю  сказанное  въ  §  97,  можно  также  сказать: 
ускореюе  определяется  скоростью  на  годографе  скоростей. 

158.  Единица  ускоретя.  Единица  ускорены  есть  единица  производная 
изъ  единицы  скорости  (§  83)  и  единицы  времени.  Аналогично  съ  поня- 
тъемъ  о  средней  скорости  (§  81)  можно  установить  понятое  о  среднемъ 
ускорение,  какъ  отношенш  геометрическаго  приращетя  скорости  къ  со- 
ответствующему промежутку  времени,  предполагая  послйдтй  конечнымъ. 
Среднее  ускорете  равно  единице,  если  это  отношете  равно  единиц*.  При- 
лагая это  представлете  къ  безконечно-малому  элементу  времени  и  пере- 
ходя къ  пределу,  мы  получаемъ  движете,  въ  которомъ  въ  данный  мо- 
ментъ  времени  ускорете  равно  единиц*. 

Такъ  какъ  время  разсматривается  какъ  число  отвлеченное,  а  скорость 
входить  во  всЬхъ  формулахъ  какъ  величина  линейная  (§  83),  то  и  ускоре- 
те будегъ  во  всЬхъ  формулахъ  механики  входить  какъ  величина  линейная. 

159.  Ускореше  какъ  векторъ.  Геометрическую  производную  вектора  мы 
условились  (§  97)  разсматривать  какъ  новый  векторъ,  нанравлетемъ  ко- 

9* 
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тораго  служить  предельное  направлеше  геометрическаго  прлращешя  дан- 
наго  вектора  или,  все  равно,  скорость  на  годографе  вектора.  ПримЪняд 
это  къ  ускоренш,  можемъ  сказать,  что  ускореше,  какъ  по  величин^ 
такъ  и  по  направлению,  изображается  скоростью  точки  на  годо- 
граф* скоростей. 

Начало  вектора-ускоренш  можно  взять  произвольно,  но  обыкновенно, 
за  него  принимается  точка,  движете  которой  разсматривается. 

Мы  будемъ  ускореше  обыкновенно  обозначать  буквою  ш. 

160.  Тангенщальное  и  нормальное  ускоретя.  Частнымъ  геометрическим^ 
производнымъ  вектора  (§  98)  соответствуют^  частныя  ускореюя.  Гео- 
метрическая производная  скорости  по  величин*  называется,  тангенпдаль- 
нымъ  ускоренгемъ  (и/),  а  геометрическая  производная  по  направленно, — _ 
нормальнымъ  ускореюемъ  (го").  По  формуламъ  (97)  и  (98): 

ю"=  го),  (170> 

где  о)  —  угловая  скорость  вращешя  вектора  «. 

Тангенц1альное  ускоренге  им'Ьетъ  направленге  скорости,  если- 
производная  V  по  Ь  положительная,  и  прямо  ей  противуположно, 
если  эта  производная  отрицательная. 

Нормальное  ускоренге  перпендикулярно  къ  скорости  и  на-, 
правлено  въ  ту  сторону,  куда  скорость  поворачивается;  на  осно- 
вании этого  оно  лежитъ  въ  той  плоскости,  которая  является  пред$льнымъ 
положешемъ  плоскости,  содержащей  скорость  V  данной  точки  М  и  парад-, 
лельной  скорости  г/  безконечно-близкой  къ  ней  точки  М1  (§  98). 

Въ  этой  же  плоскости  лежитъ  и  полное  ускореше  щ  которое,  по  фор-, 
мул*  (99)  слагается  геометрически  изъ  частныхъ  ускоренШ: 

Ю  =  IV'  ч-  IVй.  ( 1 7 1  )^ 

Для  многихъ  вопросовъ  механики  весьма  важно  ясно  представлять 
себ4  направлеше  ускорешя  для  каждаго  даннаго  положешя  двигающейся 
точки.  Для  этой  ц4ли  полезно  будетъ  разсмотр4ть  ускорешя  въ  нЪсколь- 
кихъ  частныхъ  случаяхъ  движенгя. 

161.  Ускореше  въ  пряиолинейноиъ  движенш.  Въ  этомъ  случае  напра- 
влеше скорости  не  изменяется,  и  мы  им^емъ  тотъ  случай  измгЬнешя  век- 
тора (§  98),  когда  его  геометрическое  приращеше  равно  алгебраическому 
и  лежитъ  на  одной  прямой  съ  самымъ  векторомъ.  Въ  этомъ  случа*  пол- 
ное ускореше  определяется  формулою  (169).  Притомъ,  если  скорость  воз- 
растает^ то  ускореше  направлено  въ  ту  же  сторону,  какъ  скорость; 
если  же  скорость  уменьшается,  то'  ускоренге  направлено  противуположно. 
скорости. 
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3.  155.  Определить  ускореше  въ  движенш  по  оси  (х),  определяемою, 
уравнешемъ  ,  =  в+И  +  Л  (172) 

0тв':  Ах 

г=™  =  Ъ  +  2с*,  (173) 

аъ 

гс  =  2с;  (174) 

т.  е.  въ  зтОмъ  движенш  ускореше  постоянно.  Если  с>0,  то  оно  напра- 
влено в1>  одйу  сторону  со  скоростью;  а  если  с<0,  то  оно  противупо- 
ложно  скорости;  Заданное  движеше  называется  равном4рно-перем*н- 
нымъ,  потому-что,  согласно  формуле  (173),  скорость  изменяется  пропор- 
щонально  времени. 

9:  156.  Определить  ускореше  въ  гармоническомъ  движенш  по  оси  (х) 
(см:  задачу  87): 

х  =  а8гп  I  —  %  \ 

и  указать,  въ  какихъ  положешяхъ  точки  и  при  какихъ  значетяхъ  скорости 
усворенХе  направлено  въ  сторону  движен1я  или  въ  сторону  противу  по  ложную. 

162.  Ускорен1е  въ  равногЬрноиъ  круговогь  движенш.  Такъ  какъ  вели- 
чина скорости  здесь  не  меняется,  то,  согласно  §  98,  полное  ускореше 
определяется  только  геометрическою  производною  скорости  по  направле- 
нно, и  по  формул*  (170): 

гс  =  гчо.  (175) 

Пусть  будетъ  г  радусъ  круга,  проведенный  къ  двигающейся  точки;  онъ 
поворачивается  съ  тою  же  угловою  скоростью  <о,  какъ  и  векторъ  г\  По- 
этому <о  опредЬляетъ  собою  угловую  скорость  кругового  движешя,  следо- 
вательно V  =  по  и  3 

и;  =  ш2г  =  -*-.  (176) 

Это  ускореше,  согласно  §  160,  перпендикулярно  къ  скорости,  лежитъ  въ 
плоскости  круга  и  направлено  по  радаусу  отъ  окружности  къ  центру. 

3.  157.  Точка,  двигаясь  равномерно  по  кругу,  дълаетъ  п  оборотовъ  въ  ми- 
нуту. При  какомъ  рад1усъ  круга  ускорен!е  равно  единиц*?  Отв.: 

_  900# 

П31С2 

163.  Ускорено  въ  равногЬрноиъ  движенш  по  накой-нибудь  плоской  лиши. 

Разсмотримъ  три  безконечно-близкихъ  положения  Ж,  М\  Ж"  двигающейся 
точки  и  проведемъ  черезъ  нихъ  кругъ.  При  определенш  скорости  можно 
безконечно-малыя  дуги  37 Ж'  и  Ж 'Ж"  траекторш  заменить  круговыми  ду- 
гами (§  106)  и  поэтому  заменить  скорости  V  и  «?',  соответствующая  по- 
ложешямъ  Ж  и  Ж',  скоростями  кругового  движешя,  предполагая  его 
при  этомъ  тоже  равном4рнымъ.  Такимъ  образомъ  ускореше  определится 
какъ  ускореше  равномернаго  движешя  по  тому  кругу,  въ  который  пре- 
вратится вышеуказанный  кругъ  при  переходе  къ  пределу,  когда  точки 
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Ж'  и  Ж"  будутъ  приближаться  къ  совпадение  съ  точкою  Ж.  Этотъ  пре- 
дельный кругъ  называется  (см.  приложетя  анализа  къ  геометрш)  кру- 
гомъ  кривизны,  а  его  радеусъ  р  и  центръ  С  рад1усомъ  и  центромъ 
кривизны.  Обратная  величина  радоуса,  1/р,  называется  кривизною  кри- 
вой линш  въ  точки  Ж.  Очевидно,  что  съ  измЬнешемъ  положешя  точки  Ж 
меняется  и  кругъ  кривизны. 

Обращаясь  теперь  къ  выражешю  ускорешя,  мы  можемъ  принять  для 
него  формулу  (175),  предполагая,  что  о>  есть  угловая  скорость  вращешя 
радауса  кривизны  при  безконечно-маломъ  перемещены  точки  изъ  поло- 
жешя Ж  по  кругу  кривизны;  а  по  формул*  (176): 

^  =  шар  =  — .  (177) 

Ускореше  это  направлено  по  радаусу  круга  кривизны  отъ  точки 
Ж  къ  центру,  или  иначе,  по  нормали  къ  данной  траекторш  въ 
ту  сторону,  куда  она  загибается. 

164.  Ускореже  въ  равномерною  движенЫ  по  какой-нибудь  не  плоской 
линш.  И  въ  этомъ  случай  можно  провести  кругъ  черезъ  три  безконечно- 
близюя  точки  М,  М\  Ж"  и  найти  его  предельное  положеше,  которое 
получается,  когда  точки  Ж'  и  Ж"  приближаются  къ  совпадетю  съ  точ- 
кою М.  И  въ  этомъ  случай  этотъ  предгЬльный  кругъ  называется  кругомъ 
кривизны  кривой  лиши  въ  точки  М.  Разница  состоитъ  теперь  въ  томъ, 
что  плоскость  этого  круга  меняется  съ  переменою  положешя  точки  Ж, 
чего  быть  не  можетъ  у  плоской  лиши.  Плоскость  круга  кривизны  назы- 
вается плоскостью,  соприкасающеюся  къ  кривой  въ  точки  Ж  (см.  при- 
ложено анализа  къ  геом.).  Въ  остальныхъ  отношешяхъ  получаются  преж- 
ше  результаты.  Ускореше  опять  направлено  по  радиусу  круга  кривизны 
отъ  точки  Ж  къ  его  центру  и  опять  выражается  формулою  (177). 

Когда  разсматривается  лишя  въ  пространств*  трехъ  измЪренШ,  то  въ 
каждой  точки  ея  можно  провести  безчисленное  множество  нормалей,  обра- 
зующихъ  плоскость,  перпендикулярную  къ  касательной.  Та  нормаль,  которая 
лежитъ  въ  соприкасающейся  плоскости,  называется  глав  ною.  Окончательно 
можно  сказать:  Ускорение  въ  равномЪрномъ  криволинейномъ  дви- 
жен1и  направлено  по  главной  нормали  къ  центру  кривизны  и 
равно  отношен1ю  квадрата  скорости  къ  радиусу  кривизны. 

165.  Уснореше  въ  общемъ  случа*  движежя  точки.  Возвращаясь  къ  об- 
щему случаю  движешя  и  зная,  что  ускореше,  будучи  геометрическою 
производною  скорости,  слагается  геометрически  изъ  частныхъ  геометри- 
ческихъ  производныхъ  (§  98),  представлягощихъ  собою  частныя  ускоренгя, 
тангенщальное  и  нормальное,  изъ  которыхъ  первое  направлено  по  каса- 
тельной, а  второе  по  главной  нормали  къ  траекторш,  находимъ,  что 
полное  ускореюе  _      _ 

IV  =  IV'  -+-  IVй  (178) 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   135 


§  166,  ф.  181. 


лежнтъ  въ  соприкасающейся  плоскости.  А  такъ  какъ  частный  гео- 
метрическая производный  взаимно  перпендикулярны  и  по  формул*  (177) 


Р 
то  по  этой  формул*  и  по  формул*  (169): 


го 


-А 


Зам*тимъ  еще  формулы: 

га'  =  гс  соз  (м?,  *;), 


IV0  =  Ю  81П  (IV,  V). 


(179) 


(180) 


(181) 


Въ  первой  изъ  этихъ  формулъ  следовало  бы  поставить  двойной  знакъ, 
потому  что  уголъ  (и?,  V)  можетъ  быть  и  острымъ  и  тупымъ;  но  мы  будемъ 
для  ю1  принимать  и  положительный  и  отрицательныя  значетя,  чтб  бу- 
детъ  соответствовать  и  знакамъ  производной  V  по  *. 

Зависимость  между  ускорешемъ  и  кривизною  кривыхъ  им*етъ  прило- 
жение въ  изсл^дованш  геометрическихъ  свойствъ  посл*днихъ,  какъ  и 
мнопе  друпе  вопросы  кинематики. 

3.  158.  По  какому  закону  должна  изменяться  скорость  при  движенш 
точки  по  кругу  радиуса  г,  для  того  чтобы  уголъ  между  полнымъ  ускорен1емъ 
и  скоростью  оставался  постояннымъ?  Отв.: 


гд-Ь  к  и  с  постоянный. 


Ы 


Аналитическое  И8учен1е  ускорешя  точки. 

166.   Проекцш  усяорен1Я  на  неподвижныхъ  иоординатныхъ  осяхъ.   Въ 

§  157  было  показано,  что  ускорете  можно  разсматривать  какъ  скорость 
на  годограф*  скоростей.  Построимъ  годографъ  скоростей,  взявъ  начало 
годографа  въ  начал*  координатъ.  Каждому  положешю  М  двигающейся 
точки  соответствуешь  точка  А  на  годограф*  (фиг.  92)  какъ  конецъ  век- 
тора ОА,  геометрически  равнаго  скорости  точки  М. 
Пусть  будутъ  &',  т\\  С  координаты  точки  А;  такъ 
какъ  он*  равны  проекщямъ  вектора  V  на  осяхъ 
координатъ,  то 

С  <И  '  Фиг.  92. 

ГД*  5,  ч,  ъ  координаты  точки  Л/,   заданный  какъ   функщл  времени.  На 
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основанш  этого,  скорость  точки  А  или  ускореше  точки  Ж  им'Ьетъ  своими 
проекщями  на  осяхъ  координатъ: 


(182) 


т.  е.  проекц1и  ускорения  точки  на  неподвижныхъ  координат- 
ныхъ  осяхъ  определяются  производными  второго  порядка  отъ 
координатъ  этой  точки  по  времени.  По  этимъ  формуламъ  мы  будемъ 
знать  для  каждаго  момента  времени  и  величину  ускорены, 


"\= 

= 

»ч  = 

= 

«V  = 

~зг 

= 

(II2  ' 

10  =  ^Н\* 


ю- 


IV  * 


и  его  направлете: 

СОЗ  (IV,  5)  = 


10, 


5 


го 


СОЗ  (?г,  У\) 


соз  (го,  К)  = 


90 


(183) 


(184) 


167.  Аналитическое  опредЪлеме  тангенщальнаго  и  нориальнаго  уско- 
рен! й.  Тангенщальное  ускореше  го\  согласно  формул*  (169),  получается 
дифференцировашемъ  выражешя: 


V  =  Уо*  -ь^2  +  гу*. 
Принимая  во  внимаше  формулы  (182),  находимъ: 


10' 


^"Ъ4"  V"! 


V* 


„    2 


*   * 


(185) 


Та  же  формула  могла  бы  быть  выведена  изъ  перваго  изъ  равенствъ 
(181).  Проекщи  тангенщальнаго  ускорешя  могутъ  быть  определены  по 
формуламъ: 


го  V* 


го 


»'     =  го'  СОЗ  (V,    ?)  = ,  ю'      =  Ш1  СОЗ  (V,  7))  =  —у-1 


го'г  =  го'  соз  (о,  ц) 


го'г, 

V 


(186) 


причемъ  го'  должно  быть  взято  съ  тЬмъ  знакомь,  какой   им4етъ  го'  ло 
формул*  (169)  или  (185). 

Для  опред*лен1Я  нормальнаго  ускорешя  примемъ  во  внимаше  формулу: 


«•"■; 
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по  ней  и  по  формуламъ  (184)  и  (185): 

/(к^1-*-  и^»  н-  IV ^)  ^  -+-  |?ч 2  н-  V)"—  (**6 *$ ■+"  "'ч  »ч  "+■  "V  \У 

—  " Т—2 а  а (187) 

Для  опред*лен1я  проекщи  и*  на  осяхъ  координатъ  можетъ  служить 
зависимость  (178);  по  ней 

ю  /  =  ю*  —  юЛ     геи"  =  ни  —  м',     го /  =  ю.  —  и?.'э  (188) 

куда  нужно  подставить  выражешя  (182)  и  (186). 

Формула  (187)  можетъ  служить  между  прочимъ  для  определения  ра- 
Д1уса  кривизны  траектории  точки,  если  движете  последней  задано  коор- 
динатами какъ  функщями  времени.  Для  этого  нужно  только  сравнить 
выражешя  (179)  и  (187). 

3.  159.  Определить  ускореше  въ  круговомъ  движенш,  заданномъ 
уравнешями  (85)  (з.  98).  Отв.: 


Ао  Лъ  йш  „ 


(189) 


3.  160.  Определить  въ  предыдущей  задач*  тангенщальное  и  нор- 
мальное ускорешя.  Р*ш.:  Вместо  прим4нен1я  общихъ  формулъ  §  167, 
можно  заметить,  что  еслибы  движете  по  кругу  было  равномерное,  то 
полное  ускореше  было  бы  нормальное;  но  съ  другой  стороны  тогда 

^  =  0; 

полому  тогда  формулы  (189)  даютъ: 

IV  •  =  —  ш95,       «1?ч  *  —  <*>Ч  (190) 

а  следовательно,  по  формуламъ  (188): 

"У  =  "'&  -  "У  =  -  л  ч.     "V  ■-=  «ч  -  "ч  =  л  *•     (191) 

3.  161.  Определить  полное  и  частный  ускорены  въ  движенш,  разсмо- 
тр-Ьнная  въ  задач*  99.  Отв.: 


•Е =- *•  (г1-ъ)-°>>  (6  -  и    «т,=4? (*  -  *•>  -  «■  (ч  -  V 


И  т.  д. 
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3  162.  Определить  ускорение  въ  рявном-Ьрномъ  винтовомъ  движеши,  за- 
данномъ  формулами  задачи  50: 

Л  —  г  С08  (Ы\         у\  =  г  вгп  (Ы),         С  =  кРЬ. 
Отв.:  «?-«/'=:  к*г. 
3.  163.  Определить  раддусъ  кривизны  предыдущей  винтовой  линш.  Отв.: 

р—-  =  г+— .  (192} 

168.  Проекфя  усиоретя  на  подвижную  ось,  Проекщю  ускорешя  на 
координатную  ось,  направлеше  которой  меняется  (напр.  на  ось,  неиз- 
менно связанную  съ  двигающимся  твердымъ  гЬломъ)  нельзя  определять 
какъ  производную  по  времени  огъ  проекщи  скорости  на  эту  ось.  При- 
чина этого  заключается  съ  сл*дующемъ.  При  опредЬленш  ускорешя  при- 
ходится разсматривать  скорости  г  и  г/  въ  два  момента  времени:  /  и 
^+Д^,  и  для  опред*лешя  проекщи  ускорешя  разсматривать  разность 
цроекщй  этихъ  скоростей,  напр.  IV'  —  г,  =  Д*ъ ;  но  если  ось  проекцШ 
м*няетъ  свое  направлеше,  то  векторы  V  и  V'  окажутся  проектированными 
на  два  различныхъ  направлен1Я,  и  поэтому  разность  проекщи  не  можеть 
послужить  непосредственно  для  определения  ускорешя:  изъ  этой  разности 
нужно  исключить  то  вл1яше,  которое  оказываетъ  на  нее  изм*неше  напра- 
влешя  оси  проекщи.  Чтобы  получить  правильное  выражеше  для  проекщи 
ускорешя  на  какую-нибудь  подвижную  ось  ?,  обратимся  къ  формул*  (108). 
Предполагая,  что  тамъ  векторъ  V  есть  скорость,  возьмемъ  векторъ  и  на 
оси  I  и  положимъ,  что  онъ  постоянно  остается  равнымъ  единиц*.  Тогда, 
такъ  какъ  геометрическая  производная  г\  есть  ускореше  м?, 

ьхи  =  гю  соз  (ю,  I),       т  =  V  соз  (г,  7),       иих  =  шх  соз  (я,  их), 

и  мы  находимъ: 

,      1Ч       й\у  соз  (г?,  I)]  .        ч  Г10^ 

IV  СОЗ  (IV,  I)  = != '     -    Шх  СОЗ  [V,  и{).  (Ш) 

Геометрическая  производная  их  будетъ  известна,  когда  будетъ  данъ  за- 
конъ,  по  которому  изменяется  направлеше  оси  (I).  Такъ  какъ  длина  и 
не  меняется,  то  геометрическая  производная  этого  вектора  состоять  только 
изъ  производной  по  направленно  и,  по  формул*  (98): 

их  =  ио>  =  о),  (194) 

т.  е.  она  равна  угловой  скорости  вращешя  оси  (/).  Направлеше  же  ея 
(§  98)  перпендикулярно  къ  оси  I  и  лежитъ  въ  плоскости,  въ  которой  ось 
(I)  совершаетъ  безконечно-малый  поворотъ  въ  течете  времени  А*. 

Посл*дтй  членъ  формулы  (193)  и  представляетъ  ту  поправку,  которую 
нужно  сделать,  принимая  во  внимаше  вращеше  оси  проекцШ.  Этотъ  членъ 
исчезаетъ  нетолько  тогда,  когда  ось  неподвижна,  но  также  и  тогда,  когда 
она  двигается  поступательно. 
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Формула  (193)  будегь  им4ть  приложеше  при  опредйленш  проекщй 
ускорены  точекъ  твердаго  гЬла  на  подвижныхъ  координатныхъ  осяхъ. 

3.  164.  Движен1е  точки  на  плоскости  задано  въ  полярныхъ  коорди- 
натахъ: 

р  =  /1(0,     »  =  Л(0. 

Составить  проекщй  ускорешя  на  раддусъ-векторъ  и  на  перпендикуляръ  ($) 
къ  нему,   взятый  въ  сторону  возрастания 
угла  в.  Р4ш.:  Беря  ось  (/)  по  направле- 
нш  вектора  р  (фиг.  93)  ивгЬемъ: 


причемъ  векторъ  иг  направленъ  перпен- 
дикулярно къ  р;  следовательно,  по  форму- 
лам (88)  и  (89):  Фиг-  "• 

,  й  [V  сов  (я,  р)"|  ЛЬ  йар  (<№\*         ПОМ 

Беря  ось  (/)  по  направлешю  ($),  заагЬтимъ,  что  эта  ось  вращается  съ  тою 
же  угловою  скоростью,  а  и4,  будучи  перпендикулярна  къ  оси  (*),  напра- 
влена теперь  противуположно  вектору  р.  Итакъ: 


с1[осоз(г\8)]  йЪ 


Й(Р§)  йр 


й» 


,  <>'%) 


а 


(196) 


3.  165*  Определить  проекпДю  ускорен!*  точки,  двигающейся  равномерно 
по  кругу,  на  ось  (/),  равномерно  вращающуюся  въ  плоскости  круга  съ  дан- 
ною угловою  скоростью  о.  Отв.:  — V  (-—  ■+•  ш  )  сова,  где  а — уголъ,  образуе- 
мый въ  данный  моментъ  осью  I  съ  радДусомъ  круга,  проведеннымъ  къ  дви- 
гающейся точке,  и  отсчитываемый  отъ  оси  (/)  по  часовой  стрелке.  Кроме  того 
предполагается,  что  оба  вращешя  происходить  по  часовой  стрелке. 

3.  166.  Вывести  формулы  для  тангеннДальнаго  и  нормальнаго  ускорешй 
точки,  разсматривая  ихъ  какъ  проекцш  полнаго  ускорения  на  касательную  и 
на  нормаль  къ  траекторш. 

3.  167.  Вывести  формулы  (195)  и  (196),  исходя  изъ  формулъ  преобразова- 
ния координатъ: 

5  =  р  СОВ  &,        7|  =г  р  В1П  Ь 

н  проектируя  векторъ  го  =  ю>  -н  ю    на  направленгя  (р)  и  (5). 
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Ускорение  въ  ооотавномъ  двяэвенш  точки,  слагающемся 
иэъ  относитедьнаго  и  переноонаго,  въ  случай,  когда  пе- 
реносное движете  поступательное. 

169.  Случай  прямолинейны»  движенШ.  Въ  общемъ  случае  законъ  сло- 
жешя ускорешй  сложнее,  ч*мъ  законъ  сложешя  скоростей.  Оставляя  вы- 
водъ  его  въ  общемъ  виде  до  аналитическаго  разсмотр^шя  ускоренШ  въ 
движеяш  твердаго  тЬла,  ограничимся  теперь  предположешемъ,  что  пере- 
носное движеюе  (§  67)  въ  сложномъ  движенш  точки  поступательное. 

Начнемъ  съ  просгЬйшаго  случая,  когда  точка  движется  неравномерно 
по  прямой  лиши  и  эта  прямая  перемещается  поступательно  и  прямоли- 
нейно, но  тоже  неравномерно;  такъ-что  все  точки  прямой  имеютъ  въ  дан- 
ный моментъ  скорости  геометрически  равныя,  направление  этихъ  скоростей 
остается  постояннымъ,  но  общая  величина  ихъ  съ  течетемъ  времени  ме- 
няется. Разсмотримъ  скорости  переноснаго,  относительнаго  и  абсолютнаго 
движенШ  въ  моменты  I  и  *  ч-  Ы;  пусть  оне  будутъ  соответственнно  ь\ 
и  V,?,  ъ*2  и  «,',  V  и  V1  (фиг.  94).  Взявъ  произвольную  точку  О,  проведемъ 
изъ  нея  векторы  (фиг.  95): 


ОА2  =  ^, 
ОА   =  V  , 


ОА,' 


ОА2'  =  г\Д 
ОА7  =  г?'; 


причемъ  мы  имеемъ  по  закону  сложешя 
скоростей: 

01  =  01,+-  ОА2, 


Фиг.  94. 


ОА'=ОАг'-+-  ОА2\ 


Отрезки  А^А^  и  А2А2  представляютъ  собою  приращешя  скоростей  ь\ 
и  ь\  въ  элементъ  времени  М.  действительно,  хотя  векторъ  АХАХ  опре- 
деляется геометрическою  разностью  ско- 
ростей двухъ  различныхъ  точекъ  дви- 
гающейся прямой,  но,  вследствхе  посту- 
пательна™ движешя  последней,  скорости 
этихъ  точекъ  въ  одинъ  и  тотъ  же  мо- 
ментъ времени  геометрически  равны.  Съ 
другой  стороны,  хотя  векторъ  А2А2' 
определяется  геометрическою  разностью 
скоростей  г2  и  г\  при  двухъ  различ- 
ныхъ положешяхъ  подвижной  прямой, 
но,  вследств1е  поступательнаго  движешя  последней,  это  не  оказываегь 
ВЛ1ЯН1Я  на  геометрическое  приращеше  относительной  скорости.  Прираще- 
Н1я  А^А^  и  А2А2    нетолько  геометричесюя,  но,  вследств1е  прямолиней- 


Фиг.  95. 
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ности  обоихъ  движенШ,  и  алгебраически*.  Геометрическое  же  прирашеше 
абсолютной  скорости  не  будетъ  вообще  говоря  равно  алгебраическому 
приращенш  этой  скорости.  Во  всякомъ  случай,  проведя  изъ  А  прямыя,  па- 
раллельный скорестямъ  слагаемыхъ  движешй,  мы  находимъ  таые  отрЬзки 
АВХ  и  АВ2,  что 

тг?  =  АА  =  АВХ  ч-  АВй  =  тг;х  -+-  тг?2. 

Эта  геометрическая  зависимость  сохранится,  если  входялце  въ  нее  век- 
торы, удерживая  ихъ  направлешя,  разделить  на  М  и  перейти  къ  пред'Ьлу; 
поэтому,  означая  черезъ  м,  %юх  и  и\  ускорешя  абсолютнаго,  переноснага 
и  относительная  движешй,  находимъ: 


170.  Случай  криволинейныхъ  движешй.  Покажемъ,  что  этотъ  закояъ 
сдожешя  ускорешй  применяется  и  къ  тому  случаю,  когда  относитель- 
ное движете  точки  происходить  по  кривой  лиши  (СО)  и  когда  пере- 
носное движете,  оставаясь  поступательнымъ,  тоже  криволиней- 
ное, т.  е.  когда  скорости  всЬхъ  точекъ  лиши  СД  будучи  въ  каждый  мо--- 
ментъ  времени  геометрически  равны,  меняются  съ  течешемъ  времени  не- 
только по  величин*,  но  и  по  направлешю.  Д^лая  построете,  подобное- 
предыдущему  (фиг.  96  и  97),  мы  найдемъ,  что  АХА^  и  А2А2  не  будутъ. 


Фиг.  96. 


Фиг.  97. 


уже  направлены  по  соотвЪтственнымъ  скоростямъ;  гЬмъ  не  менЬе  и  для 
этого  случая:    * 

АА  =  А^  +  А^А?.  (197) 


Чтобы   это   показать,    проведемъ   изъ  точки  А   векторъ  АЕ  =  АХА{  и 
точку  Е  соединимъ  съ  А';  тогда 


АА'  =  А,А;  н-  ЕА\ 

но  треугольники  ОА2А2  и  АХ'ЕА  равны,  а  стороны  ихъ  соответственно 
параллельны,  потому-что  АХ'Е  =  АХА  =■=  ОА2,  А1А  =  ОА2\  следова- 
тельно         

ЕА  =.  А2А2\ 
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Векторъ  АгАх\  хотя  онъ  и  определяется  геометрическою  разностью  ско- 
ростей ьг'  и  V1  двухъ  различныхъ  точекъ  кривой  СД  представляетъ 
собою  опять  геометрическое  приращеше  скорости  переноснаго  движе- 
Б1Я,  потому-что  въ  этомъ  движенш  всЬ  точки  имЗцртъ  въ  данный  мо- 
ментъ  скорости  геометрически  равныя  (г\'  =  V).  Съ  другой  стороны, 
хотя  векторъ  А2А2'  определяется  геометрическою  разностью  скоростей 
VI  и  V}  при  двухъ  различныхъ  положешяхъ  линш  СД  но  вследств1е  по- 
ступательнаго  движетя  последней  это  не  оказываеть  вл!яшя  на  геоме- 
трическое приращеше  относительной  скорости  (V%^—V9в).  Въ  виду  сказан- 
наго,  раздЬливъ  все  члены  равенства  (197)  на  Д*  и  перейдя  къ  пределу, 
получимъ: 

га  =  гог  -+-  гс2.  (198) 

Итакъ,  если  въ  составномъ  движенш  точки  ея  переносное  дви- 
жете происходитъ  отъ  поступательнаго  движен1я  той  лин1и,  ко- 
торую она  описываетъ  въ  относительномъ  движенш,  то  ускоре- 
Н1е  абсолютнаго  движенгя  равно  геометрической  сумме  уско- 
рен1й  переноснаго  и  относительнаго  движешй. 

171.  Выяснеше  причинъ,  почему  этотъ  занонъ  сложен!я  ускоренШ  не  при- 
ложинъ  въ  общегь  случае.  Если  переносное  движете  не  поступательное 
и  следовательно  лишя  СВ  поворачивается,  то  къ  двумъ  слагаемымъ  уско- 
решямъ  присоединяется  третье.  Не  определяя  его  пока,  выяснимъ  только. 


Фиг.  98. 


Фиг.  99. 


что  оно  существуете.  Делая  прежнее  построеше  (фиг.  98  и  99),  мы  опять 
найдемъ  зависимость  (197)  и  отсюда 


ж  =  Ит. 


АА! 


Но  мы  не  можемъ  теперь  считать  два  последнихъ  предела  ускорениями 
переноснаго  и  относительнаго  движенШ.  А  именно,  чтобы  определить  уско- 
реше  переноснаго  движешя,  мы  должны  точку  М  считать  на  линш  СВ 
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неподвижною  и,  определяя  геометрическое  приращеше  ея  скорости,  брать 
не  скорость  I?/  точки  Ж',  а  скорость  V,  точки  М\  Въ  случай  поступа- 
тельнаго  движешя  линш  СВ  эти  скорости  геометрически  равны;  этимъ 
обстоятельствомъ  мы  выше  и  пользовались.  Въ  общемъ  же  случай  этого 
геометрическаго  равенства  нить,  и  векторъ 


АхА{  =  ъ1  —  *х 

не  есть  геометрическое  приращеше  скорости  переноснаго  движешя.  Пусть 
это  последнее  будетъ     __       

XV,  =  <  —  V1=  АкАх"\ 
тогда  можно  написать:       ___         _ 

М'^^  +  лч1, 

гд*  последнее  слагаемое  и  является  всл*Ьдств1е  того,  что  различный  точки 
линш  СВ  не  им-Ъютъ  въ  данный  моментъ  геометрически  равныхъ  ско- 
ростей. 

Подобное  же  разсуждеше  приложимо  и  къ  относительной  скорости. 
Чтобы  определить  ускореше  относительнаго  движешя,  мы  должны  разсма- 
тривать  движете  по  лиши  СВ,  предполагая,  что  она  не  перемещается, 
и  поэтому  вместо  скорости  VI  точки  М'  разсматривать  скорость  V2и  точ- 
ки ЛГ".  Эти  скорости  только  въ  томъ  случай  геометрически  равны,  если 
лин1я  СВ  перемещается  поступательно.  Пусть  будетъ 


т|;я  =  «7Я*  —  VI  =  А,2А2"\ 
тогда  можно  написать:      

причемъ  А2"А2  является  всл4дств1е  того,  что  при  одномъ  и  томъ  же  по- 
ложены двигающейся  точки  на  линш  СВ,  но  въ  различныхъ  положен1яхъ 
последней,  относительная  скорость  геометрически  различна. 

Элементы  АХАХ  и  А2А2  вводить  въ  составъ  ускорешя  абсолютнаго 
движешя  новое  слагаемое,  зависящее  отъ  присутствгя  вращешя  въ  пере- 
носномъ  движеши.  Это  добавочное  ускореше  было  открыто  Корголисомъ 
(СопоИв)  н  обыкновенно  называется  его  именемъ.  Мы  не  будемъ  теперь 
точнйе  его  определять,  такъ  какъ  это  будетъ  удобнее  сделать  при  изу- 
чена ускорешя  сложнаго  движешя  аналитическимъ  путемъ  (§§  185 — 187). 

Ускорешя  въ  движеши  плоской  фигуры. 

172.  Разложение  усноренй  на  ускорешя  поступательнаго  и  вращатель- 
наго  движеши.  Понятно,  что  мы  въ  состоянш  определять  ускореше  вся- 
кой точки  плоской  фигуры,  если  движете  последней  задано  однимъ  изъ 
способовъ,  указанныхъ  въ  глав*  I;  потому-что  по  даннымъ  элементамъ 
движен1я  гЬла  мы  въ  состоянш  определять  всЬ  обстоятельства  движешя 
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каждой  ея  точки.  Но  насъ  будетъ  теперь  занимать  не  этотъ  вопросъ,  а 
вопросъ  о  распред'Ьлеши  ускорешй  въ  различныхъ  точкахъ  тЬда  или, 
другими  словами,  сравнеше  между  собою  ускорешй  различныхъ  точекъ, 
подобно  тому  какъ  это  въ  глав*  II  делалось  относительно  скоростей. 

Мы  знаемъ,  что  движете  плоской  фигуры  можетъ  быть  представлена 
состоящимъ  изъ  поступательнаго,  опред-Ьляемаго  движешемъ  одной  ея 
точки  Ж"0,  и  изъ  вращательнаго  около  этой  точки.  Пусть  будутъ  ю0  и  и\ 
ускорешя  въ  этихъ  движешяхъ,  а  го  полное  ускореше  какой-нибудь  точки 
М.  Движете  точки  М  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  сложное  изъ 
относительная)  по  кругу  радхуса  М0М  съ  центромъ  въ  М0  и  изъ  пере- 
носнаго  поступательнаго,  определяема™  движешемъ  точки  М0.  Поэтому, 
согласно  со  сказаннымъ  въ  §  170,  можемъ  написать: 


что  аналогично  формул*  для  скоростей: 

Въ  свою  очередь,  разлагая  ускореше  кругового  движешя  на  тангенщаль- 

ное  (фиг.  100) 

^  ~  ей  ~  м°м  '  Л 
и  на  нормальное  (форм.  176) 
га  /'  =  М0М  •  «>а, 


ЗГ        (199> 


(200) 


им*емъ: 


и-  =  и-0  -+-  гс ■,  -4-  и\ 


(201) 


Фиг.  100. 


и  можемъ   для  каждой  точки  построить 

(/си 
векторъ    и\    зная  ^0,  <о  и  -п-  ,    такъ 


аг 


какъ  направлешя  векторовъ  и\'  и  ю"  известны:  н\'  перпендику- 
лярно къ  М0М  и  направлено  или  въ  сторону  вращешя  или  въ  сторону 
обратную  (§  160),  смотря  по  знаку  -^-,  а  н\"  направлено  отъ  М  къ  ЛГ0. 
Обратимъ  внимаше  на  то,  что  и\'  и  п\"  не  представляютъ  собою 
тангенщальнаго  и  нормальнаго  ускорешй  полнаго  движенш  точки  М\  эта 
ускорешя  определяются  по  формуламъ: 

IV  СОв  (и\  V)  =  Н\'  "+-  *Г0  СОЗ  (  И'0,   г),  (202) 

IV  8ЬП  (IV,  V)  =  —  IV г"  -+-  IV 0  С08  (?/><,,    М0М).  (203) 


IV' 


IV 


Въ  последней  изъ  этихъ  формулъ  за  ось  проекщй  принято  направлеше 
отъ  М0  къ  М,  и  эта  формула  показываетъ,  что  нормальное  ускореше 
точки  М  не  будетъ  непременно  направлено  отъ  М  къ  М0. 
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173.  Центръ  уснорешй.  Формула  (201)  показываетъ,  что  въ  каждый 
моментъ  существуетъ  у  плоской  фигуры  такая  точка,  ускореше  которой 
равно  нулю;  доя  этой  точки  должно  быть  выполнено  услов1е: 

м~0  -ь  ьо['  -+■  ю?  =  0.  (204) 

Эта  точка  можетъ  быть  найдена  сл'Ьдующимъ  построетемъ,  если  известны 
ю0,  ш  и  -^,  или  также  если  известно  м0  и  полное  ускореше  какой-ни- 
будь одной  точки  плоской  фигуры.  Будемъ  предполагать  последнее.  Прежде 
всего  замЪтимъ,  что  ускоренге  ю1  у  всЬхъ  точекъ  фигуры  образуетъ  въ 
данный  моментъ  времени  одинъ  и  тотъ-же  уголъ  съ  прямою  М0М,  по- 
тому что 

гол '  1     йи> 

*К,,15  Ж0Ж)  =  -<;  =  - ^    Д" 

не  зависитъ  ни  отъ  разстояшя  М0М  ни  отъ  положешя  точки  М.  Поэтому 
у  всЬхъ  точекъ,  лежащихъ  на  прямой,  проходящей  черезъ  точку  М0, 
ускорешя  юх  параллельны.  Съ  другой 
стороны,  величина  ускорешя  го^  какъ 
показываютъ  формулы  (199)  и  (200), 
пропорщональна  разстоянш  М0М.  На 
основанш  сказаннаго  легко  найти  пря- 
мую М0М  такого  направлеюя,  чтобы  вс4 
точки  ея  им'Ьли  ускорешя  и\ ,  противупо- 
ложныя  общему  ускорешю  го0  (фиг.  101), 
а  на  этой  прямой  найти  такую  точку  Д 
у  которой  численно  и\=г€0.  Полное  уско- 
реше  этой    точки    и    будетъ  удовлетво-  Фиг.  ни. 

рять  условш  (204). 

Эта  точка  называется  центромъ  ускорен^.  Роль  ея  будетъ  ближе 
выяснена  при  аналитическомъ  изученш  ускоренШ  (§  177). 

174.  Другое  разложеше  ускорены.  Обратимся  къ  опред*ленш  ускоре- 
ния какой-нибудь  точки  плоской  фигуры  въ  предположена,  что  движете 
фигуры  задано  центроидами  и  величиною  угловой  скорости  около  мгно- 
веннаго  центра  для  каждаго  момента  времени: 

*  =  Г  (О- 

По  общему  опредЬленш: 

и:  =  Ит.  -  =  Пт.  -^-  ,  (205) 

гдЪ  V  и  V1  скорости  точки  М  въ  моменты  I  и  *-4-Д#.  Прежде  всего  сл*Ь- 
дуетъ  заметить,  что  это  ускоренге  не  есть  только  ускореюе  вра- 
п*ательнаго  движеюя  около  мгновеннаго  центра,  потому-что  въ 
моменты  I  и  1-\-Ы  вращеше  фигуры  происходить  около   двухъ  различ- 

II.  Сомовъ.— Освовашя  теорет.  механики.  10 
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ныхъ  хотя  и  безконечно-близкихъ  другъ  къ  другу  мгновенныхъ  центровъ 
С  и  С  (фиг.  102).  Отсюда    видно,  что    ускореше   зависитъ   также  отъ 

измЬнешя    положешя    мгно- 
веннаго  центра.  Означимъ 

(206) 


7.       СС 

шп.  -  — -  =  е. 
Д^ 


Эта  величина  представляетъ 
собою  скорость,  съ  кото- 
рою изменяется  на  плос- 
кости положен1е  мгно- 
веннаго  центра.  Это  не 
есть  скорость  какой  -  либо 
определенной  точки  двигаю- 
щейся фигуры,  потому-что 
въ  различные  моменты  мгно- 
венными центрами  служать 
различный  точки  фигуры.  Да- 
лее, мы  им4емъ: 

V  =  <*>  .  (Ж, 

V1  =  (о)  ч-  Д<*>)  .  СМ'. 

ЗамЬнимъ  вращеше  около  С  на  безконечно-малый  уголъ 

а'  =  (со  -+-  До>)  Д/ 

вращешемъ  около  С  на  тотъ-же  уголъ,  присоединивши  для  этого,  по  пра- 
вилу о  переносе  центра  вращешя   (§  122),  поступательное   перем^щеше 

Дв  =  2СГ«п|'1 

направленное  подъ  угломъ  2  ■+■  2  къ  направлешю  переноса.  Вспомнимъ 
при  этомъ,  что  этотъ  уголъ  отсчитывается  отъ  направлешя  переноса  въ 
ту  сторону,  куда  происходить  данное  вращеше.  Скорость  этого  постуиа- 
тельнаго  перемещешя,  если  при  переход*  къ  пределу  считать  пока  СС 
постояннымъ: 


Д/ 


.    а' 

*ш2  а' 

Кт.  __1=  СС  .  КЛ1.--; 

М  Д* 


СС  .  о). 


Эта  скорость  перпендикулярна  къ  СС.  Означая  черезъ  г"  скорость  точки 
М  при  перенесенномъ  центре  вращешя,  можемъ  написать: 
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поел*  этого  формула  (205)  даетъ: 


_  ЗГ    _|_  |;'"    |>  XIй    V  V 

\ю  =  Ит. — =  Ит.  — т-г ь  Кт.  -т-  •  (207) 

Первый  изъ  этихъ  двухъ  пред'Ьловъ  есть  то  ускорение,  которое  точка  М 
жЬла-бы,  еслибы  мгновенный  центръ  не  м-Ьнялъ  своего  положетя,  т.  е. 

Ит.  —^—  =  «Г4  =  <  -к  <\  (208) 

гдЬ,  по  формуламъ  (199)  и  (200) 

<  =  %г  СМ>     К  =  ^ОМ.  (209) 

Второй  изъ  пред'Ьловъ  формулы  (207;: 

V1"  СС 

гс'  =  Ит.  —  =  Ит.  <*>'  .  Ит.  -^-  =  ше.  (210) 

Это  ускореше  не  завысить  отъ  положешя  точки  И  и  поэтому  соста- 
влять общую  для  всЬхъ  точекъ  фигуры  слагаемую  ускоренш.  Итакъ,  по 
формуламъ  (207)  и  (208): 

Тс  =  ю?  -+-  <'  -к  ю\  (211) 

гдЬ  юх'  и  ю"  определяются  формулами  (209),  а  га'  формулою  (210).  От- 
згЬтимъ  еще  разъ  направлешя  этихъ  ускоренШ  (фиг.  102): 
и\'  —  тангенщальное  ускореше  вращательнаго  движешя  около  центра  С, 
считаемаго  постояннымъ;  поэтому  оно  перпендикулярно  къ  СМ  и 
направлено  въ  сторону  вращешя,  если  производная  <*>  по  I  поло- 
жительная, и  въ  обратную  сторону,  если  она  отрицательная; 
гс,"  —  нормальное   ускореше  вращательнаго   движешя   около   центра  (7, 
считаемаго  постояннымъ;  поэтому  оно  направлено  отъ  Ж  къ  С; 
«г'  —  общее  для  всЬхъ  точекъ  ускореше;  оно  перпендикулярно  къ  общей 
касательной  къ  обоимъ  центроидамъ  въ  точкгЬ  С  ихъ  касан1я,  т.  е. 
параллельно  ихъ  общей  нормали  и  направлено  въ  ту  или  другую 
сторону  этой  нормали,  смотря  по  направлешю  переноса   мгновен- 
наго  центра  и  направлешю  вращашя  около  него  х). 

Ускоренге  го'  можно  еще  такъ  определить:  это  есть  ускореюе 
точки,  служащей  въ  данный  моментъ  мгновеннымъ  центромъ; 
потому  что  для  этой  точки  СМ  =  0  и  следовательно  г/;,'  =  0  и  ^/'  =  0. 

3.  168.  Основываясь  на  указанномъ  разложенш  ускоренШ,  опредълить  поло- 
жеше  центра  ускоренШ  въ  предположены,  что  для  данной  точки  М: 

«7,г  =  «;/'  =  1С1. 

*)  На  фиг.  102  оно  направлено  въ  ту  сторону  нормали,  съ  которой  нахо- 
дится центръ  кривизны  подвижного  центроида. 
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3.  169.  Определить  ускорете  точки  М  въ  эпициклическомъ  движепш 
плоской  фигуры,  предполагая,  что  центръ  02  (фиг.  103)  катящагося  круга  вра- 
щается съ  постоянною  угловою  скоростью  ш1  около  центра  О,  неподвижнаго 
круга  и  что  въ  данномъ  положенш  фигуры  точка  М  находится  на  прямой 
ОхОъ  въ  разстоянш  8  отъ  точки  Ох.  Р4ш.:  Угловая  скорость  со  около  мгно- 
венная центра  С  определится 
наъ  равенства 

ШГ,  =  О)!  (гх  ч-  г,). 

гдъ  гг  и  г2   рад1усы    круговъ. 
7*     По  формул*  (206)   8=00,1^;  да- 


л&е 


*.*«= 


Фиг.  103. 


потому  что  о)!  постоянна; 


—    ^?1       УГ1  ±  ГД)     (^  "~  Г1> 


ю1"  =  шЧ7^  =  а>1! 


Л. 


(г,  ч-  г2)2  Г*  -  г,) 


=  0, 


1С?' 


Ш, 


^)  ^ 


Если  8  >  г,  то  «?!7  и  «о'  направлены  противуположно  другъ  другу.  Отсюда 
легко  видеть,  гдй  находится,  при  данномъ  положенш  фигуры,  цептръ  уско- 
ренШ. 

3.  170.  Какъ  видоизменяются  результаты  предыдущей  задачи,  если  дви- 
жете гипо циклическое  или  перициклическое  или  ортоциклическое  (§  126)? 

Аналитическое  опред$лете  усворен1Й  въ  движешя 
плоовой  фигуры. 

175.  Проенцм  ускорешй  на  неподвижныхъ  координатныхъ  осяхъ.  Опре- 
деляя эти  проекщи  какъ  производныя  по  времени  отъ  проекщи  скорости 
(§  166),  по  форму ламъ  (121)  находимъ: 


щ 


"6     *х 


&~~  (К 

«г  ^-И- 


а? 


(х8Ш<Х-+-уС08Я)-ур  —  {ХСОЗЧ —  у81ПЯ)1  Д1  \  , 


(14 


йа\* 


(212) 


<н 


ле 


+-  (х  созл  —  узгп  а)  ~ -~  —  (х  згп  а  -+-  у  соз  а)  I  -т-  | 


ЗдЬсь  первые  члены  представляютъ  проекщи  ускоренш  м?0  начала  под- 
вижныхъ  координатныхъ  осей,  а  остальные  члены  проекщи  того  ускоре- 
Н1я  данной  точки  (х,  у)  фигуры,  которое  она  имъла-бы,  еслибы  точка  3/0 
оставалась  неподвижною.  Итакъ,  формулы  (2 1 2)  соотвътствуютъ  тому  раз- 
ложение» ускоренШ,  которое  указано  въ  §  172.  Принимая  во  вниыаше,  что 

~<й  ~~  а>'    Не  ~  ~а! ' 


01дШгес1  Ьу 


Соодк 


149   — 


§   176,  ф.  215. 


и  пользуясь  формулами  (120),  можно  написать: 

го^  =  и?0?  —  -^  (т)  —  7)0)  —  а)3  ($  —  е0), 

Щ  =  1Соъ  +  -17  (5  —  *о)  —  а)2  (Ч  — Чо)- 


(213) 


"т)  —  "ОТ)   ■     й, 

Эти  формулы  могли-бы  быть  выведены  непосредственно  изъ  формулъ(124). 
Чтобы  понять  значеше  вторыхъ  и  третьихъ    членовъ  формулъ  (213), 
предположимъ  сначала,  что  фигура   равномерно   вращается  около  непо- 
движнаго  центра  (Б0,  т^0);  тогда 

и  ускоренш  определяется  только  последними  членами:  <*>2  (Б  —  50), 
—  ш2  (т»|  —  т]0);  отсюда  мы  заключаемъ,  что  эти  члены  суть  проекщи  и?/, 
нормальнаго  ускорешя  вращательнаго  движен1я  плоской  фигуры  около  точки 
(*о*  Чо)  (§  172).  Къ  нимъ  присоединяются  вторые  члены  формулъ  (213), 
если  отбросить  первое  изъ  предположенШ  (214);  следовательно  эти  члены 
определяют^  тангенщальное  ускореше  вращательнаго  движешя  около 
точки  (60>  710). 

176.  ПроекцЫ  ускорена  на  подвижны»  координатных*  осяхъ.  Он*  мо- 

гутъ  бьйъ  составлены  по  формуле  (193).  Полагая 


IV 


г€л 


для  опредЬлешя  проекщи  го^  ускорешя  вращательнаго  движен1я  около 
точки  Л/0  на  подвижной  оси  Г#),  возьмемъ  по  этой  оси  ось  (?),  а  на  ней 
векторъ  и  =  1 .  Его  геометрическая  производная  щ  =  а>,  къ  нему  пер- 
пендикулярна, т.  е.  параллельна  оси  (у);  поэтому  формула  (193)  даетъ: 


гол    =  — — 


г\  <*>со8^х,у), 


гд*,  по  формуле  (86): 

«1,  =  —  Щ- 

Беря  векторъ  и  =  1  по  оси  (у)  и  замечая,  что  его  геометрическая  про- 
изводная щ  =  <*>  направлена  теперь  перпендикулярно  къ  оси  (у)  въ  сто- 
рону вращешя,  т.  е..  при  <о  >  0,  противуположно  оси  (х),  находимъ: 


гол 


Л 


г\  <асоз(ь\лх), 


причемъ 

Итакъ  окончательно: 


го-  =  гс« 


гот 


»оу 


Й(0 


ОГ.Г, 


.г  —  игу. 


(215) 
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Зд'Ьсь  1я0х  и  ю09  могутъ  быть  определены  черезъ  данные  элементы  дви- 
жешя  (&0,  1%,  а)  формулами: 


^'о*  =       ^  соз  а  -н  и\~  згп  а  = 


1о9 


^ 


07)  ' 


соз  а 


згпа, 


?«?„,  ягн  в  -+-  и>щ  соз  а  = -{  згп  а  -+-  —^  соз  а. 


(216) 


3.  171.  Вывести  формулы  (215)  изъ  формулъ  (213)  преобразовашя  коорди- 
натныхъ  осей. 

3.  172.  Определить  ускорены  въ  движенш,  уравнения  котораго  составлены 
въ  задач*  (59). 

3.  173.  Определить  ускорешя  въ  движенш,  указанномъ  въ  задачъ  60. 

177.  Распределено  ускорена  въ  движенш  плоской  фигуры.  Будемъ  из- 
учать распред^лете  ускоретй  для  определенна™  момента  времени. 
Это  позволяетъ  отнести  все  элементы  движешя  къ  подвижнымъ  коорди- 
натнымъ  осямъ,  который  мы  выберемъ  следующимъ  образомъ:  начало 
координатъ  въ  мгновенномъ  центр*,  ось  (х)  по  общей  касательной  къ 
центроидамъ,  ось  {у)  въ  ту  сторону  по  ихъ  нормали,  куда  направлено 
общее  для  всЬхъ  точекъ  ускореше  ю'  (§  174).  Теперь  гю„  =  го'  [потому 
что  ускореше  мгновеннаго  центра  только  и  состоять  изъ  ускорешя  н*' 
(см.  конецъ  §  174)],  гг0л?=0,  ю0у=а>г,  и  по  формуламъ  (215): 


юх  =  —  -/Т  у  —  иг*, 


9С,= 


х  —  игу  н-  о>е. 


(217) 


Точку  Са  (х2,  уа),  ускореше   которой  въ  данномъ  положенш   фигуры 

равно  нулю,  мы  назвали  центромъ  ускореюй  (§  173);  онъ  определится 

изъ  уравненШ: 

г/ О) 


У  2  —  «>2*2  =  О, 


7/7  *'  ""     у*  "ь  ш8  = 


(216) 


Итакъ,  въ  каждомъ  положенш  фигуры  существуетъ  одна  такая  точка. 

Центръ  ускоренШ  аналогиченъ  центру  скоростей  въ  томъ  отношенш, 
что  ускореюе  всякой  точки  плоской  фигуры  пропорщонально 
разстоян1ю  ея  отъ  центра  ускореюй.  Чтобы  это  показать,  вычтемъ 
выражешя  (218)  соответственно  изъ  (217): 

<Н 


и-   =  - 


и\ 


(У- 


у2)  —  О)2  (х  —  х2\ 
л  а)  -  <*>3  (У  —  1Ы)\ 
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отсюда 
гд-Ь 


IV  =  |/'И>х*  -Ь  IV*  = 


//Й(0\« 


7-ут 


§  178,  ф.  223. 
<*>4  •  гЯ1  (219) 


г3  =  С2Ж  =  ]/(*  -  *2~)2  -к  (.у  -  у2)\  (220) 

Другая  аналопя  между  центромъ  скоростей  и  центромъ  ускорешй  со- 
стоитъ  въ  томъ,  что  для  всякой  точки  М  уголъ,  образуемый  ея  ускоре- 
шемъ  съ  прямою  (г2)  одинъ  и  тотъ  же.  А  именно: 


С08 


(Го1  к)  =  (х  —  **)  ^  ±  (У  —  Уа)  '*»  _ 


О)' 


г.м; 


/(5)' 


(О* 


не  зависитъ  отъ  положен1я  точки.  Разница  только  въ  томъ,  что  для  ско- 
рости соответственный  уголъ  (г3,  V)  прямой,  а  для  ускорен1я  уголъ  (г2,  гс) 
не  можетъ  быть  прямымъ,  если  въ  данный  моментъ  о>  не  равна  нулю. 

3.  174.  Показать,   что  геометрическое   ыЬсто  точевъ,   ускорен^  которыхъ 
параллельны,  есть  прямая,  проходящая  черезъ  центръ  ускоренШ. 

178.  Кругъ  Бресса  (Вгеззе)  и  нругъ  Лагира  (1а  Юге).  По  формул*  (185) 
тангенциальное  ускореше 


IV    =  1С  С08  (IV,  V)  =   


а  для  нормальнаго  ускорешя  можно  принять: 


Ч°* 


IV4  =  1С  С08  О',   СМ)  = 


СМ 


ЛМ. 


Пользуясь   формулами   (217)    и   принимая  во  внимаше,   что  теперь 
^  =  —  щ,         юч  =  ш; 
находимъ: 


IV  = 


б?  О) 


(х2  -+-  у2)  -+-  югх 


}/х2 


IV 


,, —  О)2  (х2  +  у2)  4  югу 


V* 


У 


(221) 


(222) 


Фиг.  104. 


Знаки,  которые  получатся  для  и>'  и  м>",  ука- 
жутъ  при  этомъ,  направлено  ли  и>'  въ  сторону 
г  а  го"  въ  сторону  отъ  С  къ  М  или  противуположно  этому  (фиг.  104). 
Геометрическое  мъсто  точекъ,  который  въ  данномъ  положе- 
на фигуры  не  имъютъ  тангенщальнаго  ускорешя,  есть  кругъ 


юе 


(жа  -«-  у3)  -+-  -^  х  =  О, 


(223) 
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называемый  кругомъ  Бресса  (Вгеззе);  онъ  проходить  черезъ  центръ 
скоростей  и  черезъ  центръ  ускоренШ,  а  центръ  его  лежитъ  на  оси  (#),  т.  е. 
на  общей  касательной  къ  центроидамъ.  Для  точекъ  этого  круга  производная 
V  по  (  равна  нулю,  следовательно  на  немъ  лежать  гЬ  точки,  скорость 
которыхъ  достигла  въ  данный  моментъ  своего  максимума  или  минимума, 
и  этотъ  кругь  отдйляетъ  гЬ  точки,  у  которыхъ  скорость  растетъ,  огь 
гЬхъ  точекъ,  у  которыхъ  она  убываетъ.  Точки  посл-Ьдняго  рода  лежать 
внутри  круга,  потому  что  для  нихъ  первая  часть  уравнён1я  (223)  а  сле- 
довательно и  гог  отрицательный. 

Геометрическое  м4сто  точекъ,  которыя  въ  данномъ  поло- 
жена фигуры  не  имйютъ  нормальнаго  ускореюя,  есть  кругь: 

х2  ч-  у1  —  е  у  =  О,  (224) 

со  ч 

называемый  кругомъ  Лагира  (Ьа  Нлге)  или  также  кругомъ  пере- 
гибовъ.  Этотъ  кругь  тоже  проходить  черезъ  центръ  скоростей  и  черезъ 
центръ  ускорешй,  а  центръ  его  лежитъ  на  общей  нормали  къ  центрои- 
дамъ. Дли  точекъ  этого  круга,  по  формул*  (179): 

т.  е.  или  скорость  равна  нулю  или  рад1усъ  кривизны  траекторш  равенъ 
безконечности.  Но  скорость  равна  нулю  только  для  мгновевнаго  центра; 
следовательно  всЬ  остальныя  точки  этого  круга  находятся  въ  данный  мо- 
ментъ въ  такихъ  положен1Яхъ  на  своихъ  траектор1яхъ,  гд*  радгусъ  кри- 
визны равенъ  безконечности.  Эти  положешя  представляютъ  собою  таия 
точки  траекторШ,  въ  которыхъ  эти  траекторш  им4ютъ  съ  касательною 
соприкасание  высшаго  порядка;  вообще  же  говоря,  это  суть  точки  пере- 
гиба. Итакъ,  во  всякомъ  положеши  плоской  фигуры  точки  ея,  проходяпця 
при  этомъ  положеши  черезъ  точки  перегиба  своихъ  траекторШ,  располо- 
жены на  круг*. 

179.  Точки,  траекторм  которыхъ  при  данногь  положены  плоской  фи- 
гуры обращены  выпуклостью  къ  нгновенноиу  центру.  Для  решетя  одного 
вопроса  объ  устойчивости  равнов4с1Я  (задача  532)  полезно  заметить,  что 
у  всЬхъ  точекъ  плоской  фигуры,  которыя  въ  данный  моментъ  лежать  на 
общей  нормали  къ  центроидамъ  и  внутри  круга  Лагира,  центръ  кривизны 
находится  по  другую  сторону,  ч'Ьмъ  мгновенный  центръ.  Это  слЬдуетъ 
изъ  формулы  (222).  По  ней,  такъ  какъ  для  разсматриваемыхъ  точекъ 
х  =  О,  имЬемъ:  ,,  ,  ч 

IV'  =  О)  (е  —  со//) 

и  поэтому  го4  положительное,  т.  е.  направлено  отъ  С  къ  М  [см.  сказанное 
въ  §  178  по  поводу  формулы  (222)],  если 

г 
У<7.Л 
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а  это  будетъ  для  точекъ  дгаметра  СВ  круга  Лагира  (фиг,  105).  Точка  В 
называется  полюсомъ  перегибовъ.   Можно  было  бы  показать,  что,  по 
м1ф1>  приближен1я  къ  точк*  В  по  Д1аметру  СД 
дв"Ь  точки  перегиба  траекторШ,  описываемыхъ 

точками   этого   даметра,   сближаются,  такъ  что  -^-*--с  X 

точка  В  является  точкою  двойного  перегиба; 
т.  е.  траектор1я  не  иагЬетъ  въ  точк4  В  настоя- 
щая перегиба,  но  им"Ьетъ  соприкасаше  высшаго 
порядка,  ч4мъ  соприкасаше  въ  обыкновенныхъ 
точкахъ  перегиба, 

3.  175.  Определить  круги  Бресса  и  Лагира  въ 
ортоцивлическомъ  движенш  плоской  фигуры  (§  125), 
предполагая,  что  центръ  О  круга,  катящагося  по 
прямой  лиши,  движется  равномерно,  и  указать  по- 
ложение центра  ускорен1я.  Р*ш.:  Пусть  будетъ  г0  скорость  центра  круга, 
а  г  его  раддусъ.  Теперь: 

т0  =■  юг,  е  =  р0,         -^  =  0; 

поэтому  кругъ  (223)    обращается  въ  прямую,    имеющую  своииъ  уравнешемъ 

л  =  0,  т.  е.  совпадающую   съ   общею   нормалью   къ  центроидамъ.   Уравнеше 

круга  (224): 

жа  -+■  у2  —  г?/  =  0; 

радаусъ  его  вдвое  меньше  радауса  катящагося  круга.  Точка  0  служить  цен- 
тромъ  ускорешй. 

3.  176.  Определить  круги  Бресса  и  Лагира  въ  эллиптичесвомъ  движен!и 
плоской  фигуры  (§  114),  предполагая,  что  цептръ  катящагося  круга  двигается 
равномерно,  и  указать  положеше  центра  ускорешй.  Отв.:  Кругъ  Бресса  — 
прямая,  служащая  общею  нормалью  къ  центроидамъ.  Кругъ  Лагира  совпа- 
даете, съ  подвижнымъ  центроидомъ;  что  можно  было  бы  видъть,  и  не  прибегая 
къ  уравнешю  (224),  такъ  какъ  въ  эллиптическомъ  движенш  все  точки  подвиж- 
наго  центроида  описываютъ  прямыя  лиши. 

3.  177.  Показать,  что  геометрическое  место  точекъ  плоской  фигуры,  у  ко- 
торыхъ  уголь  между  скоростью  и  ускорешемъ  въ  данный  моментъ  одипа- 
ковъ,  есть  кругъ,  проходяпцй  черезъ  центръ  скоростей  и  черезъ  центръ 
ускорешй. 

Усворешя  въ  движен!и  твердаго  гида  около  точки. 

180.  Въ  этомъ  движенш  скорости  распределены  въ  каждый  моментъ 
такимъ  образомъ,  какъ  еслибы  ггЬло  вращалось  около  оси,  проходящей 
черезъ  неподвижную  точку  (§  129).  Пусть  будутъ  I  и  о>,  V  и  «>'  мгно- 
венный оси  и  угловыя  скорости  для  моментовъ  I  и  I  ~\-  Ы.  Изображая 
угловыя  скорости  въ  вид*  векторовъ,  отложенныхъ  на  осяхъ  вращетя, 
можно  разсматривать  о>'  произошедшею  всл+>дств1е  того,  что  угловая  ско- 
рость а)  получила  во  время  Д*  геометрическое  приращеше  Л  Л'  =  ш 
(фиг.  106),  и  можно  написать: 


(О    =  (О   -+-  ТО). 
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Иначе,  можно  сказать,  что  вращеше  около  оси  V  съ  угловою  скоростью  о>г 
есть  результатъ  сложетя  двухъ  вращетй:  около  оси  I  съ  угловою  ско- 
ростью «о  и  около  оси  гп  проходящей  черезъ  неподвижную  точку  и  па- 
раллельной вектору  АА,  съ  угловою  скоростью  то>. 
Сообразно  съ  этимъ  и  скорость  V'  какой-нибудь 
точки  Ж  въ  моментъ  1-л-Ы  можно  разсматривать 
какъ  геометрическую  сумму  двухъ  скоростей: 

„'  _  Г"  -+-  Гр 

где  г"  есть  скорость  вращешя  около  прежней  оси 
съ  прежнею  угловою  скоростью,  а  ь\  скорость  вра- 
щешя около  оси  11  съ  угловою  скоростью  -:«>. 
Исходя  изъ  общаго  определения  ускорешя,  им*Ьемъ: 

Фиг.  106.  —        7.       г'  —  V  г"  —  г+ь\ 

IV  =  кт.  =  кт. ■ •  •        (225) 

Геометрическая  разность  «?"  —  г  есть  то  геометрическое  приращеше 
скорости,  которое  она  получила  бы,  еслибы  вращеше  происходило  около 
оси  I  съ  постоянною  скоростью  со;  поэтому 

гс'  =  Пт.  ~-~7~  =  <*>2'\  (226) 

где  г  разстояше  точки  М  отъ  оси  I.  Пусть  будетъ  Ж  измененное  поло- 
жеше  точки  Ж,  г/  разстояше  точки  М'  отъ  оси  1Х.  Скорости 


въ  моментъ  I  не  было:  она  возникла  въ  течеше  времени  Д*;  этому  соот- 
ветствуете новое  ускореше  юх,  которое  по  общему  определешю  можно 
представить  такъ: 

ю2  =  кт.  -  д  —  =  кт.  г/  .  —  =  г{  .  со,,  (227) 

где  г1  разстояше  точки  Ж  отъ  предельнаго  положешя  оси  11ч  а  <о4  гео- 
метрическая производная  вектора  о>.  Въ  формуле  (225)  подъ  знакомъ 
предела  стоить  геометрическая  сумма  двухъ  векторовъ  V4  —  г;  и  г\;  по- 
этому, разбивая  этотъ  пределъ  на  сумму  двухъ  пределовъ  (226)  и  (227), 
мы  должны    при   определенш  IV  брать   геометрическую  же   сумму    этихъ 

пределовъ.  Итакъ:  _      

IV  =  IV'  -ь  а\.  (228) 

Первое  слагаемое  представляетъ  ускореше  при  вращеши  около  постоянной 
оси  съ  постоянною  угловою  скоростью,  а  второе  слагаемое  обусловливается 
изменешемъ  этихъ  элементовъ. 

Направлешя  векторовъ  ?г'  и  ш1  определяются  предельными  направле- 
Н1ями  векторовъ  «>"  —  V  и  ъ\.   Такъ  какъ  первый  изъ  нихъ  даетъ  уско- 
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реюе  равномЬрнаго  кругового  движен1я,  то  ускорете  и?*  направлено  по 
перпендикуляру,  опущенному  изъ  М  на  ось  /,  и  притомъ  всегда  отъ 
точки  М  къ  оси.  Налравлеше  ух  делается  въ  иредЬл*  перпендикуляр- 
нымъ  къ  1Л  и  къ  прямой,  опущенной  изъ  М  на  эту  ось;  поэтому  уско- 
рение §с1  перпендикулярно  къ  1Х  и  къ  гх  и  направлено  въ  ту  или  въ 
другую  сторону,  въ  зависимости  отъ  нанравлетя  вращешя  около  оси  /,. 
которое  впрочемъ  уже  само  собою  указывается  направлешемъ  вектора  то>, 
согласно  съ  изображешемъ  угловой  скорости  на  оси  вращешя. 

3.  178.  Указать  геометрическое  м*Ьсто  точекъ,  у  котовыхъ  ускорешя  «?'  и  и^ 
взаимно  перпендикулярны.  Отв.:  Точки  плоскости,  содержащей  оси  I  и  1Х. 

Аналитическое  опредфдеше  усворетй  при  движенш 
твердаго  т*да  около  точки. 


181.  Проекции  ускорешя  на  неподвижныхъ  ноординатныхъ  осяхъ.  Пред- 
полагая, что  неподвижная  точка  находится  въ  начали  координата,  им'Ьемъ 
для  скорости  точки  М  (;,  т),  С)  формулы  Эйлера  (144).  Проекщи  уско- 
решя этой  точки  получаются  дифференцировашемъ  этихъ  выражешй  по  (; 


~~(И 


с1о)г 


'*ч~  <а'~'(и  !       <п  "• 


Л 


Л 


Л 


Л) 

л" 

Л|  «ГС 

(1)„  — -  <1>.« 


«), 


в); 


или 


(1<о 


</сог 


"V: 


да:гб 


ш:гч 


«у>> 


Ао_ 


IV.  =  —т- 


- -±  е  -*-  <*>,  **  —  о>т  г. , 


(229) 


или.  если  подставить  для  скоростей  ихъ  выражешя  по  формуламъ  (144) 
и  для  симметрш  прибавить  и  вычесть  въ  первой  формул*  а>2?,  во  второй 
о)7г\  и  въ  третьей  ш2С, 


5  — 


«V 


~1Г 


"С,  -Ь  Ш_    (Ш»;  -+-  О^Т)  -+-  0»Д)  —  в)*!), 


ц -Я  $  -+-  «).  (<в^  -+-  ш^т)  -+-  (о^)  —  и>%, 


(230) 
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гд'Ь  о>3  =  су  -+-  оу  -+  оу*.  (231) 

Если  неподвижная  точка  тЬла  находится  не  въ  начале  координатъ, 
а  въ  точки  (50,  тг)0,  С0),  то  нужно  въ  предыдущихъ  формулахъ  только  за- 
менить координаты  ?,т},^  разностями:  $  —  &0,  т\  —  т]0,  С  —  С0,  на  томъ  же 
основанш,  какъ  это  было  сд'Ьлано  въ  §  143  для  скоростей. 

Легко  видеть,  кате  члены  въ  формулахъ  (229)  или  (230)  опред-Ьляютъ 
ускореше  м>'  и  кате — ускореше  гог  Еслибы  вращете  гЬла  происходило 
около  постоянной  оси  съ  постоянною  угловою  скоростью,  то  <*>*,  а>~,  а>г 
были  бы  постоянными,  а  поэтому  въ  предыдущихъ  формулахъ  не  было  бы 
членовъ  съ  производными  этихъ  элементовъ  по  времени.  Итакъ,  остаю- 
пцеся  при  этомъ  члены  опред-Ьляютъ  ускореше  го\  Отсюда,  на  основанш 
геометрическаго  равенства  (228),  само  собою  сл*Ьдуетъ,  что  члены  съ  произ- 
водными о).,  <о«,  <ог  по  времени  опред^ляютъ  ускореше  гь\. 

182.  ПроекцЫ  ускорешя  наподвижныхъ  координатныхъ  осяхъ,  неизшЪнно 
связанныхъ  съ  твердымъ  гЬлонъ.  Для  определены  ихъ  воспользуемся  фор- 
мулою (193).  Беря  векторъ  и  =  1   на  оси  (х),  имЪемъ: 

п:х=  -^  —  тх  соз  (V,  щ)  =  -^  —  &хи1х  ч-  гу*1у  +-  ь%ии\ 

причемъ  зд4сь  геометрическая  производная  их  есть  скорость  точки,  ле- 
жащей на  оси  (х)  въ  разстояши,  равномъ  единиц*,  отъ  начала  коорди- 
ната; поэтому  по  формуламъ  (145): 

и1^  =  ^. 0  — г. 0  =  0, 

и1у  =  г .  1  — р.  О  =  г, 

и1л  =р.О  —  ^Л  =  —  2, 

а  следовательно 

тл  соз  {у,  мх)  =  г€у  —  дг'8. 

Итакъ,  по  формуламъ  (145),  принимая  во  внимаше,  что  координаты  х, 
«/,  2  постоянны,  получаемъ: 

йа  йг 

"-^  —  а'  +  ъ-ъ 


№, 

<1г 

Ар 

«•, 

<1р 
=  Т1>>- 

йа 

— -  г 

тт  г  —  рг\, 


•Ря.  —  Фш» 


(232) 


или,  пользуясь  снова  формулами  (145)  и  преобразовывая  аналогично  тому, 
какъ  мы  дЬлали  въ  §  181: 
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§  188,  ф.  235. 


01 


у  -+  р  {рх  -+-  ду  -+-  гг)  —  (Л,-, 


"'»  =  й*  *—  л  *  -*-  ?  (р*  -+-  ад  -+- »*) 


<*>2<Л   } 


йр  йЯ  ,  ,  , 

,г» = л  у — ^ *  -+- г  (р*  -*-  ад  -»- г*) — «>  *. 


гдЪ 


Ш!=])5+  }'  +  Г*. 


(233) 


(234) 


3.  179.  Движете  тъла  задано  уравнениями 

<р  =  а*э    6  =  Ы,     &  =  с. 

Определить  усворешя  трехъ  точекъ,  лежащихъ  на  осяхъ  (ж),  (у)  и  (г)  въ  раз- 
стоянш,  равномъ  единицъ,  оть  начала  координатъ. 

3.  180.  Изслъдовать   распредълеше   ускорешй  въ  движен!и  твердаго  тъла 
около  точки,  взявъ  для  этого  ось  (С)  по  направден1ю  мгновенной  оси  (фиг.  107), 
а    плоскость    (СЛ)    въ    общей    касательной    плоскости 
обонхъ  аксоидовъ.  Ръш.:  Принимая  во  вниманге,  что 
теперь  то)  лежитъ  въ  плоскости  (СЁ)>  имъемъ  для  проек- 
ций этого  вектора: 


Д<1)|.  =  ша, 

Лш^  =  0, 

Да),  =  Да>, 

а  поэтому 

причемъ 


Ит. 


Фиг.  107. 


М 


есть  та  угловая  скорость,  съ  которою  изменяется  направлеше  мгновенной  оси. 
Кромъ  того  ю»  =  0,  со    =  0,  о)г  =  07  и  формулы  (230)  принимаютъ  видь: 


«&; 


1Г.  =г  0)37]. 


(235) 


Послъ  этого  легко  показать,  что  кромъ  неподвижной  точки  вообще  говоря  нътъ 
такихъ  точекъ,  ускореше  которыхъ  было  бы  равно  нулю.  Въ  частныхъ  слу- 
чая» однако  же  так1я  точки  существуютъ  и  образуютъ  тогда  цълую  ось.  По- 
мощью формулъ  (235)  нетрудно  ръшить  и  некоторые  друпе  вопросы  о  рас- 
предъленш  ускоренШ,  аналогичные  вопросамъ  §§  177  и  178. 

Усворешя  въ  самомъ  общемъ  случай  движенш 
твердаго  т*да. 

183.  Составъ  ускорена.  Основываясь  на  томъ,  что  движете  твердаго 
гЬла  въ  общемъ  случай  можетъ  быть  разложено  на  поступательное,  опре- 
деляемое движешемъ  одной  его  точки  С  (60,  *|0,  ^0),  и  на  вращательное 
около  этой  точки,  и  принимая  во  вниманге,  что  при  определены  ускорения 
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сложнаго  движетя  можно  ускоретя  просто  складывать  геометрически  въ 
томъ  случае,  если  одно  изъ  слагаемыхъ  движенШ  (переносное)  поступатель- 
ное (§  170),  мы  можемъ  написать  въ  общемъ  случа'Ь: 


гд'Ь  ю0  ускорете  точки  С,  а  гя/  ускорете  вращательнаго  движетя  дан- 
ной точки  Ж  около  точки  С. 

184.  Формулы  для  уснорешй.  Для  определение  проекщй  ускоретя  на 
координатныхъ  осяхъ,  зам'Ьтимъ,  что 

и  что  проекщй  ускоретя  и?,'  получаются  изъ  формулъ  (230),  если  тамъ, 
согласно  сказанному  въ  §  181  поел*  этихъ  формулъ,  координаты  5,  т),  ^ 
заменить  разностями  Е  —  50.  ?)  —  7]0,  С  —  ^. 

Подобнымъ  же  образомъ  могутъ  быть  составлены  проекщй  ускоретя 
на  координатныхъ  осяхъ,  неизменно  связанныхъ  съ  твердымъ  гЬломъ. 
Для  проекщй  ускоретя  м>0  им'Ьемъ 

^о.  =  ^  С08  а1  -+-  1€ът\  С08  ?1  "•-  к'ог  со8  71  С23?) 

и  подобный  же  выражетя  для  м?^  и  м?0>,  причемъ  9  угловъ  а,  (3,  у  можно 
выразить  черезъ  углы  Эйлера  0,  <р.  ф;  для  проекщй  ускоретя  ^/  имгЬемъ 
прямо  формулы  (233),  если  за  начало  подвижныхъ  координатныхъ  осей 
взять  тотку  С  ($0,  тг)0,  Со),  определяющую  поступательное  движете  гЬла. 

Ускорены  въ  общемъ  случай  составного  и  относительная 
движетй  твердаго  т*ла. 

185.  Составныя  части  ускорен1я  сложнаго  движетя.  Въ  §§  169, 170  и  171 
было  показано,  что  ускорете  сложнаго  движетя  точки  есть  геометриче- 
ская сумма  ускоретй  переноснаго  и  относительнаго  движетй  только  въ 
томъ  случа'Ь,  если  переносное  движете  поступательное,  и  что  въ  общемъ 
случа'Ь  ускорете  сложнаго  движетя  содержитъ  еще  некоторое  третье  сла- 
гаемое, болЬе  точное  определение  котораго  было  отложено  до  аналитиче- 
ская изсл-Ьдоватя  сложнаго  движетя.  Переходя  теперь  къ  этому,  будемъ 
представлять  себ'Ь,  что  относительное  движете  точки  М  задано  урав- 
нешями 

*  =  /1(0,    у  =  ГЛ*>\   *  =  /•(')  (238) 

по  отношению  къ  осямъ  (хуг\  неизменно  связаннымъ  съ  двигающимся 
твердымъ  гЬломъ,  а  движете  этого  гЬла  задано  элементами  ?0,  т\0,  С0,  0,  <р,  ^ 
какъ  функщями  времени.  Это  последнее  движете  опредЬляетъ  собою  пе- 
реносное движете   точки,  которое  получится,  если  х,  у,  г  считать  по- 
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стоянными.  Сложное,  абсолютное  движете  точки  Ж  определяется  те- 
перь формулами  (162). 

Чтобы  найти  ускореше  точки  въ  этомъ  сложномъ  движенш,  мы  должны 
обратиться  къ  формуламъ  (163)  для  скорости  и  дифференцировать  ихъ 
по  /.  Мы  найдемъ: 

А\  А2  соз  а,  А2  соз  а2  А2  соз  аа 


1Г5  =    ЛГ  "+"  Х  Л*  ^  У  М"      +"  * 


ах2  аь2        *     а(2  ш2 

А2х  А2у  А2г 

л  г7#  й  соя  а,        л  йу  А  соз  а«       л  А?  А  соз  а,  ,ЛЛЛч 

^Ц-Ж^^Ш     л     *2л-1Г  (239) 

и  подобный  же  выражения  для  ю^  и  «V.  Сумма  членовъ  первой  строки 
представляетъ  проекщю  на  оси  (?)  ускорен1я  юх  переноснаго  движе- 
Н1я  точки  Ж",  потому-что  ю*  выражалась  бы  только  этими  членами,  если- 
бы  х,  у,  я  были  постоянными.  Итакъ 

А21п  А2  соз  а.  А2  соз  а„     А2  соз  ая     ,л  ,лч 

"■Г  ^  -  *  -  Т1  *  *  "л*     + '  ~лН-  •       (240> 

Члены  второй  строки  содержать: 

_А2х  А2у  А2  г  гол\\ 

™2*~~АР'    *ъ~~д&'4     Щл~Ж2'  (       ' 

проекщи  ускорен1я  гс2  относительнаго  движеюя  на  подвижныхъ 
осяхъ  и  составляютъ  вм-ЬсгЬ: 


'2% 


; 


г3у  соз  аа  -+-  IV 2ь  соз  «з  (242) 

проекщю  этого  ускоретя  на  оси  (;).  Формула  (239)  показываегь,  что 
полное  ускореше  содержитъ  еще  третью  слагаемую  гог,  проекщя  которой 
на  оси  (&): 

Л/г   /7  /»/».е  п  /7м    й  />лс  п  Ну    /7  /»ле  яг 

(243) 


л  Ах  А  соз  а.        ^  Ау  А  соз  а„       ^  Аг  А  соз  ал 

. 9 1  -I-  2    -  - -  -4-    2  -  - -  ' 


А1       А1  ~  А1       АЬ  "  АЬ       А( 

и-г  и  есть  то  ускореше,  которое  было  уже  обнаружено  въ  §  171  и  кото- 
рое называется  ускорешемъ  Кор1олиса. 

Разсматривая  проекщи  ускорен1я  точки  М  на  осяхъ  (у\)  и  (ц),  мы  по- 
лучимъ  подобные  же  результаты  и  заключаемъ,  что 

гю  =  и\  -4-  п\  -+-  1€ь.  (244) 

186.  Ускорете  Корюлиса.  Чтобы  представить  это  ускореше  наглядно 
геометрически,  можемъ  сравнить  его  проекщи  (243)  и 


^зт1~  *  А  "'  Л'  Л       Л"  ~  "Л  ~  Л     ' 

ю    =  2  —  ^^1  _+_  2  Ау-  -  —  Тз  -ь  2  -*"  <**ов  т» 


й*       Л  с«       Л  Л       Л 


(245) 
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съ  формулою  (164)  и  двумя  другими,  ей  подобными: 


Ка 


-,-г-  -+-Ж 


;        в1 
_<*»1о 

—  ^о 


-4-Х  — . 


^  С08  <Х, 

й  сов  ^, 


У 

й  соз  а2 

Л 

У 

Й  С05  у2 

А  соз  в, 

*  1. 


тт-1*,     > 


Л 


Л 


(246) 


определяющими  скорость  переноснаго  движетя.  Эти  две  системы  фор- 
мул делаются  соответственно  тождественными:  1)  если  предположить,  что 
въ  переносномъ  движеши  отсутствуетъ  поступательная  слагаемая  и  2)  если 
въ  формулахъ  (246)  разсматривать  вместо  точки  (х,  у,  г)  точку  В  съ  ко- 
ординатами: 

9   *!      су  Лу_      о   <** 


(247) 


Положете  этой  точки  въ  данный  моментъ  времени  можно  определить  сл*- 
дующимъ  образомъ:  это  есть  конецъ  вектора,  отложеннаго  отъ  начала 
подвижныхъ  координатныхъ  осей  и  геометрически  равнаго  2г2,  удвоенной 
скорости  относительнаго  движешя.  Итакъ,  можно  сказать:  Ускореюе 
Кор1олиса  изображается  векторомъ,  геометрически  равнымъ 
вращательной  слагаемой  скорости  переноснаго  движен1я  той 
точки,  которая  находится  на  конце  вектора,  проведеннаго  изъ 
начала  подвижныхъ  координатныхъ  осей  и  геометрически  рав 
наго  удвоенной  относительной  скорости  х).  Пусть  будетъ  <о  угловая 
скорость  около  мгновенной  оси  въ  переносномъ  движеши;  тогда 

и\  =  2**2и>  згп  (г?2,  о>);  (246) 

потому-что  2г2  згп  (г53,  о>)  есть  разстояше  точки  В  отъ  оси  вращешя. 

Очевидно,  что  векторъ  гюг  перпендикуляренъ  и  къ  г2  и  къ  «>. 

Выразимъ,  наконецъ,  нроекщи  ускорен1я  Коршлиса  на  подвижныхъ 
осяхъ  координатъ;  для  этого  нужно  только  къ  точке  В  применить  фор- 
мулы Эйлера  (145;,  т.  е.  въ  эти  формулы  подставить  координаты  (247). 
Итакъ: 


-4 

«"„=2  (г 
»'з,  =  2  (р 


(И 

Их 
Л' 

а» 
<и 


г  ш)' 

■ь 


их 

41 


(249) 


*)  Можетъ  показаться  страннымъ,  что  ускореше  Коршлиса  находится  кавъ 
будто  въ  зависимости  отъ  выбора  начала  подвижныхъ  координатныхъ  осей: 
но  нужно  принять   во  внимаше,  что  это    начало   своимъ  движешенъ  опредй- 
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187.  Ускореше  относительна™  движешя.  ВсЬ  вышеприведенныя  фор- 
мулы могутъ  служить  для  опред'Ьленш  ускорешя  относительного  движешя 
данной  точки,  когда  даны  абсолютное  и  переносное  движешя.  Формула 
(244)  даетъ:  ______ 

IV 2  =  IV  IV к  IV ъ.  (250) 

Въ  динамик*  относительнаго  движешя  (глава  IX)  векторъ  ( —  юг)  назы- 
вается иногда  поворотнымъ  ускореюемъ. 

3.  181.  Определить  ускореше  Корюлиса  въ  движенш  точки  около 
земной  поверхности,  принимая  во  внимаше  вращеше  земли  около  ея  оси. 
Р'Ьш.:  Пусть  будетъ  ф  географическая  широта  точки,  движете  которой 
около  земной  поверхности  разсматривается.  Беря  начало  координатъ  въ 
положенш  этой  точки  въ  определенный  моментъ  времени,  ось  (х)  по  ка- 
сательной къ  параллельному  кругу,  къ  востоку,  ось  (у)  по  касательной 
къ  мерид_ану,  къ  югу,  и  ось  (г)  вертикально  вверхъ,  имйемъ  (зад.  140): 

р  =  0,     д  =  О)  С05  ср,     г  =  —  ш  яш  ф,  (251) 

гд-Ь  ш  =  0,0000729  (зад.  88);  поэтому,  по  формуламъ  (249): 

шгх  -=         2о>  С08  <р  —г-  -+-  2(0  81П  ср  — *- 


0       .        Лх 

П\%  =  —  20)  8Ш  ф  -^- 

(1х 

IV.     = 2<1>  С08  ф  --=-- 


(252) 


3.  182.  Определить  ускореше  Коршлиса  въ  сложномъ  движенш  плоской 
фигуры.  Отв.: 

юг  =  2о№2.  (253) 

3.  183.  Определить  ускореше  Корюлиса  для  какой-либо  точки  М  плоской 
фигуры  въ  циклическомъ  движенш  последней,  разсматриваемомъ  какъ  дви- 
жете сложное  (§  125).  Отв.:'«?,  =  щ.С1№,  гдъ  Л7" есть  конецъ  вектора  2(о2.(72ЗГ, 
отпоженнаго  отъ  точки  С2,  если  предполагается,  что  эта  точка  своимъ  движе- 
шемъ  опредвляетъ  поступательную  слагаемую  переноснаго  движешя. 


ляетъ  поступательную  слагаемую  переноснаго  двнжешя  и  следовательно  че- 
резъ  эту  точку  проходить  мгновенная  ось  переноснаго  движешя,  а  поэтому 
отъ  выбора  начала  зависитъ  также  и  вращательная  слагаемая  переноснаго  дви- 
женгя и  вообще  все  производимое  нами  разложеше  какъ  скоростей,  такъ  и 
ускоренШ. 

П.  Соновъ.— Основян1п  тсорет.  механики.  11 
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Степени  свободы  системы  точекъ  и  услов1я  связей. 

Обпця  понятая. 

188.  Поняло  о  степеняхъ  свободы.  Движете  всякаго,  изменяема™  иди 
неизменяемая  тЬла  определяется  аналитически  н^которымъ  числомъ  т 
кинематическихъ  элементовъ;  такъ  что,  если  эти  элементы  даны 
какъ  функцш  времени,  то  известно  движете  всего  тела,  т.  е.  могутъ 
быть  выражены  въ  функцш  времени  координаты  любой  его  точки.  Число 
ж  можетъ  быть  конечнымъ  и  безконечно-болыпимъ.  Все  кинематические 
элементы  могутъ  быть  или  независимы  между  собою  или  могутъ  быть 
связаны  некоторыми  зависимостями.  Эти  зависимости  мы  будемъ  назы- 
вать услов1ями  свя&ей.  Эти  услов1я  могутъ  имгЬть  видъ  или  уравненШ  или 
нерааенствъ.  Въ  первомъ  случай  отъ  числа  этихъ  условШ  зависитъ  число 
независимыхъ  кинематическихъ  элементовъ.  Если  число  уравненШ,  вы- 
ражающихъ  услов1я  связей  равно  А,  то  остается 

I  =  т  —  к  (254) 

независимыхъ  кинематическихъ  элементовъ.  Это  число  называется 
числомъ  степеней  свободы  даннаго  тела.  Оно  тоже  можетъ  быть  или 
конечнымъ  или  безконечно-болыпимъ.  Случаи  послФ>дняго  рода  мы  дальше 
разсматривать  не  будемъ. 

Если  условия  связей  имгЬютъ  видъ  неравенствъ,  то  число  ихъ  не  опре- 
деляете еще  непосредственно  числа  степеней  свободы  даннаго  тела,  такъ 
какъ  при  существовали  такихъ  неравенствъ  могутъ  еще  оставаться  не- 
зависимыми все  кинематичесие  элементы,  и  только  область,  въ  которой 
возможно  ихъ  изм^нете,  съуживается  неравенствами.  Впрочемъ  эта 
область  можетъ  съузиться  и  настолько,  что  некоторые  кинематичесие  эле- 
менты перестанутъ  быть  независимыми  или  даже  сделаются  совсемъ  не- 
изменяемыми. Во  всякомъ  случае,  определете  числа  степеней  свободы 
при  существовали  неравенствъ  представляетъ  уже  задачу  более  сложную, 
которой  мы  пока  не  будемъ  касаться. 

189.  Пояснеше  сказаннаго  на  отдЪльныхъ  важнЪйшихъ  случаяхъ.  Сво- 
бодная точка  имеетъ  три  степени  свободы,  потому  что  движете  ея  опре- 
деляется тремя  независимыми  координатами. 

Точка  М  (?,  %  ц),  которая  принуждена  оставаться  на  поверхности, 
определяемой  уравнетемъ 

ютЬеть  две  степени  свободы,  такъ   какъ  только  две  изъ  ея  координатъ 

0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—    163   —  §  189,  ф.  254. 

остаются  независимыми.  Точно  такъ-же,  точка,  которая  принуждена  оста- 
ваться на  лиши,  определяемой  двумя  уравнешями: 

П  6  ч,  0  =  0,    /;  (б,ч,  о  =  о, 

им'Ьетъ  одну  степень  свободы. 

Но  если  координаты  трчки  подчинены  неравенству: 

Р  (Е,  ч,  С)  ^  0    или    I*  (Е,  т],  С)  ^  О, 

то  это  еще  не  понижаетъ  числа  ея  степеней  свободы,  такъ  какъ,  въ  из- 
в1>стныхъ  пред*Ьлахъ,  остается  возможнымъ  независимое  изм'Ьнеше  каж- 
дой изъ  ея  трехъ  координатъ.  Точно  такъ-же  и  несколько  неравенствъ 
могутъ  еще  не  понизить  числа  степеней  свободы,  устанавливая  лишь 
границы,  изъ  которыхъ  не  должна  выходить  точка,  причемъ  въ  этихъ 
границахъ  движете  ея  остается  возможнымъ  по  всякому  направленно. 
Напр.  6  неравенствъ: 

*  ^  О,      Е  ^  а, 

?)  ^  0,      г\  ^  6, 

г^О,      С  ^  с, 

выражаютъ,  что  точка  заключена  внутри  параллелепипеда  съ  ребрами  а, 
*,  с,  параллельными  координатнымъ  осямъ;  внутри-же  этого  параллелепи- 
педа движете  ея  остается  произвольными 

Система,  состоящая  изъ  двухъ  точекъ,  между  которыми  разстоянз'е  не 
можетъ  меняться,  им'Ьетъ  пять  степеней  свободы,  потому  что  6  коорди- 
натъ этихъ  точекъ  связаны  между  собою  однимъ  уравнешемъ,  выражаю- 
щимъ  постоянство  разстоян1я  меаду  ними. 

Система  трехъ  точекъ,  неизменно  связанныхъ  между  собою,  им'Ьетъ 
шесть  степеней  свободы,  такъ  какъ  9  координатъ  ея  связаны  тремя 
услов1ями,  выражающими  постоянство  разстояшй  между  точками.  Этотъ 
случай  заслуживаете  особеннаго  вниматя,  потому  что  свободное  твер- 
дое т*ло  тоже  им'Ьетъ  шесть  степеней  свободы.  Действительно, 
движете  его  вполне  определяется  шестью  независимыми  между  собою 
кинематическими  элементами  Е0,  т)0,  С0,  в,  <р,  ф  (§  65).  Одинаковое  число 
степеней  свободы  въ  обоихъ  случаяхъ  объясняется  слйдующимъ  соображе- 
шемъ.  Если  къ  тремъ  неизменно  связаннымъ  между  собою  точкамъ  при- 
соединить четвертую  точку,  неизменно  съ  ними  связанную  и  не  лежащую 
въ  ихъ  плоскости,  то  отъ  этого  число  степеней  свободы  всей  системы  не 
увеличивается:  вводятся  три  новыхъ  координаты,  но  вм4сггЬ  съ  тЬмъ  и 
три  новыхъ  услов1я,  выражающихъ  постоянство  разстоянШ  четвертой 
точки  отъ  первыхъ  трехъ.  Тоже  самое  будетъ  при  присоединен^  пятой 
точки,  такъ  какъ  для  неизменяемости  ея  положешя  относительно  первыхъ 
четырехъ  точекъ  достаточно,  чтобы  оставались  постоянными  разстояшя 
ея  отъ  трехъ   изъ    этихъ   точекъ.    Такимъ   образомъ  можно  видеть,  что 

и* 
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какъ-бы  ни  увеличивалось  чисто  точекъ  неизменяемой  системы,  число  ея 
степеней  свободы  постоянно  остается  равнымъ  шести. 

Несвободное  твердое  гЬло  можетъ  им^ть  всякое  ц^лое  число  степеней 
свободы  менйе  шести.  Но  это  будетъ  подробнее  выяснено  ниже. 

3.  184.  Указать  примеры,  въ  которыхъ  система  двухъ  неизменно  связан- 
ныхъ  между  собою  точекъ  имъетъ  4,  3,  2,  1,  О  степеней  свободы. 

3.  185.  Сколько  степеней  свободы  имъетъ  система  п  точекъ,  связанныхъ 
последовательно  такъ,  что  разстоян!я  между  смежными  точками  не  могутъ 
изменяться.  Отв.  2п  н-  1. 

3.  186.  Определить  число  степеней  свободы  системы  трехъ  точекъ,  обра- 
зующихъ  треугольникъ,  который,  двигаясь  въ  плоскости,  остается  подобными 
самому  себе,  и  выразить  услов!я  связей.  Отв.  Число  степеней  свободы  че- 
тыре: шесть  координатъ  связаны  двумя  услов1ями  постоянства  угловъ. 

3.  187.  Определить  число  степеней  свободы  той  же  системы  трехъ  точекъ, 
если  образуемый  ими  подобно-изменяемый  треугольникъ  можетъ  какъ~нибудь> 
двигаться  въ  пространстве  трехъ  измънешй.  Отв.  Семь. 

3.  188.  Определить  число  степеней  свободы  системы  четырехъ  точекъ  на 
плоскости,  образующихъ  во  всякомъ  своемъ  положен ш  параллелограммъ,  и 
выразить  условгя  связей.  Отв.:  Шесть,  ибо  восемь  координатъ  связаны  двумя 
услов1Ями  параллельности  прямыхъ. 

3.  189.  Сделать  то-же  самое  относительно  восьми  точекъ,  образующихъ> 
постоянно  параллелепипедъ.  Отв.:  12  степеней  свободы.  Можно  различнымъ 
образомъ  заключить,  что  число  условШ  связей  равно  12,  выражая  аналити- 
чески те  или  друг1я  свойства  параллелепипеда,  вполне  его  определяющая,  и 
следя  за  твмъ,  чтобы  между  услов1ями  не  было  тождественныхъ,  напр.  6  усло- 
В1Й,  что  4  точки  лежать  въ  одной  плоскости  и  по  два  услов1я  для  каждой  изъ 
трехъ  пересекающихся  въ  одной  точке  граней,  выражающихъ,  что  въ  каждой 
изъ  нихъ  четыре  точки  образуютъ  параллелограммъ. 

3.  190.  Определить  число  степеней  свободы  системы  четырехъ  точекъ,, 
двигающихся  такъ,  что  объемъ  образуемаго  ими  тетраэдра  остается  постоян- 
нымъ.  Отв.:  11. 

ПеремФнныя,  опредйдяюпця  движете  системы  точекъ. 

190.  Независимые  параметры  Лагранжа.  При  изученш  движешя  системы 
п  точекъ,  координаты  которыхъ  связаны  к  уравнешями,  можно  поступать 
различнымъ  образомъ:  или  разсматривать  изм1шете  всЬхъ  координатъ, 
принимая  постоянно  во  внимаше  существуюпця  между  ними  зависимости, 
или  заранее  выбрать 

3«  —  к  =  1  (255) 

изъ  числа  данныхъ  координатъ  за  независимый  и  остальныя  выражать 
уже  черезъ  нихъ  при  помощи  к  уеловШ  связей  или,  наконецъ,  взять  I 
новыхъ  независимыхъ  леремгЬнныхъ  д19  </2>  ••••?*  такимъ  образомъ,  чтобы 
черезъ  нихъ  могли  быть  выражены  всЬ  Зм  данныхъ  координатъ.  Пере- 
менный посл'Ьдняго  рода  называются  обыкновенно  параметрами  Ла- 
гранжа, Введете  ихъ  при  изучеши  вопросовъ  механики   представляетъ. 
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часто  болышя  удобства  *).  Важно  заметить,  что  при  пользованьи  Ла- 
гранжевыми  параметрами  уже  не  нужно  обращать  внимаюя  на 
услов1я  связей,  такъ  какъ  они  обращаются  въ  тождества.  Чтобы 
это  показать,  введемъ  Лагранжевы  параметры  слгЬдующимъ  образомъ:  вы- 
разимъ  I  изъ  числа  данныхъ  координатъ  въ  вид*  произвольно  заданныхъ 
функщй  отъ  I  новыхъ  перем*нныхъ  дг,  д2,....д1: 

хи   •    •    -    •    •       *}  ) 

Г' "  (256) 

«и %  I 

и  при  помощи  к  =  Ъп  —  /  имеющихся  у  насъ  условШ  связей  выразимъ 
остальныя  координаты,  числомъ  к,  черезъ  я.,....^.,  а  следовательно,  при 
помощи  зависимостей  (256),  тоже  черезъ  ^1,....д/.  Тогда  вс4  Зп  данныхъ 

координатъ  окажутся  выраженными   черезъ  новыя   переменный  дх, <?,. 

Понятно,  что  если  эти  выражешя  подставить  въ  данныя  условгя  связей, 
то  эти  посл'Ьдтя  будутъ  удовлетворяться  тождественно,  потому  что  мы 
этими  зависимостями  уже  раньше  воспользовались. 

191.  Приложеже  къ  й%сколькимъ  ванмгЬйшимъ  случаямъ.  Для  пояснешя 
сказаннаго  приведемъ  сл'Ьдуюпце  примеры. 

Точка,  которая  принуждена  оставаться  на  поверхности 

Г  (*,  у,  х)  =  О,  (257) 

им*етъ  две  степени  свободы;  полагая 

х  =  ?1  (и,  V),      у  =  фа  (и,  г),  (258) 

где  и  и  V  две  новыя  независимыя  переменный,  мы  можемъ  по  уравненш 

(257)  и  г  выразить  въ  функщй  этихъ  перемЬнныхъ: 

г  •=  Ф3  (Ц*  г).  (259) 

Понятно,  что  при  всякихъ  произвольныхъ   значетяхъ   и  и    V  уравнетя 

(258)  и  (259)  будутъ  определять  точку  на  поверхности  (257),  такъ  какъ, 
по  подстановке  выраженШ  (258)  и  (259)  въ  уравнеше  (257),  последнее 
удовлетворяется  тождественно.  Координаты  щ  V  называются  иногда  Гаус- 
совыми, потому  что  Гауссъ  впервые  систематически  пользовался  ими  въ 
теорш  поверхностей. 

Другой  примЬръ  Лагранжевыхъ  параметровъ  представляется  въ  кине- 
матике твердаго  тела;  а  именно,  тамъ  кинематичесше  элементы  50.  т%,  С0, 
В,  <р,  ф  представляютъ  собою  тате  параметры.  Действительно,  1)  для 
свободнаго  тела  они  независимы,  2)  координаты  всякой  точки  тела  мо- 
гутъ  быть  черезъ  нихъ  выражены  (§  66),  3)  эти  выражешя.  будучи  под- 

!)  Очевидно,  что  второй  способъ  (выборъ  I  координатъ  изъ  числа  дан- 
ныхъ) представляетъ  частный  случай  Лагранжевыхъ  параметровъ,  а  именно, 
когда  за  таковыя  принимаются  нъкоторыя  изъ  данныхъ  координатъ. 
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ставлены  въ  какое-нибудь  изъ  условШ  связей,  выражающихъ  постоянство 
разстояшй  между  точками,  удовлетворяютъ  этимъ  услов1ямъ  тождественно. 

3.  191.  Указать  Гауссовы  координаты  на  поверхности  эллипсоида 

я3         у*        *а       л 
а2         &3         с2 

Отв  :  х  =  а  8%п  9  сов  ^,  у  =  6  «*п  ф  ш  ^,  *  =  с  сое  9* 

3.  192.  Указать  какш-лнбо  Гауссовы  координаты  на  поверхностяхъ:  шара, 
цилиндра  и  конуса.  Отв.:  Для  шара  широта  и  долгота,  долгота  и  радаусъ 
параллельнаго  круга.  Для  цилиндра  и  для  конуса  проствйшш  Гауссовы  ко- 
ординаты очевидны. 

Геометричесшя  данныя,  ограничиваюпця  движете 

твердаго  тФда. 

192.  Различный  видъ  геометрическихъ  условШ.  Можно  представить  себ* 
множество  геометрическихъ  или,  лучше  сказать  механическихъ  условШ, 
ограничивающихъ  движеше  твердаго  гЬла;  но  всЬ  ташя  условгя,  им-Ьюпйя 
какое-либо  практическое  значеше,  приводятся  къ  одному  основному 
условш:  чтобы  двигающееся  твердое  т4ло  одною  или  н-Ьсколь- 
кими  точками  одной  изъ  своихъ  поверхностей  прикасалось  къ 
другимъ  тЪламъ,  предполагаемымъ  неподвижными.  Такъ  напр.,  къ 
условш,  чтобы  никоторая  точка  Ж  гЬла  оставалась  на  данной  поверх- 
ности, можно  подойти,  предполагая  сначала,  что  точка  М  служить  цен- 
тромъ  весьма  малой  шаровой  поверхности,  которая  прикасается  къ  дан- 
ной, неподвижной,  и  что  рад1усъ  этой  шаровой  поверхности  стремится  къ 
нулю.  Точно  такъ-же,  услов1е,  чтобы  некоторая  поверхность  гЬла  при 
его  цвиженш  постоянно  проходила  черезъ  данную  неподвижную  точку, 
можно  разсматривать  какъ  пред'Ьльную  форму  услов1я,  чтобы  поверхность 
гЬла  прикасалась  къ  поверхности  шара  весьма  малаго  радоуса,  который 
стремится  къ  нулю.  Услов1е,  чтобы  точка  гЬла  оставалась  на  данной  ли- 
ши, равносильно  условш,  чтобы  она  оставалась  одновременно  на  двухъ 
поверхностяхъ,  и  такимъ  образомъ  можетъ  быть  выведено  изъ  услов1я. 
чтобы  некоторая  поверхность  гЬла  одновременно  касалась  двухъ  данныхъ 
поверхностей.  Услов1е,  чтобы  точка  гЬла  была  неподвижна,  равнозначуше 
съ  условгемъ,  чтобы  она  одновременно  находилась  на  трехъ  поверхно- 
стяхъ, имЪющихъ  общую  точку.  Условге,  чтобы  разстояте  меаду  двумя 
точками  не  изменялось,  равносильно  условш,  чтобы  одна  изъ  этихъ  то- 
чекъ  находилась  на  поверхности  шара,  центромъ  котораго  служить  дру- 
гая точка.  Точно  такъ-же,  касате  гЬла  сплошною  поверхностью  къ  по- 
поверхности  неподвижной  можно  свести  къ  касанш  его  въ  н*сколькихъ 
точкахъ.  Напр.  движете,  которое  им'Ьетъ  твердое  гЬло,  скользя  плоскою 
стороною  по  неподвижной  плоскости,  можно  получить,  заставляя  три  точки, 
не  лежапця  на  одной  прямой,  двигаться  по  плоскости. 
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193.  Безконечно-малыя  возможный  перем'Ьщемя.  При  данномъ  числи 
степеней  свободы  твердаго  гЬла  вопросъ  о  томъ,  камя  перемещены  для 
него  возможны,  можетъ  быть  рЪшаемъ  или  непосредственно  или  путемъ 
нсключешя  невозможныхъ  для  него  переагЬщешй  изъ  числа  всЬхъ  пере- 
м-Ьщешй,  возможныхъ  для  вполне  свободнаго  твердаго  гЬла.  Мы  будемъ 
пользоваться,  смотря  по  обстоятельствами  гЬмъ  или  другимъ  пр1вмомъ. 

Говоря  о  возможныхъ  или  невозможныхъ  перем4щетяхъ  твердаго 
гЬла,  мы  будемъ  въ  дальн'Ьйшемъ  разсматривать  перемЬщен1я 
лишь  безконечно-малыя,  исходя  каждый  разъ  изъ  даннаго  по- 
ложена т"Ьла.  Такое  ограничеше  вопроса  оправдывается  во-первыхъ 
гЬмъ,  что  вопросы  о  возможныхъ  конечныхъ  перем'Ьщетяхъ  сложнее 
(I  связаны  съ  различными  вопросами  интегрироващя  дифференщальныхъ 
уравнешй,  а  во  вторыхъ,  и  это  главное,  въ  различныхъ  отдЪлахъ  теоре- 
тической механики  играютъ  особенно  важную  роль  именно  безконечно- 
малыя  возможный  перем'Ьщешя. 

Наконецъ,  зам$тимъ  еще,  что  вместо  безконечно-малыхъ  перем*- 
щенгй  различныхъ  точекъ  гЬла  можно  разсматривать  отношешя  ихъ  къ 
одному  и  тому-же  безконечно-малому  элементу  времени,  т.  е.  скорости. 
Это  во  многихъ  случаяхъ  оказывается  бол4е  удобнымъ. 

194.  Разложеже  перем'Ьщешя  твердаго  т*ла,  прикасающегося  одною 
точкою  своей  поверхности  къ  поверхности  неподвижной.  Отличительное 
свойство  этой  основной  механической  связи  состоять  въ  томъ,  что  въ 
каждомъ  данномъ  положена  тЪла  существуетъ  прямая,  точки 
которой  при  всякомъ  возможномъ  перемйщенш  т*Ьла  получаютъ 
перемещен  1я    *),    къ,  ней    перпенди- 

кулярныя.  Этою  прямою  служитъ 
общая  нормаль  къ  об'Ьимъ  поверх- 
ностямъ  въ  точки  ихъ  касан1Я. 

Чтобы  это  показать,  представимъ  себ"Ь 
какое-либо  перем-Ьщеше  гЬла  разложен- 
нымъ  на  три  перем'Ьщешя  сл'Ьдующимъ 
образомъ.  Пусть  будетъ  (фиг.  108;  (о) 
сл'Ьдъ,  описываемый  на  неподвижной  по- 
верхности Е  точкою  касатя  Ж,  принад- 
лежащею подвижной  поверхности,  а  ($) — 
сл-Ьдъ,    описываемый    на    поверхности   *9,  Фиг.  108. 

принадлежащей   двигающемуся  гЬлу,   точ- 
кою М  неподвижной  поверхности,  а — уголъ  между  касательными  къ  сл$- 
дамъ  въ  ихъ  общей  точки  М  (или  М),  при  данномъ,  исходномъ  положе- 


*)  Подразумевая  въ  дальн'Ьйшемъ  перемъщешя    лишь    безконечно-малыя, 
мы,  для  краткости,  слова  „безконечно-малое"  писать  не  будемъ. 
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ши  тела.  Зам'Ьтимъ  еще  на  сл'Ьдахъ  (о)  и  ($)  точки  М'  и  М\  которыя 
совпадутъ  между  собою  поел*  безконечно-малаго  перем'Ьщешя  тела.  Это 
перемещеше  будетъ  вполне  определено,  если  будутъ  даны:  следы  (о)  и 
(«)  въ  ихъ  надлежащемъ  относительновгь  положенш,  на  нихъ  дуги  До=ММ' 
и  Ьз  =  ММ'  и  уголъ  вращенш  Да.  А  именно,  всякое  перемещеше  по- 
верхности 5  изъ  перваго  ея  положен1я  во  второе  можетъ  быть  произве- 
дено следующими  тремя  последовательными  перемещешями: 

1)  вращешемъ  поверхности  5  на  уголъ  Да  около  общей  об*имъ  по- 
верхностямъ  нормали  (п),  проходящей  черезъ  точку  М\ 

2)  скольжетемъ  поверхности  5  по  Е,  происходящимъ  такимъ  обра- 
зомъ,  чтобы  точка  М  на  поверхности  5  постоянно  служила  точкою 
касашя,  и  чтобы  при  этомъ  уголъ  ач-Да  не  менялся;  при  такомъ 
скольженш,  которое  мы  будемъ  называть  чистымъ  скольжен1емъ 
перваго  рода,  точка  Ж  придетъ  въ  совпадете  съ  точкою  %М'; 

3)  скольжешемъ  поверхности  5  по  Е,  происходящимъ  такимъ  обра- 
зомъ,  чтобы  точка  М'  поверхности  2  постоянно  служила  точкою 
касан1я,  и  чтобы  при  этомъ  опять  уголъ  а  -ь  Да  не  менялся;  при 
этомъ  движенш,  которое  мы  условимся  называть  чистымъ  сколь- 
жеюемъ  второго  рода,  точка  М1  придетъ  въ  совпадете  съ  М'. 

При  этихъ  трехъ  перемещешяхъ,  изъ  которыхъ  слагается  требуемое 
перемещеше  тела,  точка  М  подучаетъ  перемещеше,  которое  перпендику- 
лярно къ  нормали  (га),  а  именно:  при  первомъ  перемещенш  точка  М 
остается  неподвижною;  при  второмъ  перемещенш  она  передвигается  по 
лиши  (о),  къ  которой  касательная  въ  точке  М  перпендикулярна  къ 
нормали  (п);  при  третьемъ  перемещенш  точка  М,  переходя  въ  положе- 
ше  М\  двигается  по  лиши,  касательная  къ  которой  перпендикулярна  къ 
нормали  въ  точке  М',  а  следовательно  въ  предЬлЬ  тоже  перпендикулярна 
къ  нормали  (п).  Известно,  что  если  скорость  какой-нибудь  точки  перпен- 
дикулярна къ  проходящей  черезъ  нее  прямой,  принадлежащей  твердому 
телу,  то  скорости  всЬхъ  точекъ  этой  прямой  къ  ней  перпендикулярны 
(§  100).  Но  то  же  самое  можно  сказать  и  относительно  безконечно-ма- 
лыхъ  неремещешй;  такимъ  образомъ  высказанное  въ  начале  этого  пара- 
графа положеше  можно  считать  доказанными 

Полезно  заметить  и  обратное  заключеше.  Если  дано  такое  услов1е 
связи,  что  въ  каждомъ  положенш  тела  найдется  такая  неиз- 
менно съ  нимъ  связанная  прямая,  скорости  точекъ  которой  къ 
ней  перпендикулярны,  то  эту  связь  для  каждаго  безконечно- 
мадаго  перемещен1я  тела  можно  предполагать  осуществленною 
въ  виде  касашя  поверхности   къ  поверхности  *).   Действительно, 


*)  Можно  было  бы  показать,  что  не  всякая  связь,  заданная  въ  видЬ  урав- 
нен1я  мея«ду  кинематическими  элементами  твердаго  тъла,  обладаетъ  этимъ 
свойствомъ;  но  это  слишкомъ  отвлекло  бы  насъ  въ  специальную  область. 
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всякую  точку  этой  прямой  можно  принять  за  точку  касашя  двухъ  поверх- 
ностей при  данномъ  положенш  гЬла  и  черезъ  нее  провести  элементы 
этихъ  поверхностей.  Понятно,  что  при  переход*  къ  конечнымъ  перем*- 
щешмъ  твердаго  тЬла,  подлежалъ  бы  еще  изсл*Ьдованш  вопросъ  о  томъ, 
могутъ  ли  быть  изъ  такихъ  отдЬльныхъ  элементовъ  составлены  об*Ь  по- 
верхности. 

195.  Система  возможныхъ  перемещений  при  пасами  поверхности  къ 
поверхности,  ПредыдущШ  результатъ  даетъ  полное  представлеше  о  томъ, 
каш  перем'Ьщешя  возможны  для  твердаго  гЬла  при  касанш  его  поверх- 
ности къ  поверхности  неподвижной:  возможны  всяк1я  так1я  перем*- 
щрн1я,  при  которыхъ  одна  прямая  гЬла,  —общая  нормаль  по- 
верхностей,— нолучаетъ  перпендикулярный  къ  ней  перем-Ьщеюя. 
Но  всякое  такое  перемЬщеше  слагается  изъ  поступательнаго  перем*щен1я, 
перпендикулярна™  къ  этой  прямой,  и  изъ  вращешя  около  какой  либо 
оси,  проходящей  черезъ  одну  изъ  ея  точекъ.  Такимъ  образомъ,  касате 
поверхности  гЬла  къ  поверхности  неподвижной  отнимаетъ  у  гЬла  только 
одно  опредгЬленное  перемЬщеше:  поступательное,  параллельное  общей  нор- 
мали поверхностей.  ВсЬ  остальныя  безконечно-малыя  перем-Ьщешя  (или 
соответствующая  имъ  скорости)  остаются  возможными. 

Отсюда  ел  Ьдуеть,  что  кром*  разложешя  перем*щен1я,  указаннаго  въ 
§  194,  можно  представить  себЬ  и  следующее.  Примемъ  точку  касаюя  за 
начало  координата,  а  нормаль  за  ось  О);  тогда  всякое  возможное  пере- 
ищете составится:  изъ  поступательнаго  8$0  въ  общей  касательной  пло- 
скости (ху)  и  изъ  вращен1я  около  точки  касашя,  т.  е.  изъ  такого  вра- 
щешя, которое  можетъ  быть  разложено  на  вращеше  около  общей  нор- 
мали [оси  (я)]  и  на  вращеше  около  какой-либо  оси,  лежащей  въ  общей 
касательной  плоскости  (ху)  1). 

Такъ  какъ  пять  слагаемыхъ  возможнаго  безконечно  малаго  перевгЬ- 
Шен1я  твердаго  гЬла  [два  поступательныхъ  по  осямъ  (х)  и  (у)  и  три 
вращательныхъ  около  всЬхъ  трехъ  осей  (#),  (у)  и  (г)]  остаются  произ- 
вольными, то  мы  заключаемъ,  что  касан1е  твердаго  тЬла  къ  непо- 
движной поверхности  одною  точкою  отнимаетъ  у  него  одну  сте- 
пень свободы. 

На  основанш  сказаннаго  въ  §  192  то  же  самое  будетъ  и  въ  томъ 
случай,  когда  одна  определенная  точка  гЬла  принуждена  оставаться  на 
неподвижной  поверхности,  или  когда  поверхность  гЬла  принуждена  про- 
ходить черезъ  неподвижную  точку. 

Въ  §  199  будетъ  указанъ  болЪе  общШ  случай  понижешя  на  единицу 
числа  степеней  свободы  твердаго  гЬла;  но  и  онъ  механически  достигается 


5)  Чтобы  связать  это  разложеше  съ  первоначальным*!»,  нужно  было  бы 
обратиться  къ  пъкоторыиъ  вопросамъ  теорш  поверхностей,  которые  одеакоже 
въ  дальнъйшемъ  особенной  роли  играть  не  будутъ. 
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связями  вида,  указаннаго  въ  §  192,  какъ  это  выяснится  ниже  (§  207  и 
слЬд.),  когда  будетъ  идти  р-Ьчь  о  кинематическихъ  цЪпяхъ. 

Аналитически  выраавешя  уодовгй  свяэей 
для  твердаго  тФла. 

196.  ОбщШ  аналитически  видъ  уеловМ  связей.  Всякое  условге  связи, 
ограничивающей  какъ  либо  движете  какой-нибудь  системы  точекъ,  пред- 
ставляется зависимостью  между  некоторыми  изъ  координатъ  этихъ  точекъ: 

/,(6иЧ1,С11-...6<1ч<,Сг...)  =  0.  (260) 

Движете  твердаго  т*ла  определяется  кинематическими  элементами  &0, 
Чо*  V  &>  <Ь  Ф  (§  65),  и  всякое  условго  связи  для  него  можетъ  быть  пред- 
ставлено въ  вид-Ь  зависимости: 

Ф  (Ь,  ЧоЛ,  »,  Ф,  Ф)  =  0.  (261) 

Къ  этой  зависимости  отъ  условгя  (260)  всегда  можно  перейти  помощью 
формулъ  (50).  Пусть  будутъ 

х1ч  у„  *1Э  ....  #„  у0  *,., ....  (262) 

координаты  относительно  осей  (хуг),  неизменно  связанныхъ  сътвердымъ 
гЬломъ,  гЬхъ  точекъ,  которыхъ  абсолютный  координаты  входятъ  въ  ура- 
внете  (260).  Подставляя  координаты  (262)  поочередно  въ  формулы  (50), 
а  полученныя  такимъ  образомъ  выражетя  для  координатъ 

*1,  Чх,  С1Э  ....  5*  *)„  С,,....  (263) 

въ  уравнеше  (260),  мы  найдемъ  зависимость  вида: 

<Р  К,  Уи  *п  ....  *|,  У »  *„  ....  ?0,  Чо,  С»  «1,  Рп  Тп  •■••  ТО.  (264) 

въ  которой  координаты  (262)  постоянны,  такъ  что  эту  зависимость  можно 
разсматривать  какъ  зависимость  между  Е0,  тг)0,  С0  и  девятью  углами.  По 
формуламъ  (47)  эти  углы  могутъ  быть  выражены  черезъ  углы  Эйлера, 
послЬ  чего  уравнеше  (264)  принимаетъ  видъ  (261). 

197.  Аналитическое  выражеже  услов1я  касатя  поверхности  къ  поверх- 
ности. Когда  дано  геометрическое  услов1е  связей  для  твердаго  тЬла,  то 
можно  бываетъ  получить  выражеше  этой  связи  непосредственно  въ  формЪ 
(261),  т.  е.  не  исходя  изъ  условШ  вида  (260).  Разсмотримъ,  какъ  соста- 
вить зависимость,  выражающую  условге  касатя  поверхности  къ  поверх- 
ности, предполагая,  что  заданы  уравнешя  обЪихъ  поверхностей:  непо- 
движной 

у  (*,  ч,  0  =  0  (265) 

относительно  неподвижныхъ  координатныхъ  осей  и  поверхности 

Г  (г,  у,  г)  =  0,  (266) 
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принадлежащей  твердому  гЬлу,  относительно  осей,  неизменно  съ  нимъ 
связанныхъ.  Для  этого  нужно  прежде  всего  отнести  уравнешя  обйихъ 
поверхностей  къ  одной  и  той  же  координатной  систем!.  Отнесемъ  ура- 
внеше  (266)  къ  неподвижны мъ  координатными  осямъ.  Чтобы  ввести  коор- 
динаты ?,  т|,  С  въ  уравнеше  (266),  им^емь  зависимости  (50),  по  которымъ: 


х  =  {\  —  60)  С08  ах  -ь  (^  —  Т)0)  С08  ^ 
У  =  (*  —  *0)  соз  а2  ч-  (т)  —  т]0)  со*  р2 

*  =  (^  —  &о)  С08  «I  -Н  (Ч  —  Т)0)  С05  рз 


(С- 

—  Со)  «*  ^^,  ' 

(С- 

—  Со)  «Ю  ?2, 

(С- 

-  Со)  С08  ?,. 

(267) 


Поел*  подстановки  этихъ  выраженШ  въ  уравнеше  (266)  оно  принимаетъ 
видъ: 

Л  О,  Ч-  ?,  60|  Чо*  ?01  «и  Ри  ■•  ■  Тз)  =  0  (268) 

или,  поел*  введешя  по  формуламъ  (47)  угловъ  Эйлера: 

«Р&Ч.С,  ^  ЧоЛ»  ».  Т.  Ф)  =  0.  (269) 

Зд4сь  ;,  т|,  С  текупця  координаты  поверхности,  а  60,  т)0.  ^  0,  <р,  ф  пара- 
метры, съ  изм-Ьнешемъ  которыхъ  меняется  положеше  этой  поверхности. 
Геометричесюя  услов1Я  касашя  поверхности  (266)  или  (269)  къ  по- 
верхности (265)  состоять  въ  сл^дующемъ:  1)  въ  каждомъ  положенш  гЬла 
эти  поверхности  должны  им*ть  общую  точку  ^  т|п  ^);  2)  нормали  къ 
обйимъ  поверхностямъ,  проведеняыя  черезъ  эту  точку,  должны  совпадать. 
Известно  (см.  приложешя  анализа  къ  геометрш),  что  косинусы  угловъ, 
образуемыхъ  съ  осями  координатъ  нормалью  къ  поверхности  въ  данной 
на  ней  точки,  пропорциональны  частнымъ  производнымъ  по  соответствен- 
нымъ  координатамъ  отъ  первой  части  уравнешя  поверхности,  если  въ  эти 
частныя  производныя  подставить  координаты  данной  точки.  Поэтому,  въ 
случае  совпадешя  нормалей  къ  двумъ  поверхностямъ,  частныя  производ- 
ныя отъ  первыхъ  частей  уравнений  этихъ  поверхностей  должны  быть 
между  собою  пропорщональны.  Означая  скобками  (  )г  результатъ  под- 
становки въ  эти  частныя  производныя  координатъ  точки  касанШ,  им-Ьемъ: 

^1,  Чп  С|)  =  0,  (270) 

?  (Е„  Чр  Ъ,  60.  Чо«  Со.  »*  <Р>  ♦)  =  0,  (271) 

1дР\        /дУ\        1дР\ 

\К'л  =  \*ЗА  =  1  _*А  ,  (272) 

№\         (*?\         1**\ 
УЯ',        У*|/,        \Л/| 

четыре  уравнешя,  которыя  должны  быть  совместны  каждый  разъ,  когда 
поверхность  (266)  или  269)  прикасается  къ  поверхности  (265).  Исклю- 
чеше  координатъ  точки  касашя  (61э  Чп  Сх)   изъ  этихъ   уравненШ   даетъ 
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яамъ  зависимость  вида  (261),  которая  и  выражаетъ  требуемое  условге 
касашя. 

3.  193.  Выразить  въ  вид-б  (261)  у  с  лов  16,  чтобы  определенная  точка  твер- 
даго  тйла  оставалась  на  данной  поверхности.  Р^ш.:  Пусть  будутъ  ж„  у3,  г2 
координаты  данной  точки  относительно  подвижныхъ  осей  и  $„  7]3,  С»  ея  коор- 
динаты относительно  неподвижныхъ  осей.  Эти  посл,Ьдн1я  координаты  удовле- 
тпоряютъ  уравнешю  (265),  а  обй  системы  координатъ  удовлетвори ютъ  уравне- 
шямъ  (267).  Подставивъ  ихъ  туда  и  исключивъ  $2,  т]2,  С9  изъ  четырехъ  ура- 
внешй  (266)  и  (287),  мы  получимъ  зависимость  вида 

/  («о-  Ъ*  Со»  «и  р!»  ••••  Тз)  =  О, 
которая  можетъ  быть  потомъ  приведена  къ  виду  (261). 

3.  194.  Выразить  въ  вид*  (261)  услов1е,  чтобы  поверхность  твердаго  тала 
проходила  черезъ  данную  неподвижную  точку.  Р*шеп1е  аналогично  рЪшенхю 
предыдущей  задачи. 

3.  195.  Плоская  фигура  при  своемъ  движенш  по  плоскости  ($,  ?})  двумя 
своими  лишями  касается  двухъ  лиши  неподвижныхъ.  Выразить  эти  у  слов!  я 
аналитически  и  показать,  какъ  они  приводятся  къ  двумъ  зависимостямъ  между 
кинематическими  элементами  $0,  7)0,  а  (§  55). 

3.  196.  Выразить  такимъ  же  образомъ  услов1я  эллиптическаго  движен!я 
плоской  фигуры  (§  114).  Для  ръш.  см.  задачу  193. 

3.  197.  Выразить  такимъ  же  образомъ  услов1я  движешя  плоской  фигуры, 
обращеннаго  по  отношетю  къ  эллиптическому  (§  115).  Для  ръшешя  см.  за- 
дачу 194. 

3.  198.  Эллипсоидъ  прикасается  къ  тремъ  неподвижнымъ  координатнымъ 
плоскостямъ.  Найти  соотвътствуюпця  этому  зависимости  вида  (261). 

Дефференщальная  форма  услов1й  связей. 

198.  Зависимости  между  проекщяии  скоростей.  Обращаясь  сначала 
опять  къ  общему  случаю  связи,  выражаемому  зависимостью  вида  (260), 
разсмотримъ  зависимость,  которою  связаны  не  самыя  координаты,  а  ихъ 
изм'Ьнешя,  «варьягци»,  получаемый  ими  при  какомъ-либо  возможно мъ 
для  системы  точекъ  церем'Ьщенш.  Такъ  какъ  при  всякомъ  возможномъ 
для  системы  положены  координаты  ея  точекъ  удовлетворяют^  условш 
(260),  то  и  измененный  координаты  должны  ему  удовлетворять: 

Г+  4=  Г  (Иг  +  «п  Ъ  ч-  8т)п  . . .  ч,  -+-  *,,.  ^  -ь  К„  . .  •)  =  0.     (273) 

ЗдЬсь  вместо  знака  дифференщала  й  поставленъ  знакъ  8,  чтобы  этимъ 
отметить,  что  разсматривается  не  определенное  какое-либо  перем^щете 
системы,  которое  она  получила  бы  во  время  (И  при  существовали  опре- 
дЬленнаго  закона  движетя,  а  какое-либо  произвольное,  лишь  бы  оно  не 
противоречило  услов1ямъ  связей.  Услов1я  (273)  и  (260)  показываютъ,  что 
приращеше  6/*  постоянно  остается  равнымъ  нулю.  Разлагая  его  по  строке 
Тейлора,  можемъ  написать: 

*-*>.*  *ч-н...-н^ч-ь#«;-н..--н.-* 
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гдЪ  в,  остатокъ  ряда,  безконечно-малая  величина  второго  порядка.  Отне- 
семь  воображаемое,  возможное  лерем'Ьщете  системы  къ  воображаемому 
безконечно-малому  элементу  времени  8*  и  перейдемъ  къ  пределу,  принявъ 
при  этомъ  во  внимаше,  что 

Ит.  ^  =  О, 


о^  8т),  оС, 

"бГ  =  Ч     1т- -*=*"*'  •••/ш--# 


воображаемый,  возможный  скорости;  тогда  получимъ: 

$\  +  $19ч  +  ----$;е«1  +  -%;Ъ  +  ---  =  0'    (274> 

Итакъ,  при  всякомъ  перемещены  системы  точекъ,  удовлетворяющемъ  ка- 
кому-либо условш  связей,  проекщи  скоростей  ея  точекъ  связаны 
между  собою  линейною  однородною  зависимостью,  въ  которой 
коэффищентами  служатъ  некоторый  функдш  отъ  координатъ  точекъ  си- 
стемы. 

Всякое  услов1е  въ  конечномъ  видЬ  (260)  ведетъ  къ  условш  для  ско- 
ростей; но  нельзя  сделать  обратнаго  заключетя:  можно  представить  себ* 
услов1е  связи  въ  дифференщальной  формЬ  (274),  которое  однако  же  не 
интегрируется,  т.  е.  не  приводится  къ  виду  (260),  Такое  обстоятельство 
является  напр.  въ  выраженш  условш  катан1я  поверхности  по  поверхности. 
Мы  не  будемъ  однако  же  входить  въ  разсмотр'Ьше  такихъ  случаевъ. 

199.  Услов1е  для  скоростей  несвободнаго  твердаго  ткла.  Применяя  ска- 
занное въ  предыдущемъ  параграф*  къ  твердому  гЬлу,  т.  е.  приравнивая 
нулю  производную  по  времени  первой  части  уравнешя  (261).  находимъ: 

<*  й*         дФ   ^         дФ    ^   .    »Л    .   дФйт       йФйф_ 

опред'Ьляютъ  скорость  поступательнаго  движешя  твердаго  гЬла,  а 

ЛЬ     Лу      <7ф 
Л'    л'    Л" 

ногутъ  быть  по  форму ламъ  (138)  выражены  линейными  однородными  функ- 
щями  отъ  <о.,  <*>_  <ог.  Поэтому  зависимость  (275)  можно  представить  въ 
сгЬдующемъ  вид*: 

Аа>.  -н  Бсо^  ч-  Ссо^  -+-  Бь^  -»-  Ьтг07)  -+-  Рг0,  =  0,  (277) 

гд*  Л,  В,  ...  Р  функщи  элементовъ  Е0.  т]().  С0,  &5  ?,  ф.  Каждому   возмож- 
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ному  положешю  гЬла  соответствуете  система  значенШ  этихъ  функдШ,  и 
тогда  зависимости  (277),  или  несколько  ей  подобныхъ,  показываютъ,  какъ 
связаны  между  собою  скорости 

\*  г'от)>  V»  ^  «V  <°г»  С278) 

а  следовательно  и  пропорщональныя  имъ  безконечно-малыя  поступатель- 
ный и  вращательный  перем4щешя  твердаго  гЬла,  когда  оно  начинаетъ 
выходить  изъ  даннаго  положетя. 

Если  дано  несколько,  &<6,  зависимостей  вида  (277),  то  к  изъ 
числа  .скоростей  (278)  выражаются  линейнымъ  однороднымъ  об- 
разомъ  черезъ  6  —  к  остальныхъ,  который  могутъ  считаться 
уже  произвольными. 

Число  ихъ  равно  числу  степеней  свободы  твердаго  гЬла  (§  188). 

Если  к =5,  то  для  каждаго  даннаго  положен1я  гЬла  получаются  опре- 
деленный отношешя  пяти  изъ  скоростей  (278)  къ  шестой,  т.  е.  другими 
словами,  величина  одной  ивъ  этихъ  скоростей  определяете  величины 
остальныхъ  пяти,  а  следовательно,  по  формуламъ  (165)  и  скорости  всЬхъ 
точекъ  тела.  Этотъ  случай,  когда  твердое  гЬло  имеете  одну  степень  сво- 
боды, играетъ  особенно  важную  роль  въ  теорш  механизмовъ. 

Если  А;  =6,  то  услов1я  связей  вида  (277)  делаются  вообще  говоря 
несовместными;  они  будутъ  совместны  только  въ  томъ  случае,  если  при 
данномъ  положеши  гЬла  определитель,  составленный  изъ  коэффищентовъ 
Л,  Б,  ...  Р  шести  данныхъ  условШ  связей,  будетъ  равенъ  нулю.  Этотъ 
случай  тоже  играетъ  роль  въ  теорш  механизмовъ. 

200.  Примеры  условШ  вида  (277)  для  важнЪйшихъ  случаевъ  несвобод- 
на™ твердаго  тела.  Въ  п-ростейшихъ  случаяхъ  эти  услов1я  могутъ  быть 
составлены  непосредственно,  безъ  перехода  отъ  условШ  связей  конечнаго 
вида  (261).  Такъ  какъ  таюе  случаи  будутъ  играть  важную  роль  въ  гла- 
ве XVI.  въ  вопросахъ  о  равновесш  твердаго  тела,  то  мы  ихъ  теперь  и 
разсмотримъ. 

3.  199.  Составить  услов1я  для  скоростей  твердаго  тела,  которое  мо- 
жетъ  совершать  только  поступательное  движете  параллельно  оси  (ц).  Реш.: 
Невозможно  никакое  вращете;  поэтому 

о>$  =  0,     (о^  =  0,     ш^  =  0.  (279) 

Невозможно  поступательное  перемЬщеше  по  оси  (5)  и  по  оси  (тг|);  поэтому 

'071  =  0,     *оС  =  0.  (280) 

Услов1я  (279)  и  (280)  и  представляютъ  собою  пять  условШ  вида  (277) 
для  даннаго  случая,  въ  которомъ  твердое  тело  имеетъ  одну  степень 
свободы. 

3.  200.  Составить  услов1я  связей  для  твердаго  тела,  которое  можетъ 
совершать  только  поступательное  движете  по  направленш,  образующему 
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углы  а,  р,  ^  съ  осями  координатъ.  Отв.:  Очевидно,  что  условш  (279)  со- 
храняются; кроме  того 

"в5           ^           Г°'  (281) 


008  а  008  3  008  7 

3.  201.  Составить  услов1я  связей  въ  предположены,  что  твердое  тЬло 
можетъ  только  вращаться  около  оси  (С).  РЬш.:  Такъ  какъ  невозможно 
никакое  поступательное  перем'Ьщеше,  то 

\  =  °>     г'от)  =  0,     го;  =  0;  (282) 

слагаеиыя  вектора  о>  на  осяхъ  ($)  и  (•»))  равны  нулю;  поэтому 

о>   ==  0,     со^  =  0.  (283) 

ТЬло  опять  им4етъ  одну  степень  свободы. 

3.  202.  Составить  услов1я  связей,  когда  твердое  тЬло  можетъ  только 
вращаться  около  оси,  проходящей  черезъ  точку  (50,  тг|0,  Со)  и  имеющей 
направлеше,  образующее  углы  а,  (3,  ?  съ  осями  координатъ.  Отв.:  Усло- 
В1я  (282)  сохраняются;  услов1я  (283)  заменяются  следующими: 

а).  о>-  а>~ 

_1_  =  _5-  =  _^-.  (284) 

сов  а         соз  р         соз  7 

3.  203.  Какъ  выразятся  услов1я  связей  предыдущей  задачи,  если  ось 
вращетя,  оставаясь  параллельною  оси  (С),  проходить  не  черезъ  точку 
(;о,  Чо»  ^о)>  определяющую  своимъ  движешемъ  поступательное  движете 
твердаго  тела,  а  черезъ  какую-нибудь  другую  точку  (Еп  у\1У  С,)?  Отв.: 
Услошя  (284)  сохраняются;  услов1я  (282)  заменяются  следующими: 

3.  204.  Тело  имеетъ  вольную  ось,  совпадающую  съ  осью  (С),  т.  е. 
оно  можетъ  вдоль  этой  оси  двигаться  поступательно  и  около  дея  вра- 
щаться, причемъ  эти  два  движешя  никакимъ  условтемъ  между  собою  не 
связаны.  Отв.:  Слагаемыя  векторовъ  г0  и  о>  по'осямъ  (5)  и  (?])  равны 
нулю;  поэтому: 

\  =  °>     «Ц  =  0,     ^  =  0,     ш^  =  0.  (286) 

ТЬло  имеегь  две  степени  свободы. 

3.  205.  Составить  услов1я  связей  для  предыдущаго  случая,  когда  воль- 
ная ось  не  совпадаетъ  съ  осью  (С)  и  въ  предположен^,  что  точка  (50,  т%.  ^0) 
находится  на  вольной  оси.  Отв.:  Услов1я  (281)  и  (284;. 

3.  206.  Составить  услов1я  связей  для  твердаго  тела,  которое  можетъ 
совершать  только  винтовое   движете   около   оси  (у),  съ  параметромъ  р. 
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Отв.:  Векторы  *;0  и  <о  направлены   по  оси  (С);   поэтому  имйемъ  услов1я 
(286).  Кром*  того 

,  =  *-*; 

(О  (!)г 

поэтому  пятое  услов1е 

V—  /><*>с  =  0.  (287) 

Т*ло  им'Ьетъ  одну  степень  свободы. 

3.  207.  Р'Ьшить  предыдущую  задачу  для  случая,  когда  винтовая  ось, 
проходя  черезъ  точку  (50, 1%,  0>),  образуетъ  углы  а,  р,  ?  съ  осями  коорди- 
натъ.  Отв.:  Услов1я  (281),  (284)  и  (287). 

3.  208.  Составить  услов1я  связей  для  твердаго  гЬла,  у  котораго  точка 
(&0,  тг)0,  1^)  неподвижна.  Отв.: 

\  =  0,    «04  =  0,     г0г  =  0-  (288) 

ТгЬло  им'Ьетъ  три  степени  свободы. 

3.  209.  Составить  услов1я  связей  для  твердаго  тЪла,  которое  можетъ 
двигаться  только  параллельно  плоскости  (Ь-ц).  Отв.: 

го:  =  0,     <о5  =  0,     0)^  =  0.  (289) 

ТЬло  им'Ьетъ  три  степени  свободы. 

3.  210.  Составить  услов1я  связей  при  движение  твердаго  гЬла  парал- 
лельно плоскости 

ы  -+-  Мц  -♦-  лт;  =  о. 

РЪш.:  Проекщя  поступательной  скорости  на  нормаль  къ  этой  плоскости 
равна  нулю,  т.  е. 

«у  С08  (й,  ?)  -+-  Гщ  С08  (Н,  ТГ))  -Н  Г0-  С05  (и,  ?)  =  0; 

но  стояние  зд'Ьсь  косинусы   пропорциональны  коэффищентамъ  X,  М,  Аг; 
поэтому 

Таоу  ч-  Жг07]  -+-  А7г?ог  =  0.  (290) 

Векторъ  (о  им'Ьетъ  направлеше  нормали  къ  плоскости,  такъ  что: 

0)^  (О-  <ог 

2/  =37  =  ^-  <291) 

Три  зависимости  (290)  и  (291)  и  суть  искомыя. 

Кинематичесшя  пары. 

201.  Общее  понят  о  кинеиатичесной  ц-Ьпи  и  о  кинематической  пар*. 

Понятие  о  степеняхъ  свободы   применяется  ко  всякому  гЬлу,  неизменяе- 
мому и  изменяемому,  а  поэтому  можетъ  быть  также  приложено  къ  систем* 
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н-Ьсколькихъ  твердыхъ  гЬлъ.  Этотъ  последнШ  вопросъ  играетъ  важную 
роль  въ  теорш  механизмовъ,  такъ  какъ  всякШ  механизмъ  представляетъ 
собою  систему  несколькихъ  гЬлъ,  соединенныхъ  меаду  собою  такъ,  что 
каждое  изъ  нихъ  совершаетъ  определенный  движешя  относительно  осталь- 
ныхъ.  Мы  будемъ  имЬть  въ  виду  только  татя  системы,  который  соста- 
влены исключительно  изъ  твердыхъ  гЬлъ. 

Всякую  систему  тЬлъ.  движен1я  которыхъ  ч4мъ-либо  между  собою  свя- 
заны, принято  называть  кинематическою  цепью  (Кеи1еаих). 

Если  въ  кинематической  цепи  члены  связаны  между  собою  только  по- 
следовательно, то  она  называется  простою;  если  же  въ  цепи  суще- 
ствуютъ  боковыя  ветви,  то  она  называется  сложною. 

Число  степеней  свободы  кинематической  цепи  зависитъ  очевидно: 
1)  отъ  числа  ея  членовъ,  2)  отъ  числа  ея  ветвей  и  3)  отъ  способовъ  со- 
единешя  членовъ  между  собою.  Остановимся  прежде  всего  на  посл4днемъ 
изъ  этихъ  пунктовъ. 

Способъ  соединешя  двухъ  смежныхъ  членовъ  цепи  между  собою  ха- 
рактеризуется гЬми  связями,  который  ограничиваютъ  движете  одного  изъ 
этихъ  членовъ  относительно  другого.  Совокупность  этихъ  связей  для  ка- 
ждой пары  членовъ  называется  кинематическою  парою.  Въ  геоме- 
трическомъ  смысле  подъ  кинематическою  парою  мы  будемъ  подразумевать 
совокупность  всЬхъ  точекъ,  лиши  и  поверхностей,  который,  принадлежа 
двумъ  смежнымъ  членамъ  цепи,  могугъ  при  движенш  одного  изъ  этихъ 
членовъ  относительно  другого  приходить  въ  соприкосновение.  Если  кине- 
матическая пара  обусловливаетъ  вполн*  определенное  движете  одного 
члена  относительно  другого,  такъ-что  они,  одинъ  относительно  другого, 
изгЬютъ  одну  степень  свободы,  то  эта  кинематическая  пара  называется 
определенною;  если  же  число  относительныхъ  степеней  свободы  больше 
единицы,  1-ь&,  то  кинематическая  пара  называется  неопределенною, 
а  число  к  избыткомъ  степеней  свободы.  Въ  механизмахъ  могутъ 
встречаться  и  определенный  и  неопределенный  кинематичесия  пары.  Пока 
мы  будемъ  разсматривать  пары  определенный. 

202.  Высшая  и  низшая  кинеиатичесюя  пары.  Мы  уже  знаемъ,  что  усло- 
вш,  ограничиваюпця  движеше  одного  твердаго  тела  относительно  другого, 
практически  сводятся  къ  услов1ю  касашя  поверхностей  и  что  касаше  ка- 
ждой пары  поверхностей  отнимаетъ  одну  степень  свободы.  Отсюда  сле- 
дуеть,  что  для  получешя  определенной  кинематической  пары  нужно  уста- 
новить касаше  пяти  паръ  поверхностей  При  этомъ  положешя  этихъ  по- 
верхностей должны  быть  таковы,  чтобы  услов1я  ихъ  касашя  были  все  су- 
щественно различны  между  собою,  т.  е.  чтобы  касаше  какой-либо  пары 
поверхностей  не  являлось  результатомъ  касашя  остальныхъ  паръ  поверх- 
ностей, такъ  какъ  иначе  оно  не  вызывало  бы  требуемаго  понижен1я  сте- 
пеней свободы.  Ниже  (§  203)  это  будетъ  пояснено  подробнее. 

П.  Сомов*. —  Основали  я  теорет.  хеханякп.  1^ 
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Практически,  когда  связи  являются  въ  вид*  касан1я  поверхностей,  во- 
просъ  о  доставленш  одному  члену  йпи  определенная  движешя  относи- 
тельно другого  не  такъ  простъ,  какъ  это  можетъ  казаться  изъ  предыду- 
щая. Помимо  достаточная  числа  точекъ  касашя,  это  касаше  должно 
быть  обезпечено  настолько,  чтобы  вн'Ьшшя  силы,  приложенныя  къ  кине- 
матической ц'Ьпи,  не  могли  отдалять  твердое  гЬло  отъ  поверхностей,  къ  ко- 
торымъ  оно  касается,  т.  е.  связи  должны  быть  удерживающими.  Мо- 
жетъ случиться,  что  вн4шн1я  силы,  во  всякомъ  положенш  гЬла,  прижи- 
маютъ  его  ко  всЬмъ  даннымъ  поверхностямъ,  и  тогда  касаше  нигд4  не 
будетъ  нарушаться  ');  вообще  же  говоря  это  бываетъ  только  въ  н*кото- 
рыхъ  случаяхъ,  и  средство  это  ненадежное.  Обыкновенно  стремятся  обез- 
печить  непрерывность  касашя  матерьяльными  средствами,  вводя  преграды 
въ  вид*  добавочныхъ  паръ  поверхностей,  которыя  не  лишаютъ  гЬло 
требуемой  для  него  степени  свободы,  но  вм4сгЬ  съ  гЬмъ  удерживаютъ  его 
въ  постоянномъ  прикасаши  къ  заданнымъ  первоначально  поверхностямъ. 
Такш  добавочныя  поверхности  называются  опорными  (Кеи1еаих:  5Шг- 
ЯасЬеп).  Очевидно,  что  одна  или  несколько  паръ  опорныхъ  поверхностей 
могутъ  заменять  собою  первоначально  данныя  основныя  пары  поверхностей, 
и  тогда  такое  же  число  этихъ  послЪднихъ  можно  разсматривать  какъ  по- 
верхности опорныя. 

Если  число  точекъ  касашя  всЬхъ  паръ  поверхностей,  какъ  основныхъ. 
такъ  и  добавочныхъ,  опорныхъ,  конечное  или  эти  точки  образуютъ  лиши, 
то  кинематическая  пара  называется  высшею;  если  же  точки  касашя 
образуютъ  ц*лыя  сплошныя  области  поверхностей,  то  кинематическая  пара 
называется  низшею.  Мы  увидимъ  впрочемъ,  что  эти  два  понята  въ  ки- 
нематическомъ  смысл*  не  такъ  строго  разграничиваются,  какъ  это  мо- 
жетъ показаться  съ  перваго  взгляда,  и  дадимъ  позже  (§  206)  болйе  точ- 
ный, кинематически  признакъ  отлич1я  низшей  пары  отъ  высшей. 

203.  Опорныя  поверхности.  По  отношешю  къ  аналитическому  выраже- 
ние условШ  связей  опорныя  поверхности  им'Ьютъ  следующее  значеше. 
Пусть  будетъ  дано  т  <  6  условШ  связей  въ  видгЬ  зависимостей  между  Е0. 
С0>  Ъ>  &*  Ф»  Ф-  Возьмемъ  какую-нибудь  комбинашю  н'Ькоторыхъ  или  всЬхъ 
т  этихъ  зависимостей  и  составимъ  новую  по  виду  зависимость  между 
гЬми  же  6  элементами;  она,  будучи  сл,Ьдств1емъ  данныхъ  зависимостей, 
не  понизить  существующаго  числа  степеней  свободы,  а  между  гЬмъ  гео- 
метрически можетъ  представить  собою  связь,  отличающуюся  отъ  данныхъ; 
если  данныя  услов1я  связей  выражали  касаше  гЬла  къ  т  поверхностямъ. 
то  новое  услов1е,  полученное  изъ  предыдущихъ  путемъ  преобразовали, 
можетъ  представить  собою  касаше  гЬла   къ  новой  поверхности,  которая, 


*)  Кеи1еаих,  который  ввелъ  въ  теор1ю  механизмовъ  понятие  о  винематиче- 
скихъ  парахъ  и  о  кинем атическихъ  ц'ьпахъ,  называв тъ  такой  случай  „Кга!*- 
8сЫп88"  (ТЬеогеИвсЬв  КтетаИк,  1875  г.). 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   179   —  §  204,  ф.  291. 

не  ограничивая  существующихъ  уже  возможныхъ  движешй  твердаго  тела, 
можетъ  въ  то  же  самое  время  обезпечивать  непрерывность  касашя  его 
къ  первоначально  даннымъ  поверхностями 

Здесь  предполагалось,  что  услов1я  связей  даны  въ  вид*  уравнен1й, 
и  тогда  н"Ьтъ  существенной  необходимости  въ  установлены  добавочныхъ 
опорныхъ  поверхностей;  но  если  услов1я  связей  представляются  въ  вид* 
веравенствъ  со  включетемъ  знака  равенства  (§  189)  (связи  неудер- 
живаюпия),  то  опорныя  поверхности  получаютъ  существенное  значете, 
такъ  какъ  введете  ихъ  им'Ьетъ  целью  установлете  определенныхъ  зави- 
симостей между  кинематическими  элементами,  т.  е.  установлете  такихъ 
новыхъ  неравенствъ,  которыя  делались  бы  только  тогда  совместными  съ 
данными,  когда  знаки  неравенства  обращаются  въ  знаки  равенства.  Здесь 
является  прежде  всего  вопросъ  о  наименьшем!»  числе  поверхностей  (и  со- 
отв^тствующихъ  имъ  добавочныхъ  неравенствъ),  которыя  нужно  ввести. 
Можно  было  бы  показать,  что,  при  соблюдении  н'Ькоторыхъ  добавочныхъ 
условШ,  установлете  одной  добавочной  пары  поверхностей  къ  пяти 
первоначальнымъ  парамъ,  геометрически  устанавливающимъ  одну  степень 
свободы,  можетъ  оказаться  достаточнымъ.  Въ  недавнее  время  было  пока- 
зано, что  наименьшее  число  поверхностей,  которыми  нужно  подпереть 
твердое  тело,  чтобы  сделать  его  неподвижнымъ,  равно  семи,  если  при 
этомъ  будутъ  выполнены  еще  различный  добавочныя  услов1я.  Аналити- 
ческое решете  этихъ  вопросовъ  представляется  довольно  сложнымъ,  если 
принять  во  внимате,  что  мы  им^емъ  дело  съ  шестью  переменными  и  что 
число  неравенствъ  можетъ  зависеть  и  отъ  относительная  расположения 
поверхностей  и  отъ  формы  двигающаяся  относительно  ихъ  твердаго  тела. 
Впрочемъ  эта  задача  въ  практическомъ  отношенш  не  им*етъ  особенно 
большого  значетя,  такъ  какъ  для  прочности  движен1я  и  во  избЬжате 
быстраго  изнашиватя  трущихся  частей  машинъ  стремятся  брать  не  наи- 
меньшее, а,  напротивъ  того,  возможно  большее  число  точекъ  прикосно- 
вение насколько  это  не  противоречить  другимъ  требоватямъ  механизма. 

204.  Низиия  кинематичесм'я  пары.  Въ  виду  сказан  наго,  большое  практи- 
ческое значете  им'Ьюгь  низпня  кинематичесюя  пары.  Такъ  мы  назвали 
въ  §  202  кинематически  пары,  въ  которыхъ  прикасате  двухъ  гЬлъ  про- 
исходить по  сплошнымъ  конечнымъ  областямъ  поверхностей.  Примерами 
такихъ  паръ  представляются: 

1)  пара  призматическая  или  прямолинейно-поступательная,  когда 
одно  изъ  прикасающихся  гЬлъ  снабжено  призматическою  поверхностью, 
а  другое  им'Ьетъ  такой  же  призматически  вырезъ  (стержень  и  муфта); 

2)  пара  вращательная,  гдЬ  прикасающимися  поверхностями  слу- 
жатъ  поверхности  вращетя  съ  общею  осью  (валъ,  вращающШся  въ  под- 
шипникахъ); 

3)  пара  винтовая,  где  прикасате  происходить  по  сплошной  винто- 
вой поверхности  (винтъ  и  гайка). 
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Можно  видЬть,  что  эти  три  пары  единственный  низппя  кинематиче- 
сшя  пары,  катя  только  возможны  у  двухъ  твердыхъ  гЬлъ;  а  такъ  какъ 
поступательную  и  вращательную  пары  можно  разсматривать  какъ  частные 
случаи  винтовой  (когда  параметръ  винтовой  поверхности,  т.  е.  каждой 
изъ  образующихъ  ея  винтовыхъ  линШ  равенъ  или  безконечности  или 
нулю),  то  можно  сказать,  что  для  двухъ  твердыхъ  т4лъ  винто- 
вая пара  единственная  низшая  кинематическая  пара.  Чтобы  ато 
показать,  разсмотримъ  дв4  поверхности,  (X)  —  неподвижную  и  (5)  — 
подвижную,  совпадаюпця  по  ц'Ьлой  сплошной  области.  Пусть  будутъ  ц 
и  т  (фиг.  109)  двЪ  совпадаюпця  точки  этихъ  поверхностей.  При  безко- 

нечно-маломъ  переагЬщенш  поверхности  (5) 
точка  ж,  двигаясь  по  поверхности  (I), 
приходить  въ  некоторую  точку  ц',  съ  ко- 
торою раньше  совпадала  другая  точка,  т\ 
поверхности  (5).  Эта  последняя  точка  въ 
то  же  время  получила  безконечно-мадое  ле- 
Фиг.  109.  рем'Ьщеше  по  поверхности  2  и  пришла  въ 

точку  |х",  съ  которою  раньше  совпадала 
некоторая  точка  ти  поверхности  (8).  Продолжая  эти  разсуждетя,  мы 
убеждаемся,  что  на  поверхности  (8)  изъ  произвольно  взятой  точки  т  можно 
провести  такую  линш  тт'т"...,  которая  передвигается  вдоль  само* 
себя.  Такъ  какъ  точка  т  была  взята  произвольно,  то  мы  видимъ,  что  вся 
поверхность  (8),  по  крайней  м*р*  въ  той  области,  гдЬ  она  прикасается 
къ  поверхности  (2),  составлена  изъ  такихъ  линШ,  т.  е.  поверхность 
(5)  можетъ  передвигаться  вдоль  самой  себя.  Если  лишя,  не  изме- 
няя своей  формы,  можетъ  передвигаться  вдоль  самой  себя,  то  ея  дуги  рав- 
ной длины  должны  налагаться  одна  на  другую  всЬми  своими  точками;  а  это 
возможно  только  въ  такомъ  случае,  если  во  всЬхъ  точкахъ  такой  линш  обЪ 
кривизны  ея  (кривизна  и  кручеше)  одинаковы.  Единственная  лишя,  обла- 
дающая этимъ  свойствомъ — это  винтовая  лишя  (см.  приложешя  анализа  къ 
геометрш).  Кругъ  и  прямую  лишю,  обладаюпця  гЬмъ  же  свойствомъ,  можно 
разсматривать  какъ  частные  виды  винтовой.  Итакъ,  поверхность  5  соста- 
влена изъ  винтовыхъ  лиши.  Такъ  какъ  вс*  эти  лиши  являются  вмЬсгЬ  съ 
гЬмъ  траектор1ями  лежащихъ  на  нихъ  точекъ  при  перем-Ьщенш  твердаго 
гЬла,  а  это  перем^щеше  винтовое,  то,  по  свойству  винтового  движешя  твер- 
даго гЬла,  всЬ  винтовыя  линш  им4ютъ  общую  ось  и  общШ  параметръ.  Но 
поверхность,  составленная  изъ  такихъ  линШ,  называется  винтовою  по- 
верхностью. Поверхность  (X),  совпадающая  съ  5,  тоже  винтовая,  н  эти 
двЬ  поверхности  и  составляютъ  винтовую  кинематическую  пару.  Если  вин- 
товыя лиши  обращаются  въ  прямыя,  то  эта  пара  дЬлается  поступательною; 
а  если  онЬ  обращаются  въ  круговыя  линш,  то  пара  будетъ  вращательною. 

205.  Построение  опорныхъ  лиши.  Чтобы  дать  поняло  о  томъ,  какъ  по 
даннымъ  основнымъ  условтямъ  связей   строятся  дополнительный  опорныя 
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поверхности,  разсмотримъ  этотъ  вопросъ  лишь  въ  просгЬйшемъ  виде,  въ 
прим^неши  къ  движешю  плоской  фигуры,  т.  е.  къ  случаю,  соответствую- 
щему механизмамъ,  члены  которыхъ  двигаются  параллельно  одной  и  той  же 
плоскости.  Здесь  условш  связей  являются  въ  вид*  касашя  лиши  къ  ли- 
шямъ,  и  опорныя  поверхности  заменяются  опорными  лингями.  Чтобы 
плоская  фигура  имела  одну  степень  свободы,  должны  быть  заданы  две 
пары  касающихся  линШ  (оп  $х)  и  (о2,  $3).  Въ  §  109  было  показано,  какъ 
по  этимъ  даннымъ  можно  построить  мгновенный  центръ  и  центроиды. 
Пусть  будетъ  С  мгновенный  центръ  для  даннаго  положетя  плоской  фи- 
гуры и  (в)  обпцй  контуръ  последней,  въ  составъ  котораго  входятъ  дан- 
ный линш  (8Х)  и  (*3)  (фиг.  110).  Чтобы  построить  опорную  литю  (о), 
нужно  заметить,  что  контуръ 
(§)  долженъ  при  движенш 
плоской  фигуры  постоянно  къ 
лиши  (о)  прикасаться,  т.  е. 
что  лншя  (о)  представляется 
лишею,  огибаемою  всеми 
положениями  линш  ($),  и  мо- 
жетъ  быть  поэтому  построена, 
по  общему  правилу  построе- 
шя  огибаемыхъ  (§  119). 
Для  этого  нужно,  какъ  было 
тамъ  показано,  опускать  изъ 
соотв'Ьтственныхъ  положенШ  фцГ  цо. 

мгновеннаго  центра  нормали 

на  огибающую  ($);  число  опорныхъ  линШ  зависитъ  такимъ  образомъ  отъ 
числа  нормалей,  который  можно  опустить  изъ  мгновеннаго  центра  на  кон- 
туръ («).  Вопросъ  о  числе  такихъ  нормалей  не  имеетъ  впрочемъ  особеннаго 
значения,  такъ  какъ  это  число  можетъ  быть  въ  случай  надобности  какъ 
угодно  увеличиваемо:  для  этого  нужно  только  задать  нисколько  добавоч- 
нътхъ  линШ,  неизменно  связанныхъ  съ  двигающеюся  плоскою  фигурою. 

206.  Обращеше  движемя  и  кинематическое  отлич!е  низшей  пары  отъ 
высшей.  Предположимъ,  что  дано  достаточное  число  дополнительныхъ 
опорныхъ  поверхностей,  чтобы  непрерывность  касан1я  основныхъ  паръ 
поверхностей  была  обезпечена,  и  что  кинематическая  пара  определенная 
(§  201).  Пусть  всЬ  поверхности  (X)  принадлежать  гЬлу  А1Ч  а  все  поверх- 
ности (5)  гЬлу  А2.  При  неподвижности  Ах,  гЬло  А2  совершаетъ  опреде- 
ленное движете  относительно  А„  этому  движенш  соответствуют  аксоиды 
винтовыхъ  осей  (§  149):  (Г),  неизменно  связанный  съ  теломъ  А19  и  (С), 
неизменно  связанный  съ  гЬломъ  А.А.  Движете  тела  А2  относительно  тЬла 
Ах  определяется  движетемъ  аксоида  (С)  по  аксоиду  (Г).  Сделаемъ  ка- 
кими-либо средствами  гЬло  А7  неподвижнымъ,  а  гЬло  Ах  освободимъ, 
такъ  чтобы  оно  могло  совершать  движете    относительно  А2  съ  сохране- 
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шемъ  существующей  между  ними  кинематической  пары.  Такое  преобра- 
зоваше  называется  обращен1емъ  движения.  При  этомъ  обращенш 
аксоидъ  {С)  делается  неподвижнымъ,  и  движете  члена  Ах  относительно 
А9  определяется  движетемъ  аксоида  (Г)  по  (С).  Очевидно,  что  если 
аксоиды  не  одинаковы  или  хотя-бы  и  одинаковы,  но  не  располагаются 
въ  каждомъ  своемъ  относительномъ  положеши  симметрично  одинъ  отно- 
сительно другого,  то  обращенное  движете  отличается  отъ  перво- 
начальнаго.  Для  пояснен]я  приведемъ  примеры,  разсмотр'Ьнные  уже  въ 
глав*  П.  Эллиптическое  движете  плоской  фигуры  (§  114)  даегь  при 
обращенш  новое  движете  (по  конхоидамъ  Паскаля,  §  115)  и  это  объ- 
ясняется гЬмъ,  что  центроиды  эллиптическаго  движетя  (круги)  не  оди- 
наковы. Обращете  сфероциклическаго  движетя  (§  137)  даегь  новое  сфе- 
роциклическое  движете,  если  коничесие  аксоиды  не  одинаковы.  Движе- 
Н1е  антипараллелограмма  (задачи  119  и  120)  представляетъ  прим*ръ  того, 
когда  обращете  движетя  не  даегь  новаго  движетя,  потому  что  оба  цен- 
троида одинаковы  и  во  всякомъ  положенш  относительно  другъ  друга  сим- 
метрично расположены. 

Если  два  тЪла  связаны  между  собою  низшею  кинематиче- 
скою парою,  то  обращете  движен1я  не  можетъ  дать  новаго 
движен1я.  Действительно,  низшую  кинематическую  пару  можно  разсма- 
тривать  какъ  соединете  винта  съ  гайкою;  будемъ-ди  мы  гайку  удержи- 
вать неподвижно  и  двигать  винтъ  или.  наоборотъ,  удерживать  винтъ  не- 
подвижно и  двигать  гайку, — въ  обоихъ  случаяхъ  получается  одно  и  то-же 
винтовое  движенге,  т.  е.  съ  тою-же  осью  и  съ  гЬмъ-же  параметромъ.  По- 
добное-же  будетъ  и  при  поступательной  или  вращательной  пар*. 

Можно,  наконецъ,  видеть,  что  то-же  движете,  какое  получаетъ  гЬло 
при  помощи    низшей    кинематической    пары,    можетъ  быть  достигнуто  и 

помошью  высшей  кинематической  пары.  Напр., 
мы  получимъ  вращательную  пару  въ  движенш 
плоской  фигуры,  ограничивъ  эту  фигуру  кругомъ 
и  пом'Ьстивъ  этотъ  кругъ  между  тремя  опорны- 
ми литями,  какъ  показано  на  фигур*  111.  Эта 
пара  по  виду  высшая,  а  по  кинематическому  зна- 
чение) низшая.  Такого  рода  случай  представляетъ 
напр.  ось  велосипеда,  вращающаяся  между  ша- 
риками. 

Изъ  всего  сказаннаго  мы  заключаемъ,  что 
фиг  ш  указанное  въ  §  202   и  общепринятое  опред'Ьде- 

те  отлич1я  низшей  кинематической  пары  отъ 
высшей  не  вполне  удовлетворительно  съ  кинематической  точки  зр1>тя;  пра- 
вильнее было  бы  сделать  следующее  раздгЬлете  кинематическихъ  паръ: 
на  пары,  не  даюпця  при  обращенш  новаго  движетя  (пары  низппя)  и  на 
пары,  даюнця  при  обращенш  новое  движете  (пары  выспия).  Съ  лрактн- 
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ческой-же  стороны,  если  играетъ  роль  вопросъ  о  прочности  движенш  ме- 
ханизма, первоначальному  разд'Ьленш  кинематическихъ  паръ  на  низния 
и  высппя  сл'Ьдуетъ  отдать  предпочтете. 

Степени  свободы  простой  кинематической  цФпи. 

207.  Кинематическая  ц-Ьпь  безъ  избытковъ  степеней  свободы.  Въ  §  201 

бшо  дано  понятие  о  кинематическихъ  цЬпяхъ.  Разсмотримъ  теперь  про- 
стую кинематическую  цепь  и  опред'Ьлимъ,  въ  какой  зависимости  нахо- 
дится число  ея  степеней  свободы  отъ  числа  членовъ  и  отъ  свойствъ  ки- 
нематическихъ паръ,  соединяющихъ  эти  члены  между  собою.  При  этомъ 
будемъ  всегда  предполагать,  что  все  члены  цепи,  взятые  въ  отдельности, 
им'Ьютъ  одинаковое  число  ц  степеней  свободы.  Напр.,  въ  пространств* 
трехъ  изм^решй  это  число  |х  =  6,  у  гЬлъ,  двигающихся  параллельно 
одной  и  той-же  плоскости,  р  =  3,  также  какъ  и  для  цепи,  все  члены  ко- 
торыхъ  вращаются  около  одной  и  той-же  неподвижной  точки,  и  т.  д. 

Разсмотримъ  сначала  случай,  когда  все  кинематичесыя  пары  опреде- 
ленный (§  201)  и  д4пь  не  замкнутая,  т.  е.  посл^дшй  членъ  цепи  не  сое- 
диненъ  кинематическою  парою  съ  первымъ  членомъ.  Въ  этомъ  случае 
число  степеней  свободы  цепи,  состоящей  изъ  п  членовъ, 

М'  =  п  -+- 11  —  1. 

Действительно,  каждый  членъ  цепи,  взятый  отдельно,  имеетъ  р  степеней 
свободы,  т.  е.  движете  его  определяется  ц  независимыми  между  собою 
параметрами,  а  поэтому  п  членовъ,  ничемъ  между  собою  не  связанныхъ, 
имеютъ  пр  степеней  свободы.  Введете  определенной  кинематической 
пары  равносильно  установлешю  р— 1  условШ  связей  между  кинематиче- 
скими параметрами.  Между  п  членами  существуютъ  п — 1  кинематиче- 
скихъ паръ,  и  введете  ихъ  равносильно  установление  (и — 1)  (ц — 1) 
условШ  связей  между  кинематическими  элементами;  после  этого  у  ц*пи 
остается:  щ,  =  ^  _  ^_  ^  ^_1)  =  п  +  р_{  (292) 

степеней  свободы  1).  Предположимъ  теперь,  что  цепь  замкнута  помощью 
определенной  кинематической  пары,  соединяющей  последнШ  членъ  съ 
первымъ;  такое  замыкание  равносильно  установлешю  еще  ц— 1  зависимо- 
стей между  кинематическими  элементами,  и  у  кинематической  цепи 
остается  мм/  1 

степеней  свободы.  Съ  другой  стороны,  очевидно,  что  кинематическая  цепь, 
остающаяся  свободною  въ  пространстве,  въ  которомъ  происходить  двп- 


')  Зд'Ьсь  предполагается,  что  между  условмми  связей  нить  тождествен- 
ныхъ  между  собою.  Въ  §  209  будетъ  точнее  выяснено,  что  слйдуетъ  подъ 
этпмъ  подразумевать. 
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жеше,  т.  е.  въ  которомъ  все  твердыя  гЬла  имЬютъ  \ь  степеней  свободы, 
не  можетъ  иметь  меньше  этого  числа  степеней  свободы,  и  она  будетъ 
иметь  это  число  степеней  свободы  только  въ  томъ  случае,  если  между 
ея  членами  не  будетъ  возможно  никакое  относительное  движете  и  ц4пь 
будетъ  представлять  одно  неизменяемое  гЬло.  Итакъ,  окончательно  на- 
ходимъ: 

М  =  п,    если   «^,| 

М  =  ^,    если    п  <  р.   I 

Двойственность  полученнаго  результата  можно  себе  объяснить  еще  тЬмь, 
что  когда  п<ц,  то  при  замыканш  цепи  вводятся  такш  р — 1  услов1я 
связей,  мевду  которыми  непременно  некоторый  окажутся  тождественными 
съ  предыдущими  или,  вернее,  окажутся  следств1ями  изъ  предыдущихъ. 
Изъ  условШ  (293)  мы  заключаемъ,  что  для  того,  чтобы  была  возможна 
относительная  подвижность  между  членами  цепи,  необходимо 

а  для  того,  чтобы  эта  относительная  подвижность  была  определенная,  т.  е. 
чтобы  цепь  кроме  [1  степеней  свободы  твердаго  тела  имела  еще  одну 
степень  свободы  (элементъ,  определяюпцй  деформащю  цепи),  необходимо 

п  =  ц  -ь  1.  (294) 

Если  у  такой  цепи  одинъ  членъ  будетъ  закрепленъ  неподвижно,  то  у 
нея  будутъ  отняты  все  р  степеней  свободы  твердаго  гЬла  и  останется 
возможнымъ  только  определенное  движете  остальныхъ  членовъ  относи- 
тельно неподвижнаго.  Въ  этомъ  случае  кинематическая  цепь  обра- 
щается въ  механизмъ. 

Соединяя  все  предыдупця  разсуждешя  вместе,  получаемъ  следующую 
теорему:  Простая,  замкнутая  кинематическая  цепь  съ  опреде- 
ленными кинематическими  парами  имеетъ  столько  степеней 
свободы,  изъ  сколькихъ  членовъ  она  состоитъ,  если  только 
число  ея  членовъ  не  меньше  числа  степеней  свободы,  которое 
можетъ  иметь  въ  данномъ  пространстве  каждый  членъ,  взятый 
въ  отдельности.  Эта  кинематическая  цепь,  по  закреплена! 
одного  изъ  ея  членовъ  неподвижно,  обращается  въ  механизмъ, 
если  число  всехъ  ея  членовъ  на  единицу  больше  числа  степе- 
ней свободы  каждаго  члена,  взятаго  въ  отдельности. 

Разсмотренную  въ  этомъ  параграфе  цепь  мы  будемъ  называть  пол- 
ною кинематическою  цепью. 

3.  211.  Изъ  сколькихъ  членовъ  со  стоить  полная  кинематическая  цепь  на 
плоскости,  могущая  закраплете  мъ  одного  изъ  ея  членовъ  обрбщаться  въ  ме- 
ханизмъ? Отв.:  Изъ  четырехъ  членовъ,  потому  что  [1  =  3.  Однимъ  изъ  важ- 
нййшихъ  прим'вровъ  такой  ц4ши  служить  четырехчленная  шарнирная  ц^пь 
или  яплоск1Й  шарнирный  четырехсторонникъ"  (з.  117),  т.  е.  система,  со- 
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стоящая  иаъ  четырехъ  твердыхъ  тълъ,  соединенныхъ  между  собою  последова- 
тельно вращательными  кинематическими  парами  съ  параллельными  осями.  Мно- 
жество извъстныхъ  механизмовъ  представляютъ  частные  случаи  такой  цъпи 
(см.  прикладную  кинематику). 

3.  212.  Изъ  сколькихъ  членовъ  состоитъ  полная  кинематическая  цъпь  на 
плоскости,  если  ея  члены  соединены  только  поступательными  парами?  Отв.: 
Изъ  трехъ  членовъ;  потому  что  члены  такой  цъпи  представляютъ  тъла,  ко- 
корыя  могутъ  совершать  только  прямолинейно-поступательныя  движетя  одинъ 
относительно  другого,  такъ  что  }1  =  2.  Примъч.  Это  разсужден!е  не  проти- 
воречить сказанному  въ  задачъ  211,  хотя  казалось-бы,  что  между  двумя  цъ- 
пями  должна  существовать  аналогая:  здъсь  только  поступательный  пары,  тамъ 
только  вращательный;  но  разница  въ  томъ,  что  при  помощи  двухъ  враща- 
тельныхъ  паръ  можетъ  быть  составлена  пара  вращенхй,  эквивалентная  посту- 
пательному перемъщешю,  между  тъмъ  какъ  поступательными  парами  ника- 
кое вращательное  перемъщеше  подучено  быть  не  можетъ. 

3.  213.  Члены  цъпи  имъютъ  общую  неподвижную  точку.  Изъ  сколькихъ 
членовъ  состоитъ  полная  кинематическая  цъпь,  обращающаяся  въ  механизмъ? 
Отв.:  Изъ  четырехъ  членовъ,  потому  что  $а  =  3.  Примъромъ  такой  цъпи 
можетъ  служить  „сферическ!й  сочлененный  четырехсторонникъ", 
т.  е.  система  четырехъ  твердыхъ  тълъ,  соединенныхъ  между  собою  послъдо- 
вательно  шарнирами,  оси  которыхъ  сходятся  въ  одной  точкъ.  Такая  цъпь 
изображается  на  сферъ  четырьмя  дугами  бопьшихъ  круговъ,  откуда  и  назва- 
те.  Частный  примъръ  такой  цъпи  представляетъ  шарниръ  Гука  (см.  при- 
кладную кинематику). 

3.  214.  Тъла  имъютъ  общую  вольную  ось,  т.  е.  могутъ  и  вращаться  около 
нея  и  двигаться  поступательно  вдоль  нея.  Изъ  сколькихъ    членовъ    состоитъ 
полная  цъпь?  Отв.:  Изъ  трехъ   членовъ,  потому  что 
•  |х  =  2.  Примъръ  на  этотъ  случай  представляетъ  вин- 

товая кинематическая  цъпь,  гдъ  члены  соединены 
между  собою  винтовыми  парами  съ  общею  осью,  но 
съ  различными  параметрами  винта.  На  фигуръ  112  эта 
цъпь  представлена  въ  схематическомъ  видъ;  нужно 
представить  себъ,  что  члены  Ах  и  А^  А2  и  Аа,  Аг  и  Ах 
соединены  между  собою  винтовыми  парами  различпа- 
го  параметра  и  что  одинъ  изъ  членовъ  удерживается 
неподвижнымъ. 

3.  215.  Каждый 
членъ  цъпи  предста- 
вляетъ собою  плос- 
кШ  шарнирный  че- 
тырехсторонникъ 
(зад.  211).  Сколько 
такихъ  членовъ  со- 
держитъ  полная  ки- 
нематическая цъпь 
на  плоскости?  Отв.: 
Пять  членовъ,  пото- 
му что,  по  формулъ 
(293),  ^=4  (фиг.  113). 
3.  216.  Члены  цъпи— твердый  тъла,  который  могутъ,  взятыя  въ  отдъльно- 
сти,  какъ  угодно  двигаться  въ  пространстве  трехъ  измъретй.  Изъ  сколькихъ 


Фиг.  112. 


Фиг.  113. 
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членовъ  состоять  полная  кинематическая  ц-впь?  Отв.:  Изъ  семи  членовъ, 
потому  что  \1=6. 

208.  Кинематическая  ц-Ьпь  съ  избытками  степеней  свободы.  Предполо- 
жимъ,  что  въ  простой  незамкнутой  кинематической  цепи  существуютъ 
неопределенный  кинематичестя  пары  и  пусть  будутъ  кг,  &„ ...  избытки 
ихъ  степеней  свободы  (§  201).  Покажемъ,  что  если  такая  цепь  состоитъ 
изъ  п  членовъ,  то  она  им^етъ 

М'  =  п  -н  ц  —  1  -+-  Е'А 

степеней  свободы,  где  Е'А;  есть  сумма  всЬхъ  избытковъ.  Еслибы  избыт- 
ковъ  не  было,  то  число  ея  членовъ  определялось  бы  формулою  (293).  Су- 
ществоваше  Шк  избытковъ  степеней  свободы  равносильно  отсутствш  та- 
кого-же  числа  условШ  связей,  а  следовательно  на  такое-же  число  увели- 
чивается число  степеней  свободы  всей  ц'Ьпи.  Предположимъ  теперь,  что 
цепь  замкнута  помощью  кинематической  пары  съ  к  избытками  степеней 
свободы;  такое  замыкаше  равносильно  отняшо  еще  ^  —  (1  ч-  к)  степеней 
свободы.  Поел*  этого  у  ц1ши  остается 

М  =  М'  —  ([л  —  I  —  к)  -*-  !'к 

степеней  свободы  или,  если  положить 

2'*  -н  к  =  24, 
то  окончательно 

М  =  п  -н  Ей.  (295) 

Такъ  какъ  цгЬпь  не  можетъ  иметь  меньше  ц  степеней  свободы,  потому 
что  она  имйеть  уже  столько  степеней  свободы,  если  составляетъ  одно 
неизменяемое  дЬлое,  то  имеемъ  аналогично  съ  формулою  (293): 

М  =  и  -*-  и%  если  п  ^  р.  —  ЕА,  )  (296) 

М  =  ц  если  п  <  ^  —  ХЛ\  \ 

Для  того,  чтобы  разематриваемая  цепь  была  механизмомъ,  т.  е.  обла- 
дала определенною  подвижностью,  после  того  какъ  одинъ  ея  членъ  бу- 
детъ  закрепленъ  неподвижно,  т.  е.  у  нея  будетъ  отнято  ц  степеней  сво- 
боды, должно  быть: 

И   ПОЭТОМУ  _.  /огч^ч 

^  п  =  р.  ч-  1        ЕА\  (297) 

Итакъ,  въ  сравнены  съ  случаемъ,  раземотреннымъ  въ  §  207,  число  чле- 
новъ цепи  сокращается  на  число  находящихся  въ  кинематиче- 
скихъ  парахъ  избытковъ  степеней  свободы. 
Такую  цЬш>  мы  будемъ  называть  неполною. 

3.  217.  Указать  важнъйпие  прим-Ьры  неполной  кинематической  цъпи  на 
плоскости.  Отв.:  а)  Пара  зубчатыхъ  колесъ:  профили  зубцовъ  представляются 
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ЛИН1ЯМИ,   касающимися   другъ   къ  другу   въ  одной  точки;  колеса  имйютъ  по- 
этому одно  относительно  другого  двй  степени  свободы,  такъ-что  ЕА;=1,  п=3 
(включая  сюда  неподвижное  твло, 
въ  которомъ    вращаются  оси  ко- 
лесъ).  Ъ)   Система  шатуна  и  мо- 
тыля   въ    схематическомъ    видъ 

(фнг.  114):    ВС    мотыль,    ЛВ    ша-  __  _ 

тунъ,  у  котораго  конецъ  А  дви-  О  С  '     Е 

гается  по  прямой  БЕ\  т.  е.  членъ 
АВ   имъетъ    относительно    непо-  '  *  *  -  -  - ' 

движнаго  члена  ВЕ  двй  степени  Фиг.  114. 

свободы. 

3.  218.  Указать  извъстный  механизмъ,  служанцй  прим&ромъ  неполной  ки- 
нематической цъпи  въ  пространств*  трехъ  измЪретй.  Отв.:  „Безконечный 
винтъ"  (соедииен1в  винта  съ  зубчаты мъ  колесомъ),  служащШ  для  передачи 
вращетя  съ  одной  оси  на  другую,  съ  нею  непересекающуюся.  Здвсь  касаше 
зубца  къ  винтовой  нар^экв,  разсуждая  теоретически,  происходить  въ  одной 
точвъ,  т.  е.  это  касаше  представляетъ  кинематическую  пару  съ  пятью  степе- 
нями свободы  (§  195);  поэтому  ЕА=4,  п=6-+-1  —  4=3  (включая  неподвижное 
гЬло,  въ  которомъ  вращаются  оси  винта  и  колеса). 

209.  Тождественный  кинематическ'ю  пары.  Если  три  члена  ц-Ьпи,  Аг 
А2,  Аг,  соединены  между  собою  последовательно  такивгь  образомъ,  что 
членъ  Аь  имЪетъ  относительно  Ах  гЬ  же  самыя  степени  свободы,  какъ 
и  А2  относительно  Ах,  то  кинематичесюя  пары  называются  тождествен- 
ными. Въ  этомъ  случае  существующая  у  Аг  подвижность  относительно  А2 
не  увеличиваетъ  его  подвижности  относительно  А„  а  поэтому  одинъ  изъ 
членовъ  ц^пи  можетъ  быть,  безъ  измгЬнешя  общаго  числа  ея  степеней 
свободы,  выброшенъ. 

Для  пояснешя  разсмотримъ  слЬдуюпие  примеры. 

Членъ  А2  соединенъ  съ  Ах  вращательною  парою  съ  осью  вращен1я  /; 
членъ  Аъ  соединенъ  съ  А2  вращательною  парою  съ  тою  же  осью  вра- 
щен1я  (фиг.  115).  Очевидно,  что  тогда  Аг  относительно  Ах  тоже  можетъ 


А. 

1     А, 

..... 

1   а. 

1 

Фиг.  115. 


Фиг.  116. 


только  вращаться  около  той  же  оси  I.  Другое  дЬло,  еслибы  вращательныя 
пары  им'Ьли  оси  параллельный,  а  не  совпадаюпця;  тогда  это  вносило  бы 
новый  элементъ  подвижности:  поступательное  движете,  которое  являлось 
бы  какъ  эквивалентъ  пары  вращешя. 

Другой  примйръ  тождественныхъ  паръ:  членъ  А2  соединенъ  съ  Ах  по- 
ступательною парою  (фиг.  116)  по  направлению  (я):  Аг  съ  А2  соединены 
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поступательною   парою,  дающею   перемйщеше   по   тому  же   направле- 

Н1Ю   О). 

Легко  себ*Ь  также  представить  тождественный  винтовыя  пары:  у  ннхъ 
должны  быть  нетолько  общая  винтовая  ось,  но  и  обпцй  параметръ  вин- 
тового движешя. 

Въ  формулахъ  (294)  и  (297)  предполагается,  что  въ  кинема- 
тической ц*пи  н*тъ  тождественныхъ  кинематическихъ  паръ; 
иначе  эти  формулы  не  оправдывались  бы,  потому-что  включеюе  какого- 
угодно  числа  членовъ  съ  парами,  который  тождественны  съ  уже 
существующими  въ  указанномъ  выше  смысл*,  не  изм'Ьняетъ  об- 
щаго  числа  степеней  свободы  кинематической  ц4пи. 

Степени  свободы  сложной  кинематической  ц&пи. 

210.  Составь  сложной  кинематической  цЪпи.  Всякую  сложную  кинема- 
тическую цгЬпь  можно  разсматривать  какъ  состоящую  изъ  основной  ц*пи 
и  ветвей.  Мы  будемъ  предполагать,  что  основная  ц4пь  замкнутая  и  что 
ея  в-Ьтви  не  им*Ьютъ  свободныхъ  концовъ,  т.  е.  он*  своими  концами  упи- 
раются, конечно,  помощью  кинематическихъ  паръ,  или  въ  члены  основ- 
ной цйпи  или  въ  члены  другихъ  ветвей.  Всякую  сложную  Ц'Ьпь  можно 
различнымъ  образомъ  разлагать  мысленно  на  основную  и  на  в^тви,  вы- 
бирая  произвольно  любое  замкнутое  кольцо  членовъ  за  основную  цЬпь. 

Наприм-Ьръ  въ  изображенной  на  чертеж* 
(фиг.  117)  шестичленной  плоской  шарнир- 
ной систем*  можно  Ц'Ьпь  А1А2А3А4А1 
разсматривать  какъ  основную,  а  АЪА6 
какъ  врЬтвь,  или  взять  за  основную  ц'Ьпь 
АьАеА2А1Аь,  а  за  вйтвь  —  АгА±,  или 
основною  ц'Ьпью  считать  АкАьАйАаА2А4Аг 
а  за  в4твь  принять  соединеше  членовъ 
Ах  и  А2  между  собою  шарниромъ  С  и  т.  д. 
Фиг  117  Важно  заметить  для  далыгЬйшаго,  что  какъ 

бы  мы  ни  разлагали  сложную  кине- 
матическую, ц'Ьпь  на  основную  и  на  в*тви,  число  ветвей  у  нея 
всегда  будетъ  одно  и  то  же.  Это  слЬдуетъ  изъ  того,  что  число  ветвей 
обусловливается  числомъ  замкнутыхъ  колецъ,  содержащихся  въ  цЬпи.  и 
всегда  на  единицу  меньше  числа  этихъ  колецъ.  Такъ,  въ  предыдущемъ 
прим'Ьр'Ь  такихъ  колецъ  два:  ВВЕСВ  и  ИСТОН.  Каждый  разъ,  когда 
въ  цЬпи  вводится  новая  вЬтвь,  является  или  новое  кольцо  или  одно  изъ 
прежнихъ  распадается  на  два. 

211 .  Вл1ян1е  введешя  в*тви  на  число  степеней  свободы  всей  кинемати- 
ческой цЪпи.  Мы  будемъ   сначала  предполагать,  что  всЬ  кинематичешя 
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пары  определенный.  Посмотримъ,  какъ  изменяется  число  степеней  сво- 
боды всей  цепи,  когда  вводится  ветвь,  состоящая  изъ  т  членовъ  Б1? 
В2,  ...  Вт  и  соединенная  своими  крайними  членами  помощью  опред*лен- 
ныхъ  кинематическихъ  паръ  съ  членами  А{  и  А]  основной  цепи.  Если 
члены  А1  и  Ал  соединить  непосредственно  определенною  кинематическою 
парою,  то  цЬпь  теряетъ  р —  1  степеней  свободы;  если  же  ввести  проме- 
жуточный членъ  2?,,  то  Ар  помимо  прочихъ  существующихъ  связей,  бу- 
детъ  относительно  А1  иметь  2  степени  свободы,  а  потеря  будетъ  выра- 
жаться числомъ  |*  —  2.  Если  ввести  два  члена,  Вх  и  2?а,  то  А$  будетъ 
иметь  относительно  А4  3  степени  свободы,  а  потеря  будетъ  определяться 
числомъ  |*  —  3.  Продолжая  разсуждать  такимъ  же  образомъ  дальше,  мы 
найдемъ,  что  при  введенш  ветви,  состоящей  изъ  т  членовъ,  вся  цепь 
теряетъ  р  —  т  —  1  степеней  свободы.  Если  т  =  у. — 1,  то  еетъ  никакой 
потери  степеней  свободы.  Если  т>р — 1,  то  является  уже  прибыль  сте- 
пеней свободы  на  т  —  (р  —  1)  единицъ  или,  можно  сказать,  отрицатель- 
ная убыль  на  |*  —  т — 1  единицъ.  Итакъ,  допуская  понят1е  объ  отрица- 
тельной убыли,  можно  вообще  сказать,  что  введете  въ  кинематиче- 
скую цепь  ветви  изъ  т  членовъ  съ  определенными  кинемати- 
ческими парами  понижаетъ  число  степеней  свободы  всей  цепи  на 

р  =  р.  —  т  —  1  (298) 

единицъ. 

212.  Число  степеней  свободы  сложной  кинематической  цепи.  Пусть  бу- 
детъ н  число  членовъ  основной  цепи,  ш1э  та,  . . .  т1  число  членовъ  ея  / 
ветвей,  такъ  что  все  число  членовъ  цепи 

1=»н-ш1+ж2  +  ...  тг 

Формула  (298),  въ  связи  съ  формулою  (293),  даетъ  следующее  число  сте- 
пеней свободы  сложной  кинематической  цепи  съ  определенными  кинема- 
тическими парами: 

М  =  п  — (|х  — 1*4  — 1)  — 0*  -та  — 1)—  ...—&  —  т1  —  1) 

(299) 

Хтя  того,  чтобы  эта  цепь,  по  закрепленш  одного  ея  члена,  обращалась 
въ  механизмъ,  необходимо,  чтобы  (§  207) 

а  поэтому 

у  =  ц  Н_  1  -+.  I  (р  —  1)  =  (/  ч-  1)  (р  —  1)  -+-  2.  (300) 

Мы  видимъ  такимъ  образомъ,  что  сложная  кинематическая  цепь  съ  опре- 
деленными кинематическими  парами  и  съ  даннымъ  числомъ  вЬтвей,  для 
того  чтобы  быть,  по  закрепленш  одного  изъ  ея  членовъ,  «механизмомъ», 
должна  содержать  определенное  число  членовъ. 


=  н-1-т|  -+-*п2-+-  . 

. .  т1 

ч  / 

=  Х-1(р-1). 
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Такими  же  разсуждешями,  какъ  въ  §  208,  легко  уб4диться,  что  въ 
случае  существованш  избытковъ  степеней  свободы  въ  кинематическихъ 
парахъ  число  ея  членовъ  уменьшается  на  число  всЬхъ  избытковъ  и  фор- 
мула (300)  принимаетъ  видъ: 

Дт  =  (I  -+-  1)  (|1  —  1)  -+-  2  —  ЕА\  (301) 

Понятно,  что  тождественный  пары  (§  209)  зд*Ьсь  не  предполагаются. 

Дальнейшее  изучеше  кинематическихъ  цЬпей  относится  уже  къ  области 
прикладной  кинематики  (теорш  механизмовъ)  и,  согласно  новМшимъ  ме- 
тодамъ  изсл-Ьдованш,  введеннымъ  въ  эту  область  Рёло  (Кеп1еаих),  слу- 
жить ей  основатемъ. 

3.  219.  Показать,  что  всякая  кинематическая  цъпь  на  плоскости,  съ  опре- 
деленными кинематическими  парами,  если  она  служитъ  механизмомъ,  содер- 
житъ  четное  число  членовъ  (включая  сюда  неподвижный). 

3.  220.  Семь  сочлененныхъ  шарнирами  плоскихъ  фигуръ  образуютъ  зам- 
кнутую ц-впь.  Указать  различные  способы  введетя  такихъ  вътвей,  которых 
превращали  бы  ее  въ  механизмъ. 
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ОТДЪЛЪ   ВТОРОЙ. 
ОсноваШя  кинетики  матерьяльной  точки. 


ГЛАВА     V. 

Оеновныя  положения  механики. 

Происхождеше  понятш  о  сил*. 

213.  Матерьяльная  точка.  Наблюдете  и  опыгь  показываютъ  намъ,  что 
тЬло,  находящееся  въ  покое,  если  оно  не  приходить  въ  непосредствен- 
ное соприкосновете  съ  другими  гЬлами  или  если  къ  нему  не  прибли- 
жаются друпя  гЬла  на  достаточно-близшя  разстоятя,  остается  въ  состоя- 
ли покоя.  Если-же  тЬло  находится  въ  движети,  то  это  движете,  по 
скольку  оно  касается  общаго  положетя  гЬла  въ  пространств*,  прямоли- 
нейное и  равномерное,  т.  е.  или  все  точки  гЬла  совершаютъ  прямоли- 
нейное и  равномерное  движете  съ  геометрически  равными  скоростями 
или  по  кайней  мере  въ  теле  существуетъ  одна  точка,  двигающаяся  пря- 
молинейно и  равномерно,  причемъ  друпя  точки  гЬла  совершаютъ  относи- 
тельно этой  точки  уже  более  или  менее  сложный  движетя,  характеръ 
которыхъ  при  этомъ  не  всегда  бываетъ  возможно  усмотреть  изъ  наблю- 
деюя  и  опыта.  Въ  начал*,  для  упрощен1я  изсл^доваюя,  мы  не  будемъ 
обращать  внимашя  на  эти  последтя  движетя,  т.  е.  будемъ  предполагать, 
что  мгЬсто  гЬла  въ  пространств*  можно  определять  мЬстомъ  одной  его 
точки.  Эту  точку  мы  будемъ  называть  матерьяльною  точкою.  При 
зам*нен1и  гЬла  матерьяльною  точкою  обыкновенно  предполагается,  что 
размеры  т*ла  достаточно  малы  въ  сравненш  съ  размерами  путей,  про- 
ходимыхъ  его  точками,  хотя  это  и  не  всегда  необходимо.  Во  всякомъ 
случае  отсюда  еще  не  схЬдуетъ,  чтобы  г*ло  предполагалось  непременно 
весьма  малымъ  для  нашихъ  обычныхъ  представленШ  объ  измеретяхъ. 
Такъ,  напр.,  планеты  могутъ  быть  разсматриваемы  какъ  матерьяльныя 
точки,  когда  изучается  ихъ  движете  около  солнца. 

214.  Занонъ  инерцт.  Матерьяльная  точка,  если  она  не  подвер- 
жена ВЛ1ЯН1Ю  другихъ  телъ,  т.  е.  если  она  достаточно  отъ  нихъ 
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удалена,  или  остается  въ  покое  или  движется  прямолинейно  и 
равномерно.  Понятно,  что  этотъ  законъ,  хотя  онъ  и  установленъ  на 
основаши  наблюдешя  и  опыта,  не  можетъ  быть  въ  точности  наблюдаемъ 
въ  природе,  и  притомъ  по  двумъ  причинамъ:  во-первыхъ  нельзя  считать 
какое-либо  гЬло  вполне  изолированнымъ  отъ  вл1яшя  другихъ  гЬлъ;  во- 
вторыхъ,  наблюдатель  самъ  находится  въ  движенш,  и  поэтому  все  наблю- 
даемый имъ  движешя  относительны.  ТЬмъ  не  менее,  мы  не  сомневаемся 
въ  верности  закона  инерщи  на  томъ  основанш,  что  ч*мъ  более  мы  ста- 
вимъ  гЬло  въ  предполагаемый  выше  идеальныя  услов1я,  т*мъ  ближе  дви- 
жете гЬла  следуетъ  закону  инерщи. 

215.  Сила.  Признакомъ  того,  что  двигающееся  тело  не  подвержено 
постороннимъ  вл1ян1ямъ,  является,  по  закону  инерщи,  постоянство  вели- 
чины и  направлетя  скорости;  а  всякое  такое  вл1яте  сводится  къ  изм*- 
ненш  или  величины  или  направлетя  скорости  или  обоихъ  этихъ  ея  эле- 
ментовъ  одновременно.  Такимъ  образомъ,  можно  по  этому  изм4нешю  су- 
дить о  томъ  дййствш,  которое  оказываютъ  окружаюпця  гЬла  на  данную 
матерьяльную  точку,  действш,  которое  принято  называть  д*йств1емъ 
силы. 

ДгЬйств1е  силы  состоитъ  въ  геометрическомъ  изменены  скорости, 
т.  е.  въ  сообщен1и  матерьяльной  точки  ускореюя. 

Естественно,  ради  простоты,  принимать,  что  сила,  или  точнее  го- 
воря, число,  измеряющее  д*йств1е  силы  на  матерьяльную  точку 
пропорщонально  ускорент. 

216.  Взаимодействуя.  Въ  природе  нгЬтъ  односторонняго  действ1я  сплъ: 
если  присутств1е  одной  матерьяльной  точки  вызываетъ  у  другой  матерьяль- 
ной точки  ускореше,  то  и  обратно,  эта  вторая  точка  вызываетъ  ускоре- 
ние у  первой  матерьяльной  точки.  Две  матерьяльныхъ  точки  оказываютъ 
другъ  на  друга  взаимодействге,  и  сила  есть  мера  такого  взаимодей- 
ств1я.  Итакъ,  силы  являются  при  изученш  движетя  телъ  попарно. 

Основное  положен1е:  Две  силы  взаимодейств1я  между  двумя 
матерьяльными  точками  равны. 

217.  Сила  какъ  векторъ.  Матерьяльная  точка  имеетъ  въ  данный  мо- 
ментъ  ускорете  по  определенному  наиравлетю;  это  направлете  разсма- 
триваютъ  какъ  направлен1е  действ1я  силы.  Такимъ  образомъ,  сила 
определяется  некоторымъ  числомъ  и  направлетемъ;  т.  е.  она  можетъ 
быть  изображаема  векторомъ. 

За  начало  вектора-силы  принимается  матерьяльная  точка,  на  ко- 
торую сила  действуете.  Эта  точка  называется  точкою  приложен1я 
силы. 

Наблюдете  и  опыгь  показываютъ,  что  две  матерьяльныя  точки,  ока- 
зывающ1я  другъ  на  друга  взаимодейств1е,  имеюгъ  въ  каждый  моментъ 
времени  ускоретя,  направленный  противуположно  другъ  другу  по  прямой, 
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соединяющей  эти  точки.  Поэтому  две  силы  взаимодгЬйств1я  не  только 
равны,  но  и  лежатъ  на  прямой,  соединяющей  матерьяльныя 
точки,  и  направлены  противуположно  другъ  другу;-  такъ  что  век- 
торы, ихъ  изображаюпце,  им-Ьютъ  геометрическую  сумму  равную  нулю. 

Измйреше  сидъ. 

218.  Кинетическое  происхождеше  лонят!я  о  масс*.  Наблюдете  и 
опытъ  показываютъ,  что  две  матерьяльныя  точки,  Мх  и  Жа,  оказываю- 
пия  другъ  на  друга  взаимодейств1е,  получаютъ  въ  одинъ  и  тотъ-же  про- 
межутокъ  времени  Д*  геометрическ1я  приращен1я  скорости  тг^  и  тг;а,  не 
равныя  мезду  собою;  а  следовательно  и  ускорешя  ихъ, 

не  равны;  а  такъ  какъ  соответствуюпия  этимъ  ускорешямъ  силы  равны, 
то,  значить,  коэффищенты  пропорциональности  между  силами  и  ускоре- 
Н1ями,  т1  и  та ,  различны.  Итакъ,  означая  общую  величину  силы  черезъ 
1\  им4емъ: 

Р  =.  т1га1  =  т2го^  (302) 

Коэффицгентъ  пропорциональности  между  числомъ,  изм'Ь- 
ряющимъ  силу,  и  числомъ,  измЬряющимъ  ускореюе,  назы- 
вается массою. 

Такъ  какъ  отношеше  между  силою  и  ускорешемъ  для  каждой  ма- 
терьяльной  точки  величина  постоянная,  то  можно  сказать,  что  каждая 
матерьяльная  точка  обладаетъ  определенною,  постоянною 
массою.  » 

Равенство  (302)  показываетъ,  что  массы,  соотвйтствуюпця  двумъ  ма- 
терьяльнымъ  точкамъ,  оказывающимъ  взаимодЬйств1е  другъ  на  друга, 
обратно  пропорщональны  ускорешямъ.  Выразивъ  массу  точки  Мх  какимъ- 
нябудь  произвольнымъ  числомъ  и  зная  ускорешя  обгЬихъ  точекъ,  мы  най- 
демъ  по  формул*  (302)  массу  точки  М2. 

219.  Единица  массы.  Поставимъ  на  мЬсто  точки  М2  какую-нибудь 
третью  матерьяльную  точку  Мь,  Наблюдеше  и  опытъ  показываютъ,  что 
въ  этомъ  случае  точка  Мх  будетъ  иметь  иное  ускореше,  чЬмъ  прежде; 
откуда  можно  заключить,  что  теперь  и  силы  взаимодЬйств1я  друпя.  По- 
добно прежнему,  можно  написать: 

Г  =  т^х]  —  тъгюг  (303) 

и,  зная  оба  ускорен1я,  по  масс*  первой  точки  определить  массу  третьей 
точки.  Итакъ,  достаточно  выбрать  определенное  число  для  массы  одной 
матерьяльной  точки,  чтобы,  измеряя  ускорешя  и  основываясь  на  пропор- 
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цюнальности  между  силами  и  ускоретями,  определить  массу  всякой  дру- 
гой матерьяльной  точки.  Понятно,  что  можно  при  этомъ  массу  одной  ма- 
терьяльной  точки  принять  за  единицу  массы.  Въ  такъ  называемой  абсо- 
лютной систем*  единицъ, — сантиметръ — граммъ— секунда  (С68), — за  еди- 
ницу массы  принимается  масса  воды,  занимающей  при  4°  С  объемъ  въ 
одинъ  кубическШ  сантиметръ. 

Эта  масса  называется  граммъ -массою. 

220.  Поняле  объ  односторонне»  дЪйствш  силы  и  основная  формула 
механики.  Сравнете  формулъ  (302)  и  (303)  показываетъ,  что 

Р' тгщ 

Р       тць\ ' 

т.  е.  силы,  которыя  выражаютъ  д*Ьйств1е  одной  и  той-же  матерьяльной 
точки  Мх  на  различный  друйя  матер1альныя  точки,  пропорцюнальны  про- 
изведетямъ  массъ  этихъ  точекъ  на  сообщаемый  имъ  ускоретя.  Когда  при- 
ходится разсматривать  состояше  движешя  одной  и  той  же  матер1альной 
точки  въ  различные  моменты  времени  или  изучать  и  сравнивать  между 
собою  движете  различныхъ  матерьяльныхъ  точекъ,  поставленныхъ  по 
очереди  въ  гЬ  же  физическ1я  услов1я,  то  можно  отрешаться  отъ  предстаг- 
влешя  о  тЬхъ  причинахъ,  по  которымъ  данная  матерьяльная  точка 
получаетъ  ускорете,  т.  е.  о  присутствш  матерьяльныхъ  точекъ,  окру- 
жающихъ  данную,  а  также  не  касаться  вопроса  о  томъ,  какое  кШ- 
ств1е  на  эти  последтя  точки  оказываетъ  данная  точка,  движете  которой 
мы  изучаемъ.  Т.  е.  мы  можемъ  тогда,  для  упрощенк  дела,  разсматривать 
одностороннее  действ1е  силъ  и  говорить  условно,  что  какая-ни- 
будь точка  Ж,  имеющая  массу  т,  обладаетъ  въ  данный  моментъ  времени 
ускоретемъ  го,  потому  что  ^а  нее  действуете  некоторая  сила  Р,  а  силу 
эту,  какъ  причину  ускоретя,  измерять  произведетемъ 

р  =  пио.  (304) 

Эта  формула  представляете  собою  одно  изъ  основныхъ  положен1й 
(принциповъ)  механики. 

Если  его  принять  за  исходную  точку,  то  законъ  инерщи  является 
какъ  с.тЬдств1е:  если  сила  равна  нулю,  то  и  ускорете  равно  нулю,  т.  е. 
матерьяльная  точка  движется  прямолинейно  и  равномерно  или,  въ  частно- 
сти, остается  въ  покое. 

Принципъ  равныхъ  взаимодейств1й  (§  216)  является  въ  этомъ 
случае  только  тогда  необходимымъ,  когда  разсмутривается  дейсшс  дан- 
ной матерьяльной  точки  на  те  точки,  которыя  служате  источниками  изу- 
чаемыхъ  силъ.  Но  темъ  не  менее,  все  до  сихъ  поръ  изложенное  въ  этой 
главе  показываетъ,  что  нельзя  дать  достаточно  яснаго  понят1я  о  проис- 
хожденш  силы,  не  вводя  нонят1я  о  взаимодействш  между  телами  и  не 
установивъ  принципа  равенства  действ1я  и  противодейств1я. 
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Указанная  въ  этомъ  параграф*  точка  зр*шя  была  установлена  Га- 
лилеемъ  и  Ньютономъ,  въ  особенности  посл*днимъ  въ  его  сочиненш: 
сРЬЛозорЫае  па^игаНз  рппфха  тайетаИса»  (1686  г.).  Дальше  мы  бу- 
демъ  по  возможности  ея  придерживаться,  помня  однако  же,  въ  какомъ 
условномъ  смысл*  можно  принимать  одностороннее  д*йств1е  силъ. 

221.  Единица  силы.  Бъ  такъ  называемой  систем*  абсолютныхъ  единицъ, 
гд*  за  единицу  времени  принимается  секунда,  за  единицу  длины  санти- 
метръ,  а  за  единицу  массы  граммъ — масса  (§  219).  единицею  силы 
считается  такая  сила,  которая  т*лу,  имеющему  массу  въ  одинъ  граммъ, 
сообщаетъ  ускореше,  равное  одному  сантиметру,  когда  это  ускореше  рас- 
читано  на  единицу  времени— секунду  (единица  ускорешя  см.  §  158).  Та- 
кая сила  называется  динъ. 

На  практик*  часто  разсматриваются  друпя,  такъ  называемый  в*со- 
выя  единицы  силы:  граммъ,  килограммъ,  фунтъ  и  т.  п.  В*совая  единица 
силы  есть  такая  сила,  которая  т*лу,  им*ющему  массу,  равную  единиц*, 
сообщаетъ  ускореше  д  силы  тяжести,  т.  е.  то  ускореше,  съ  которымъ  т*ла 
падаютъ  на  земной  поверхности,  когда  на  нихъ  не  д*йствуютъ  никагая 
сопротивлешя.  Это  ускореше  не  одинаково  во  вс*хъ  точкахъ  земной  по- 
верхности: всл*дств1е  сжайя  земли  и  ея  вращешя  около  оси  ускореше 
м*няется  съ  географическою  широтою  <р;  оно  зависитъ  также  отъ  высоты 
к  падающаго  т*ла  надъ  уровнемъ  океана.  Для  этого  ускорешя  изъ  опы- 
товъ  выведена  следующая  формула,  выражающая  его  въ  сантиметрахъ: 

д  =  980,  6056  —  2,5028  соз  2<р  —  0,000003  к  сантиметровъ.     (305) 

Приблизительно  можно  принимать  #  =  981  сантиметру.  Такимъ  обра- 
зомъ,  при  той  же  единиц*  массы,  в*совая  единица  силы  въ  981  разъ 
больше  «абсолютной»,  потому  что  в*совая  единица  одного  грамма  есть 
сила,  сообщающая  граммъ-масс*  ускореше  въ  981  единицъ,  т.  е.  она 
равна  981  динамъ. 

1  килограммъ  =  1000  в*совымъ  граммамъ  =  981000  динамъ; 

1  фунтъ  =  409,516  в*совымъ  граммамъ  =  401310  динамъ. 

Зам*тимъ  еще,  что  если  в*съ  т*ла  выраженъ  въ  граммахъ,  то  его 
масса  изм*ряется  т*мъ  же  числомъ  единицъ,  какъ  и  его  в*съ. 

Сдожете  силъ. 

222.  Принципъ  независимости  другъ  отъ  друга  д*йств!я  нЪсколышхъ 
силъ,  Ускореше  въ  движенш  матерьяльной  точки  можетъ  явиться  подъ 
вл!яшемъ  н*сколькихъ  окружающихъ  ея  т*лъ,  т.  е.  им*ть  своею  причи- 
ною н*сколько  силъ.  Въ  такомъ  случа*  является  вопросъ:  въ  какой  м*р* 
каждая  изъ  силъ  обусловливаетъ  ускореше  точки.  Отв*тъ  на  это  можетъ 
быть  основанъ  только  на  яаблюдеши  и  опыт*,  такъ  какъ  мы  не  им*емъ 
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никакихъ  теоретическихъ  основашй  судить  о  томъ,  вл1яетъ-ли  дййсше 
одной  изъ  силъ  на  дЬйств1е  другой,  или  н'Ьтъ.  Ньютономъ,  и  невиди- 
мому одновременно  съ  нимъ  Вариньономъ,  на  основашй  опытныхъ 
данныхъ  установленъ  принципъ:  д*йств1е  каждой  изъ  силъ  нама- 
терьяльную  точку  на  зависитъ  отъ  того,  находится  ли  эта  точка 
въ  покой  или  въ  движеюи,  а  въ  посл'Ьднемъ  случай  не  зави- 
ситъ отъ  того,  им'Ьетъ  ли  уже  эта  точка  ускореюе  или  н'Ьтъ. 

Для  выяснешя  этого  принципа  представимъ  себ'Ь  систему  матерьяль- 
ныхъ  точекъ  Ж15  Жа,  Мг  .  .  .  .  и  предположимъ,  что  эта  система  нахо- 
дится въ  состояши  посту пательнаго  движеюя,  такъ  что  всЬ  точки 
им'Ьютъ  въ  данный  моментъ  времени  геометрически  равныя  скорости  и 
геометрически  равныя  ускоренш  гс'.  Эти  посл'Ьдшя  можно  представить 
себ'Ь  происходящими  отъ  д-Ьйств1Я  параллельныхъ  силъ  Р1Ч  Р^  Р2,...  про- 
порщональныхъ  массамъ  точекъ  системы: 

Р1  =  т^с\     Р.2  =  т2гю\     Ръ  =  тги<* 

При  этомъ  каждая  изъ  этихъ  точекъ  находится  въ  состояши  отно- 
сительнаго  покоя  по  отношешю  ко  всЬмъ  остальнымъ.  Положимъ 
теперь,  что  на  одну  изъ  точекъ  системы,  точку  Жх  съ  массою  тп  начала 
действовать  новая  сила  Рх'  не  влгяющая  на  д4йств1е  другихъ  точекъ; 
тогда  эта  точка  получить  относительное  ускорен1е  ю". 

Высказанный   выше  принципъ  Ньютона  состоитъ   въ  томъ,  что  дЬй- 

ствге  силы  Р\  а  поэтому  и  зависящее  отъ  нея  ускореше  будетъ  то  же 

самое,    какъ  если  бы  точка    М1    раньше  находилась    въ  абсолютномъ 

поко*;  т.  е. 

Р'  =  т^\ 

223.  Законъ  сложешя  двухъ  силъ.  Изъ  этого  принципа  вытекаетъ  за- 
конъ  геометрическаго  сложен1я  силъ  или  такъ  н&зыв.  «параллелограшп» 
силъ».  Изъ  кинематики  мы  знаемъ,  что  ускореше  въ  сложномъ  движенш 
точки,  зависящемъ  отъ  переноснаго  и  относительнаго  движешй,  въ  томъ 
случае,  когда  переносное  движеше  поступательное  (§§  169  и  170),  есть 
геометрическая  сумма  ускорешй  слагаемыхъ  движешй;  поэтому,  означая 
ускореше  абсолютнаго  движешя  точки  Мх  черезъ  ю,  им^емъ: 

ш  =  и?'  -+-  *Р  (306) 

Это  ускореше  можно  представить  себ'Ь  проходящимъ  отъ  непосред- 
ственнаго  д'Ьйств1я  на  точку  Мх  силы 

В  =  ти\ 

Умноживъ  об'Ь  части  равенства  (300)  на  тл  и  принявъ  во  внимаше, 
что  силы  изображаются  векторами,  отложенными  по  направлешямъ  зави- 
сящихъ  отъ  нихъ  ускорешй,  находимъ: 

В  =  1\  н-  Г.  (307) 
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Называя  В  равнодействующею  силъ  Р1  и  Р\  можемъ  сказать: 
равнодействующая  двухъ  силъ  равна  ихъ  геометрической 
сумм*. 

224.  Распространено  закона  слошен!я  на  большее  число  силъ.  Путемъ 
последовательная  применен1я  того  же  принципа  къ  случаю,  когда  мате- 
р1альная  точка  подвержена  д^йствш  нЪсколькихъ  силъ,  можно  придти  къ 
понятш  о  равнодействующей  несколькихъ  силъ  и  сказать:  Равнодей- 
ствующая какого  угодно  числа  силъ,  приложенныхъ  къ  одной  и 
той  же  матер1альной  точке,  равна  ихъ  геометрической  сумме. 
А  именно,  рассматривал  равнодействующую  двухъ  изъ  данныхъ  силъ, 
какъ  самостоятельно  заданную,  и  соединяя  ее  съ  третьего  силою  Р'\ 
находимъ: 

Ё  =  В  +  Р=  1\  -+  Г  ч-  Р1  (308) 

и  т.  д. 

Вонятно  также,  что,  применяя  поняпе  о  разложенш  вектора  на  гео- 
метричесшя  составляюпця,  можно  представить  себе  всякую  силу 
какъ  равнодействующую  несколькихъ  силъ,  хотя  бы  оне  и  не 
имели  непосредственно  реальныхъ  источниковъ. 

225.  Тангенщальная  и  центростремительная  силы.  ПримЬнимъ  прин- 
ципъ  разложен1я  силъ  къ  какому-нибудь  движешю  матер1альной  точки. 
Ускорете  точки,  го,  можетъ  быть  разсматриваемо  какъ  геометрическая 
сумма  двухъ  ускоренШ,  го' — тангенщальнаго  и  го"— нормальнаго  (§  160). 
Происхождеше  каждаго  изъ  этихъ  ускорешй  можно  приписать  действш 
отдельной  силы  и  ускорете  го  разсматривать  какъ  результатъ  равнодей- 
ствующей. Разложимъ  и?,  геометрическое  приращете  скорости,  которое 
она  получаетъ  въ  безконечно-малый  промежутокъ  времени,  на  ея  геоме- 
тричесюя  составляюпця  (§  98): 


ту  =  Ау  -+-  г  .  а. 

Мы  можемъ  сказать,  что  одна  изъ  составляющихъ  силъ,  Р\  произ- 
водить въ  безконечно-малый  элементъ  времени  измененхе  величины 
скорости,  что  она  направлена  по  касательной  къ  траекторш  и  изме- 
ряется произведешемъ: 

,.,,  ,.      Аг,1  йгч-       й  (тг)  ,лллч 

а  другая  составляющая,  Р",  производить  изменеюе  направлеюя 
скорости,  направлена  по  главной  нормали  къ  траекторш  къ  центру 
кривизны  и  измеряется  произведешемъ: 

та  V2 

Р"  =  щ  .  Ит  —  =4пи     со  =  т  —  ?  (310) 

ш  р 

где  <о  угловая  скорость  вращешя  вектора  V  или,  всеравно,  угловая  ско- 
рость въ  движенш  по  кругу  кривизны,  а  р  радаусъ  этого  круга  (§§  98  и  164). 
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Итакъ,  сила  Г,  обусловливающая  неравномерное,  криволинейное  дви- 
жете матергальной  точки,  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  состоящая 
изъ  двухъ  слагаемыхъ: 

первая  изъ  нихъ  называется  силою  тангенщальною,  а  вторая  силою 
нормальною  или  также  центростремительною. 

Такое  разложете  можетъ  быть  часто  весьма  полезно.  Меаду  прочимъ 
зам*тимъ  сл4дств1я,  вытекаюпця  изъ  формулъ  (309)  и  (310): 

Если  на  матергальную  точку  дЬйствуетъ  сила,  имеющая  постоянно 
направлете  скорости,  то  движете  прямолинейное;  обратно,  прямоли- 
нейное движен1е  можетъ  быть  приписываемо  только  сил*,  по- 
стоянно имеющей  направлеюе  скорости. 

Если  на  матер1альную  точку  дЬйствуетъ  сила,  постоянно  перпендику- 
лярная къ  скорости,  то  движете  криволинейное,  но  равномерное;  и  об- 
ратно, криволинейное  равномерное  движеше  можетъ  быть  при- 
писываемо только  сил*,  постоянно  перпендикулярной  къ  ско- 
рости. 

226.  Центробежная  сила.  Съ  послЬднимъ  представлетемъ  связано  по- 
ште  о  центробежной  силе,  которое  является  при  изученш  несвобод- 
наго  движен1я  точки.  Положимъ,  что  матер1альная  точка  какими-либо 
механическими  услов1ями  принуждена  двигаться  по  поверхности,  причемъ 
на  нее  никаия  внЬпшя  силы  не  дЬйствуютъ,  а  также  отсутствуюгь  раз- 
личная рода  сопротивлетя,  являющаяся  здесь  силами  тангенщальнымя: 
трете,  сопротивлете  воздуха  и  т.  п.  Отклонете  ея  отъ  прямолинейнаго 
движетя  мы  приписываемъ  силе,  которую  выше  мы  называли  нормаль- 
ною или  центростремительною,  и  которая  является  здесь  въ  виде  нор- 
мальнаго  сопротивлетя  поверхности.  Но,  по  принципу  взаимодействШ, 
эта  сила  можетъ  явиться  только  какъ  противодейств1е  некоторой  другой 
силе,  ей  равной  и  прямо  противуположной.  Происхождетемъ  этой  по- 
следней силы  можно  считать  инерщю  вследств1е  которой  матергальная 
точка  стремится  поддерживать  прямолинейное  движете.  Это  стремление 
обнаруживается  давлеюемъ  точки  на  поверхность,  которымъ  и  вызы- 
вается нормальное  сопротивлете  поверхности.  Это  давлете  является  си- 
лою, приложенною  последовательно  къ  гЬмъ  точкамъ  поверхности,  черезъ 
которыя  двигающаяся  точка  проходить,  и  называется  центробежного 
силою.  Мы  ограничимся  пока  этимъ  элементарнымъ  объяснетемъ;  более 
точное  же  развийе  этихъ  понятШ  мы  увидимъ  въ  аналитической  части 
курса  (§§  305  и  330). 

Обворъ  основныхъ  подожен!й. 

227.  Вопросъ  объ  установлены  принциповъ.  Указанный  въ  этой  главе 
ходъ  разсуждетй  имелъ  цЬлью  установить   основныя   положеюя  ки- 
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нетнки.  Каше  принципы  механики  считать  наиболее  совершенными  и 
наиболее  целесообразными,  на  это  существуютъ  различныя  точки  зр'Ьшя. 
Во  всякомъ  случае  нужно  руководствоваться  следующими  требован1ями: 
1)  чтобы  эти  положешя  были  возможно  тесно  связаны  съ  непосредствен- 
нымъ  наблюдешемъ  и  опытомъ,  2)  чтобы  они  были  возможно  просты  по 
своей  форм^  и  3)  чтобы,  при  возможно  наименыпемъ  числе  ихъ,  они 
были  достаточны  для  вывода  всего  дальнЬйшаго.  Мы  въ  общемъ  придер- 
живались идей,  установленныхъ  Ньютономъ  (§  220),  обративъ  однако 
же  особенное  внимате  на  относительность  всЬхъ  движенШ  и  на  то,  что 
всЬ  силы  представляются  взаимодейств1ями  между  гЬлами;  такъ  что 
одностороннее  д*йств1е  силы  можетъ  быть  принимаемо  лишь  условно. 
Въ  последнее  время  начинаетъ  выдвигаться  другая  система  положенШ 
механики,  созданная  извЬстнымъ  физикомъ  Хертцомъ  (Нег1)2)  1)  и  имею- 
щая своею  исходною  точкою  некоторый  принципъ,  называемый  принци- 
помъ  Гаусса.  Эта  система,  имеющая,  благодаря  большему  единству  идеи, 
некоторый  преимущества  передъ  Ньютоновскою,  не  отличается  однако  же 
тою  же  простотою  и  элементарностью  и  поэтому,  по  крайней  мере  въ  на- 
стоящее время,  едва  ли  можетъ  быть  съ  успехомъ  проведена  въ  основ- 
номъ  курсе  механики. 

228.  Обзоръ  принятыхъ  въ  этой  глав*  положен  1Й. 

Для  начала,  съ  целью  упрощешя,  вводится  поняпе  о  матер1альной  точке. 

Законъ  инерцш — результатъ  наблюдетй  и  опыта. 

Отклонеше  отъ  него  приписывается  взаимодействкмъ  между  телами. 

Эти  взаимодейств1я  могутъ  быть  изображены  векторами,  которые  на- 
зываются силами  и  которые  для  двухъ  взаимодействующихъ  матер1аль- 
ныхъ  точекъ  равны,  лежать  на  прямой,  соединяющей  эти  точки,  и  на- 
правлены противуположно  другъ  другу. 

Сила  пропорщональна  ускорешю  материальной  точки,  на  которую  она 
действуетъ. 

Коэффищентъ  пропорщональности  называется  массою. 

Вводится  условное  понятие  объ  одностороннемъ  действш  силы. 

Устанавливается,  на  основаши  наблюдешя  и  опыта,  принципъ  неза- 
висимости действ1я  силы  отъ  того  состояшя  движетя,  въ  которомъ  ма- 
тергальная  точка  находится,  и,  какъ  следотме  отсюда,  законъ  сложешя 
силъ. 


*)  Т>1е  РНпс1р1ви  Лег  Меспатк  ш  пеиет  йизаттепЬап^е  <1агде81;вШ  топ 
НептсЪ  НеПг.  1894. 
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ГЛАВА    VI. 

ВажнЪйппе  элементы  кинетики  въ  применены 
къ  матер1альной  точки. 

Импудьсъ  и  количество  движешя. 

229.  Происхождеме  понятая  объ  импульс*  и  о  работе.  Действ1е  силы 
состоять,  какъ  мы  видели,  въ  непрерывномъ  геометрическомъ  изм*неяш 
скорости  матергальной  точки.  Длл  измЬрен1я  силы  мы  определяли  поэтому 
производимое  ею  въ  безконечно-малый  элементъ  времени  геометрическое 
приращеше  скорости  тг;  и  принимали,  что  для  даннаго  элемента  вре- 
мени Д1  дейстше  силы  на  данную  матергальную  точку  пропорщонально 
этому  приращенш;  откуда,  определяя  предЪлъ  отношен1я  тг?  къ  Д*,  мы 
пришли  къ  пропорщональности  величины  силы  тому  ускоренно,  которое 
им^етъ  матер1альная  точка  въ  данный  момента  времени,  и  къ  понята)  о 
направленш  силы  какъ  направлены  этого  ускоретя.  Получивъ  такимъ 
образомъ  возможность  определять  величину  и  направлеше  силы,  мы  еще 
не  можемъ  судить  о  результат*  д4йств1я  силы,  соответствующемъ  или  не- 
которому конечному  промежутку  времени  или  какому-либо  конечному  пути, 
пройденному  матер1альною  точкою  въ  ея  движенш  подъ  вл1яшемъ  силы. 
Мы  займемся  теперь  решешемъ  этихъ  двухъ  вопросовъ,  причемъ  мы  усло- 
вимся действ1е  силы,  расчитанное  на  какой-либо  промежутокъ  времени, 
называть  импульсом ъ,  а  действ1е  ея,  расчитанное  на  какую-либо  часть 
пути  матер1альной  точки,  называть  работою. 

230.  Элементарный  иипульсъ  и  количество  движешя.  Принимая  во  вни- 
маше,  что  по  основному  определенш  силы 

р  =  тгю  =  т  .  Ит.  -  —  » 

м 

можно  написать: 

т  .  тг;  =  Р.  М  ч-  е .  Д*,  (311) 

где  е  безконечно-малое.  Условимся  называть  РЛ1  импульсомъ  силы 
для  безконечно-малаго  элемента  времени  или.  короче,  элементарнымъ 
импульсомъ,  и  будемъ  его  изображать  въ  виде  вектора,/,  отложеннаго 
по  направлешю  самой  силы.  Съ  другой  стороны,  будемъ  называть  ть\ 
произведете  массы  матерхальной  точки  на  ея  скорость,  количествомъ 
движен1я  и  изображать  въ  виде  вектора,  отложеннаго  по  направленш 
скорости.  Такъ  какъ 

XV  =  г/  —  *:, 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   201    —  §  231,  ф.  313. 

гд*Ь  г-  и  V'  скорости  въ  моменты  I  и  *-+-Д*,  то  можно  сказать,  что  векторъ 
т .  тг,  отложенный  по  направлешю  геометрическаго  приращешя  скорости: 


есть  геометрическая  разность  количествъ  движешя  въ  два  безконечно- 
близкихъ  момента  времени.  Итакъ,  если  пренебрегать  безконечно-малою 
величиною  высшаго  порядка,  е .  А*,  можно  написать: 

У=шг?  —  тй,  (312) 

т.  е.  элементарный  импульсъ  силы  измеряется  геометрическою 
разностью  количествъ  движен1Я  въ  конц*  и  въ  начал*  разсма- 
триваемаго  элемента  времени. 

231.  Конечный  импульсъ  и  законъ  количества  движет*.  Разсмотримъ 
Листе  силы  въ  течете  конечнаго  промежутка  времени  отъ  10  до  и 
Разделяя  %  —  /0  на  произвольно  большое  число  п  произвольно  малыхъ  эле- 
ментовъ  и,  применяя  къ  каждому  изъ  нихъ  формулу  (312),  им-Ьемъ: 

Л  =  тъ^  —  тъ^ 
^  =  тю2  —  ть^ 


щ)п  =  тг    —  тьщ-г; 
а  суммируя  об*Ь  части,  находимъ: 

7  =2  л  =  ™»  —  ""V  <313) 

При  этомъ  мы  пренебрегаемъ  членами  вида  е .  М,  такъ  какъ  сумма  этихъ 
членовъ  безконечно- малыхъ   высшаго   порядка,  по  одной  изъ  основныхъ 
теоремъ  интегральнаго  исчислешя,   въ  пре- 
дЬгЬ    исчезаетъ.    Результату    выражаемый 
формулою  (313)  и   называемый   закономъ 
количествъ    движен1я,    представленъ  на 

фиг.  118,  гд*  А0,  Ах А  суть  концы  век- 

торовъ  количествъ  движешя  шу0,  ть\, . . .  т#, 
проведенныхъ  изъ  общаго  начала  О,  а  сто- 
роны АъАг,  А1А2, . . .  элементарные  импуль- 
сы, векторъ  же  А0А  ихъ  геометрическая 
сумма  ^.  При  переход*  къ  пределу  много-  Фиг  цз. 

угольникъ  А0АХ . . .  А  обращается  въ  сплош- 
ную кривую  лишю,  которую,  по  аналопи  съ  годографомъ  скоростей  (§  87), 
можно  назвать  годографомъ  количествъ  движешя.  Очевидно,  что  эти 
годографы  подобны.  Векторъ  «7,  геометрическая  сумма  элементарныхъ 
импульсовъ,  обращается  въ  предал*  въ  хорду  годографа  количествъ  дви- 
жешя и  называется   импульсомъ   для   даннаго   конечнаго   проме- 
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жутка  времени.  Такъ  какъ  формула  (313)  и  въ  предал*  остается  вер- 
ною, то  можно  сказать:  Импульсъ  силы  для  конечнаго  промежутка 
времени  измеряется  геометрическою  разностью  количествъ 
движен1я  въ  начал*  и  въ  конц4  этого  промежутка. 

Конечный  импульсъ  «7,  который  определяется  какъ  пред'Ьлъ  геометри- 
ческой суммы,  можетъ  быть  названъ  геометрическимъ  интеграломъ  сигь. 
взятымъ  по  времени. 

232.  Импульсъ  геометрически  постоянной  силы.  Если  сила  постоянна 
по  величин*  и  по  направлешю,  то 

^=  ит.  ъг.ы  =  г(1  —  (0у> 

а  съ  другой  стороны,  если  начальная  скорость  г;0  имЬетъ  направлеше 
силы,  то  движете  матергальной  точки  остается  прямолинейнымъ,  такъ- 
что  меняется  только  величина  вектора  т»;  поэтому  теперь 

3  =  Г  ((  —  *0)  =  ть  —  пы0.  (314) 

Если  сила  постоянна  по  величин*  и  по  направлешю,  но  г0  не  им*егь 
направленш  силы,  то,  проектируя  геометрическое  равенство  (313)  на  на- 
правлеше силы,  находимъ: 

«7=  Т  {I —  *0)  =  тг;  сов  (?;,  Р)  —  тг0  сов  (г0>  Р)\  (315) 

а  проектируя  на  направлеше  2,  перпендикулярное  къ  сил*  и  къ  ско- 
рости г?0,  получаемъ: 

V  сов  (у,  I)  =  О, 

откуда  видимъ,  что  подъ  дЫствдемъ  силы,  постоянной  по  величин*  и  по 
направленш,  матер1альная  точка  совершаетъ  движете  въ  плоскости,  со- 
держащей начальную  скорость  и  параллельной  направлешю  силы. 

Проектируя,  наконецъ,  равенство  (313)  на  направлеше  1\  перпенди- 
кулярное къ  I*  и  къ  г,  им*Ьемъ: 

V .  сов  (V,  V)  =  *;0 .  соз  (г>0,  Г), 

т.  е.  проекщя  скорости  на  направлеше,  лежащее  въ  плоскости  движен1я 
и  перпендикулярное  къ  сил*,  остается  постоянною. 

233.  Импульсъ  силы,  постоянной  по  направлешю.  Если  сила  переменна 
по  величине,  но  постоянна  по  направлешю,  то  для  опред4лен1я  импульса 
такой  силы  мы  должны  уже  вычислить  интегралъ: 

« 

^=  Ит.  I  Ъ\  М  = /V.  Л-  (316) 

Для  этого  сила  должна  быть  известна  какъ  функщя  времени,  чтб  однако  же 
бываетъ  лишь  въ  р-Ьдкихъ  случаяхъ.  ТЬмъ  не  мен*е  этотъ  случай  тгЬеть, 
какъ  увидимъ  ниже,  важное  практическое  значеше. 
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ВсЬ  остальные  результаты  предыдущая)  параграфа  остаются  верными 
и  теперь,  йтакъ:  1)  Импульсъ  силы,  постоянной  по  направлеюю, 
измеряется  разностью  проекгцй  на  это  направление  количествъ 
двыженгя  въ  конце  и  въ  начале  разсматриваемаго  промежутка 
времени.  2)  При  д*йств1и  такой  силы  траектор1я  матер1альной 
точки  лежитъ  въ  плоскости,  содержащей  начальную  скорость  и 
параллельной  направлент  силы.  3)  Проекщя  скорости  на  пря- 
мую, лежащую  въ  этой  плоскости  и  перпендикулярную  къ  сил*, 
остается  постоянною. 

234.  Импульсъ  силы,  перпендикулярной  къ  скорости.  Если  сила  меняется 
такъ,  что  остается  постоянно  перпендикулярною  къ  скорости,  то  она  ве- 
личины скорости  не  агЬняетъ.  Действительно,  въ  этомъ  случае  (§  225) 
Г'  =  0,  а  следовательно  Дг  =  0;  далее,  по  формуле  (310): 

]  =  Ъ\М  =  тV.<x,  (317) 

т.  е.  элементарный  импульсъ  силы,  перпендикулярной  къ  ско- 
рости, измеряется  произведен1емъ  постояннаго  количества  дви- 
женхя  на  уголъ  смежности  безконечно-малой  дуги  траектор1и. 

Для  определения  конечнаго  импульса  для  даннаго  случая  можно  было  бы 
обратиться  оиять  къ  общей  формуле;  но  мы  на  этомъ  не  будемъ  оста- 
навливаться. 

3.  221.  ТАло,  весящее  а  граммовъ,  и  находившееся  сначала  въ  покой,  па- 
даетъ  при  действш  силы  тяжести  въ  течете  I  секундъ.  Определить  импульсъ 
силы  тяжести  для  времени  падешя  и  скорость  въ  конце  последней  секунды, 
Отв.:  По  формул*  (314):  ^=ад^,  V  =  д^^ 

3.  222.  Твло  брошено  вертикально  вверхъ  съ  начальною  скоростью  V0.  Опре- 
делить время  всего  поднята,  а  также  величину  и  направлеше  импульса  силы 
тяжести  для  этого  времени.  Отв.:  По  формуламъ  (813)  и  (314): 

г  —  — ,    «/  =  —  тг0, 

следовательно  импульсъ  направленъ  противуположно  начальной  скорости. 

3.  223.  Бъ  н-Ькоторомъ  вертнкальномъ  движен!и  матергальной  точки  при 
действ!и  силы  тяжести  извъстенъ  импульсъ  ^  последней.  Определить  соответ- 
ственный промежутокъ  времени  и  изменеше  скорости. 

3.  224.  Матер1альная  точка,  на  которую  действуетъ  сила  тяжести,  брошена 

тг 
вверхъ  со  скоростью  г?0  подъ  угломъ  -т-  къ  горизонту.  Определить  величину  V 

скорости  этой  точки,  когда  она  достигнетъ  своего  высшаго  положешя,  вели- 
чину импульса  силы  тяжести  для  соответственнаго  промежутка  времени  и 
время  поднятая.  Отв.:  Согласно  §  232: 

1/2  '     '        \П*  д\ГЬ* 

3.  225.  Матер1альная  точка  подъ  вл1ян1емъ  некоторой  силы  совершаетъ 
равномерное  круговое  движете  со  скоростью  V,  Определить  импульсъ  силы 
во  время  половины  оборота  точки.  Отв.:  ^=:2тV. 
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Мгновенные  силы. 

235.  Понятие  о  мгновенной  сил*Ь.  Количество  движешя  и  импульсъ 
играютъ  важную  роль  при  изученш  такъ  называемыхъ  мгновенныхъ  силъ. 
Опытъ  показываегь,  что  въ  н'Ькоторыхъ  случаяхъ  матер1альная  точка 
въ  весьма  малый,  иногда  даже  въ  неизмеримо  малый  промежутокъ  вре- 
мени (не  смешивать  съ  безконечно-малымъ)  прюбретаетъ  значительную 
величину  количества  движешя,  или  также  существовавшее  уже  у  нея  ко- 
личество движешя  получаетъ  значительное  геометрическое  приращеше. 
Такое  явлеше  нриписываютъ  д-Ьйствш  такъ  называемой  мгновенной 
силы.  Обыкновенная,  непрерывно  действующая  сила  способна  въ  весьма 
короткШ  промежутокъ  времени  произвести  лишь  весьма  малое  геометри- 
ческое приращеше  скорости,  тг;.  Мгновенная  сила  отличается  отъ  обыкно- 
венной гЬмъ:  1)  что  д4йств1е  ея  продолжается  весьма  недолго  и  2)  что 
она  въ  это  время  усп^ваеть  сообщить  скорости  матер1альной  точки  весьма 
значительное  геометрическое  приращеше;  такъ-что  отношеше  тг?  къ  А1 
выражается  весьма  болыпимъ  числомъ. 

Обыкновенно  бываетъ  трудно  проследить  законъ  изменешя  величины 
мгновенной  силы;  несомненно  только  одно,  что  она  въ  весьма  коротай 
промежутокъ  времени  отъ  нуля  возрастаетъ  до  некотораго  максимума  и 
снова  обращается  въ  нуль.  Такъ  какъ  постоянно  действуюпця  силы  не 
могутъ  произвести  въ  этотъ  промежутокъ  времени  заметнаго  изменения 
въ  состоянш  движешя  матер1альной  точки,  то  обыкновенно  можно  бы- 
ваетъ при  определеши  действ1я  мгновенныхъ  силъ  не  обращать  внима- 
шя  на  силы,  постоянно  действуюпця.  Поэтому  нетъ  надобности  измерять 
мгновенную  силу  произведешемъ  массы  на  ускореше,  чтб  представляетъ, 
согласно  сказанному  выше,  большое  неудобство,  а  большею  частью  фак- 
тически и  невозможно;  о  действш  же  мгновенной  силы  достаточно  судить 
по  его  результату,  т.  е.  по  геометрическому  изменешю  количества  дви- 
жешя, а  стало  быть  самую  мгновенную  силу  измерять  ея  полнымъ 
импульсомъ  за  все  время  ея  действгя.  Итакъ,  основашемъ  при 
изученш  мгновенныхъ  силъ  является  геометрическая  зависимость  (313). 

236.  Ударъ.  ВажнЬйшимъ  случаемъ  действ1я  мгновенной  силы  является 
тотъ,  когда  свободная  матерхальная  точка  встречаетъ  на  своемъ  пути 
неподвижную  или  двигающуюся  преграду,  заставляющую  въ  весьма  ко- 
роткШ промежутокъ  времени  изменить  величину  и  направлеше  скорости. 
Какъ  и  во  всехъ  другихъ  случаяхъ,  действ1я  инерщи  матер1альной  точки 
и  встречаемой  ею  преграды  взаимны  и  подчиняются  закону  равенства 
действ1я  и  противодЬйсшя.  Матер1альная  точка  и  тЬло,  которое  мы  раз- 
сматриваемъ  какъ  преграду,  сталкиваясь  производить  въ  течеше  весьма 
короткаго  промежутка  времени  другъ  на  друга  давлен1я,  который,  согласно 
предыдущему,   можно   назвать  мгновенными.   Законъ,  по  которому  изме- 
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няются  эти  давдешя,  можетъ  оставаться  намъ  неизв4стнымъ;  о  дЬйствш 
же  этихъ  мгновенныхъ  силъ  мы  судимъ  по  геометрическимъ  измЬненшмъ 
количествъ  движешя.  Эти  измйнетя  для  двухъ  сталкивающихся  мате- 
р1альныхъ  точекъ  численно  равны  и  измеряются  произведешями  ихъ 
массъ  на  геометричесгая  изм'Ьнешя  ихъ  скоростей;  поэтому  изм^неше  это 
у  той  матер1альной  точки  больше,  масса  которой  меньше.  Ввиду  этого, 
если  матер1альная  точка  ударяется  о  преграду,  обладающую  сравнительно 
очень  большою  массою,  то  состояше  движешя  этой  преграды  не  изме- 
няется замЬтнымъ  образомъ,  и  мы  приходимъ  къ  понятш  объ  односто- 
роннемъ  дЪйствш  мгновенной  силы, — понятш  о  мгновенномъ  сопротивле- 
ние оказываемомъ  преградою  на  данную  матер1альную  точку,  и  можемъ 
уже  оставить  въ  сторон*  вопросъ  о  вл1яши  этой  последней  точки  на  дви- 
жете самой  преграды.  Въ  настоящей  глав*  мы  и  будемъ  рассматривать 
только  этотъ  случай;  бол4е  же  обпцй  случай  соударешя  гЬлъ  между  со- 
бою будетъ  разсмотр'Ьнъ  въ  кинетике  системы  матер1альныхъ  точекъ. 

237.  Приведете  общаго  случая  къ  случаю  неподвижной  преграды.  Яв- 

леше  удара  зависигь  только  отъ  относительнаго  движешя  материальной 
точки  и  преграды;  поэтому  можно  при  изучеяш  удара  предполагать,  что 
преграда  остается  неподвижною.  Пусть  будетъ  г?0  та  скорость,  съ  кото- 
рою матер1альная  точка  М  приходить  въ  соприкосновеше  съ  некоторою 
точкою  А  двигающейся  преграды,  и  V1  скорость  этой  последней  точки. 
Сообщивъ  всей  систем*  поступательную  скорость  — *о„  мы  сдЬлаемъ  точку 
А  неподвижною  на  время  явлен1я  удара  и  можемъ  изучать  это  явленье 
въ  предположена,  что  точка  Ж  ударяется  о  неподвижную  преграду  со 
скоростью  ^=Т0  —  Ъ'Х. 

238.  КоэффмМентъ  возстановлен1я  скорости.  Явленье  удара  матерьаль- 
ной  точки  о  неподвияшую  твердую  преграду  состоитъ  въ  томъ,  что  точка, 
придя  на  поверхность  этой  преграды  съ  некоторою  скоростью  г;0,  по  про- 
шествш  весьма  малаго  промежутка  времени  удаляется  отъ  нея  съ  неко- 
торою другою  скоростью  «  и  по  некоторому  другому  направлетю.  Про- 
исходить, какъ  говорить,  «отражеше»  матерьальной  точки  отъ  поверх- 
ности. Опытъ  показываетъ,  что  во  многихъ  случаяхъ,  если  скорость  ь0 
нормальна  къ  поверхности,  то  и  скорость  V  къ  ней  нормальна,  будучи 
при  этомъ  направлена  противуположно  скорости  г'0.  Далее,  опытъ  пока- 
зываетъ, что  при  ЭТОМЪ  V  <V  ' 

причемъ  отношеше  V  ,П1М 

9  =  -  (318) 

для  данныхъ  матер1альной  точки  и  поверхности  постоянно  и  зависигь 
только  отъ  физическихъ  свойствъ  ударяющагося  гЬла  и  преграды,  свойствъ, 
характеризующихъ  ихъ  «степень  упругости».  Это  отношеше  во  всякомъ 
случа*  удовлетворяетъ  неравенствами* 

О  ^  д  ^  1.  (319) 
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Для  идеально  упругихъ  гЬлъ  д  =  1,  для  идеально  неупругихъ  д=  О. 
Эти  два  крайнихъ  случая  на  самомъ  д*л*  не  встречаются,  но  бываютъ 
случаи,  когда  %  весьма  близко  къ  тому  или  къ  другому  пределу. 

Число  ^  называется  коэффипДентомъ  возстановлен1я  скорости. 

239.  Коэффищентъ  игновеннаго  тремя.  При  наклонномъ  удар*  мате- 
р1альной  точки  о  поверхность  скорость,  какъ  показываетъ  опытъ,  изме- 
няется сл*дующимъ  образомъ.  Нормальная  составляющая  V0'  скорости  г0 
изменяется  согласно  указанному  въ  предыдущемъ  параграф*  закону;  тан- 
генциальная же  составляющая  V0"  скорости  V;)  сохраняетъ  свое  направле- 
ше,  но  получаетъ  значеше  г?"  <  г?0".  Законъ  этого  уменыпешя,  какъ  по- 
казываетъ опытъ,  не  столь  простой  какъ  законъ  уменыпешя  нормальной 
составляющей  скорости,  потому  что  это  умеяыпеше  зависитъ  отъ  наклона 
скорости  V;)  къ  касательной  плоскости  къ  поверхности;  но,  если  не  го- 
няться за  особенною  точностью  можно  или  пренебрегать  этимъ  уменьше- 
темъ  или,  лучше,  принимать,  что  отношеше 


к  =  - 


(320) 


постоянно.  Очень  часто,  если  соударяюпцяся  т*ла  достаточно  твердыя,  а 
поверхности  ихъ  достаточно  гладйя,  число  к  близко  къ  единиц*.  Коэф- 
фищентъ  к  можно  назвать  коэффищентомъ  мгновеннаго  тренгя. 

240.  Опред*лен1е  скорости  поел*  удара  и  импульса  сопротивлешя  по- 
верхности.  Если   для  двухъ  соударяющихся  т*лъ   коэффициенты  $  и  к 

даны,  то  легко  определить  вс*  обстоя- 
тельства удара  матер1альной  точки. 
Пусть  будетъ  а  уголъ,  образуемый  ско- 
ростью г;0  съ  нормалью  (п)  къ  поверх- 
ности; разложимъ  .г-0  на  двгЬ  составляю- 
пця:  г;0'  по  нормали  и  V0п  въ  касатель- 
ной плоскости  къ  поверхности  (фиг. 
119),  такъ  что 

г0'  =  г0  соз  а,     #0"  =  г*0  згп  я. 

Нормальная  скорость  м*няетъ  свое 
направдеше  на  противуположное  и  при- 
нимаетъ  значеше 

"'  =  9' о'* 
тангенщальная  же  скорость  сохраняетъ 
свое  направлеше  и  принимаетъ  значеше 

г"  =  Ат0"; 


Фиг.  119 


поэтому  по  окончанш  д*йств1я  мгновенной  силы  матерхальная  точка   по- 
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лучаетъ  скорость  _ 

7  =  ;?.+-  Р7, 

причемъ  

V  =  }Л/2  -к  г'""2  =  я0  1/з2со52в  н-А;а*т2а.  (321) 

Для  угла  отраженш  |3  находимъ: 

Наконецъ,  для  определены  импульса  мгновеннаго  сопротивлешя  по- 
верхности обратимся  къ  формул*  (313).  Проектируя  это  геометрическое 
равенство  на  направлеше  нормали,  въ  ту  сторону,  куда  д'Ьйствуетъ  мгно- 
венная сила,  находимъ: 

,_/'  =  тк  сов  Р  —  тV0  соз  (т:  —  а)  =  т  (у'  -+-  г;0')  =  тг0'  (1  -+-  ^) 

=  т  (1  ч-  д)  г0  С05  а.  (323) 

Проектируя  же  то  же  геометрическое  равенство  на  то  направлеше 
касательной,  куда  д'Ьйствуетъ  мгновенное  трете,  получаемъ: 

</"  =  —  ту"  -+-  тг0"  =  т  (I  —  к)  г0  згп  а;  (324) 

постЬ  чего  находимъ: 

^  =  |/^/3  -+-  е/"2  =  тг0  »/(1  ■+■  ЧУ  соз2  а  +  (1  -^2~шГ^.    (325) 

Чтобы  построить  векторъ  </,  нужно  по  направленшмъ  1?  и  »0  отло- 
жить количества  движешя 

МА  =  и?  г,    МА0  =  тю0 
и  построить  ихъ  геометрическую  разность: 


А0А  =  тг  —  тъ0. 

Если  пренебрегать  мгновеннымъ  трешемъ,  то  полный  импульсъ  опреде- 
лится формулою  (323)  и  будетъ  направленъ  по  нормали  къ  поверхности. 

3.  226.  Мячикъ,  въсящдй  р  граммовъ,  падаетъ  на  горизонтальный  полъ  съ 
высоты  Л  сантииетровъ  и,  отскакивая,  подымается  на  половину  начальной 
высоты.  Определить  коэффищентъ  возстановлен1я  и  импульсъ  удара.  Отв.: 

^  ~  ——  ,     /  =  (1  ч-  \/2)  р  УдН  абс.  един. 
]/2 

3.  227.  Тяжелый  шарикъ  скатывается  по  плоскости,  наклоненной  къ  го- 
ризонту подъ  угломъ  у,  и,  придя  на  горизонтальную  плоскость,  продолжаетъ 
по  ней  катиться.  Определять  скорость  горизонтальнаго  движешя  и  импульсъ 
удара  при  переходе  на  горизонтальную  плоскость,  предполагая,  что  %  =  0, 
к  =г  1.  Отв.:  V  =  г0  со9*{->  ?  —  тго  *,я  Т* 

3.  228.  Известно,  что  матер1альная  точка  после  удара  о  поверхность  пр1- 
обр-вла  скорость,  вдвое  меньшую  противъ  первоначальное,  и  что  д  =  0,7,  &=1. 
Определить  уголь  падетя  и  уголъ  отражешя.  Отв.:  Случай  невозможный. 
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3.  229.  Камень,  в-ЬсящШ  одинъ  килограмм?»,  ударяетъ  въ  заднюю  станку 
вагона,  двигающагося  со  скоростью  8  метровъ  въ  секунду.  Определить  им- 
пульсъ  удара,  зная,  что  ^  =  0,8  и  что  скорость  была  нормальна  къ  ствнк*  ва- 
гона и  равнялась  10  метрамъ  въ  секунду.  Отв.:  ^  =  260000  абс.  един. 

3.  230.  На  рельсахъ,  перпендикулярно  къ  нимъ  положено  бревно.  Опре- 
делить поступательную  скорость,  съ  которою  оно  начнетъ  двигаться,  когда 
на  него  наъдетъ  паровозъ,  двигающШся  со  скоростью  40  километровъ  въ  часъ, 
въ  предположеши,  что  д  =  0,6.  Отв.:  Если  бы  паровозъ  могъ  моментально 
остановиться,  что  бревно  начало  бы  двигаться  со  скоростью  24  километровъ 
въ  часъ;  въ  действительности  же  оно  будетъ  двигаться  со  скоростью  самаго 
паровоза. 

3.  231.  Мячикъ  падаетъ  на  горизонтальный  полъ  со  скоростью  г0  и  отска- 
киваетъ  отъ  него  со  скоростью  ю  =  0,7  г0,  причемъ  уголъ  отраженш  равенъ 
углу  падетя.  Определить  %  и  к.  Отв.:  #  =  к  =  0,7. 

Работа. 

241.  Элементарная  и  конечная  работа.  До  сихъ  поръ  мы  рассматри- 
вали д^йствхе  силы,  расчитанное  на  некоторый  промежутокъ  времени;  те- 
перь будемъ  определять  д*Ьйств1е  силы,  расчитанное  на  какую-либо  часть 
пути  матер1альной  точки.  Это  дМстме  мы  будемъ  называть  работою 
силы.  Постепенно  мы  убедимся,  что  есть  много  основанШ  какъ  теорети- 
ческихъ  такъ  и  практическихъ,  чтобы  работу  силы,  соответствую- 
щую безконечно-малому  перемещент  Д$  матергальной  точки 
измерять  произведен1емъ  силы  на  это  перем4щен1е  и  на  коси- 
нусъ  угла  между  направлен1ями  силы  и  перем4щен1я: 

I  =  Р  .  Д$  .  сов  (Р,  Д$).  (326) 

Это  произведете  мы  будемъ  называть  элементарною  работою. 
Сумма  посл*Ьдовательныхъ  элементарныхъ  работъ  можетъ  составить  ра- 
боту, соответствующую  конечной  длин*  пути: 

Ь  =  Ит.  11  =  Ыт.  2Р  .  Ьз  .  соз  (Р,  Д$).  (327) 

При  определены  этого  предела  суммы  предполагается,  что  данный 
отрйзокъ  пути  разд4ленъ  на  произвольно  большое  число  произвольно  ма- 
лыхъ  отрезковъ  и  это  число  стремится  къ  безконечности. 

Въ  аналитическомъ  смысл*  конечная  работа  является  интеграломъ, 
распространеннымъ  на  некоторый  конечный  отр*зокъ  траекторш.  Для 
вычисления  его  нужно  знать  Р  и  соз  (Р,  Д$)  въ  функщи  пройденнаго 
пути  или  ум^ть  все  три  множителя  выразить  въ  функщи  одной  и  той  же 
новой  независимой  переменной. 

242.  Работа  равнодействующей  силы.  Работа  равнодействующей 
несколькихъ  силъ,  приложенныхъ  къ  одной  и  той  же  мате- 
рьяльной  точке,  равна  алгебраической  сумме  работъ  соста- 
вляющихъ  силъ.  Для  доказательства  имЪемъ: 

В  =  2\  ч-  Щ  ч-  Рг  ч-  .  .  . 
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Проектируя  это  геометрическое  равенство  на  направлете  элементар- 
наго  перемещены  Д$  и  умножая  об*  части  равенства  на  Д$,  полу  чае  мъ: 

К .  Д$  .  сов  (В,  &)  =  Рг  .Лз.еов  (Рх  ,Ы)  + Р2.Ъз  .ш  (^а,  Дв)  ч- . . . ,  (328) 

что  и  выражаетъ  вышеуказанную  теорему  въ  приложены  къ  элементар- 
нымъ  работамъ.  Суммируя  же  эти  элементарныя  работы  для  посл*дова- 
тельныхъ  безконечно-малыхъ  перем*щенШ,  мы  находимъ,  что  теорема 
в*рна  и  для  конечныхъ  работъ. 

243.  Практическое  происхождеше  понят1я  о  работе.  Формула  (326) 
показываетъ,  что  работа  силы,  перпендикулярной  къ  перем*щешю,  равна 
нулю.  Если  силу  Р  разложить  на  дв*  слагаемыхъ,  Р'  вдоль  перем*ще- 
шя  и  Р"  къ  нему  перпендикулярную,  то  можно  работу  силы  Р  заменить 
работою  силы  Р'.  Такимъ  образомъ,  можно  для  опредЬлешя  работы  силы 
Р  разсматривать  произведенье  силы  Р'  на  перем*щеше  и  считать  эту 
работу  положительною,  если  направлешя  Р'  и  Д$  совпадаютъ,  и  отрица- 
тельною, если  эти  направлешя  противуположны.  Это  простое  зам*чаше 
им*етъ  ц*лью  вопервыхъ  показать  происхождеше  практическая  понят1я 
о  работ*,  а  во  вторыхъ  указать  средство  для  изм*решя  и  графическаго 
изображешя  работы. 

Въ  теоретической  механик*  можно  было  бы  ограничиться  понятсемъ 
о  работ*  какъ  о  произведены  (326);  но  первоначальное  поште  о  работ* 
явилось  въ  практической  механик*,  и  это  происхождеше  ея  небезполезно 
выяснить.  На  практик*  работою  измеряется  д*йств1е  силъ  въ  какой-ни- 
будь машин*.  Разсмотримъ  сначала  такой  просгЬйшШ  случай:  сила  по- 
стоянна по  величин*  и  д*йствуетъ  по  направлешю  движешя  матер1аль- 
ной  точки,  къ  которой  она  приложена.  Ц*ль  д*йств1я  машины  достигается 
только  преодол*вашемъ  н*котораго  сопротивлешя;  преодол*ваше  же  со- 
противлешя  не  мыслимо  безъ  движешя  точки  приложешя  силы  въ  сто- 
рону, противуположную  д*йствш  сопротивлешя.  Наприм*ръ,  если  назна- 
чеше  машины  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  подымать  грузъ,  то  это  назначе- 
нье будетъ  только  тогда  выполняться,  когда  движеше  груза  будетъ  про- 
исходить или  вертикально  вверхъ  или  по  крайней  м*р*  такъ,  что  въ 
его  движенш  будетъ  вертикальная,  направленная  вверхъ  слагаемая  пе- 
рем*щешя.  Ч*мъ  больше  подымаемый  грузъ  и  ч*мъ  больше  высота 
подъема,  т*мъ  больше  и  работа,  произведенная  машиною.  Вообще  д*й- 
ств1е  силы  будетъ  т*мъ  больше,  ч*мъ  больше  преодол*ваемое  сопроти- 
влеше  и  ч*мъ  больше  путь,  на  которомъ  оно  преодол*вается.  Поэтому, 
предполагая,  что  сопротивлеше  §  постоянно  по  величин*  и  прямо  про- 
тивуположно  движенш  матер1альной  точки,  мы  должны  работу  изм*рять 
числомъ,  пропорцюнальнымъ  произведенш  <2  на  величину  перем*щешя, 
«.  точки  приложен1я  силы,  цреодол*вающей  сопротивлеше. 

Если  предполагать,   что  д*йств1е  силы  состоитъ  только  въ  преодол*- 
ванш  сопротивлешя.  т.  е.  что  сила  при  этомъ  не  сообщаетъ  матерхальной 

П.  Соиовъ,— Основами  теорет.  механики.  1* 
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точк'Ь  никакого  тангенщальнаго  ускорены  х),  ни  положительнаго  ни  от- 
рицательна™ (въ  нрим'Ьненш  къ  машин*  говорятъ:  «ходъ  машины  уста- 
новившийся»), и  следовательно  точка  двигается  равномерно,  то  нужно 
принять,  что  двигательная  сила,  действующая  въ  сторону  перемещетя, 
и  сопротивлете,  прямо  ему  противуположное,  взаимно  уравновешиваются; 
а  поэтому  эти  две  силы  численно  равны.  Въ  такомъ  случае  можно  ска- 
зать: работа  силы  пропорцюнальна  произведешю  ея  на  перемещеше  оя 
точки  приложешя:  ,  ,     р 

где  к  некоторый  коэффищентъ  пропорщональности,  который,  при  надле- 
жащемъ  выборе  единицы  работы,  можетъ  быть  принять  равнымъ  еди- 
нице. После  этого  уже  легко  перейти  къ  случаю  переменной  силы,  дей- 
ствующей по  направлешю  движен1я  и  постоянно  остающейся  равною 
преодолеваемому  сопротивлетю,  и  написать: 

Наконецъ,  допустивъ  естественнымъ  образомъ,  что  сила,  перпендику- 
лярная къ  перемещение,  и  въ  практическомъ  смысле  работы  не  произ- 
водить, потому  что  не  содействуетъ  движетю  точки  ни  въ  ту  ни  въ 
другую  сторону,  а  поэтому  не  можетъ  служить  и  для  преодолевая1я  со- 
противлешя,  мы  приходимъ  къ  тому,  что  работа  силы  Г,  наклонной  къ 
переьгЬщенш,  равна  работе  силы 

Г  =  Ъ1 .  соз  (Г,  Д.5), 

и  получаемъ  общую  формулу  (347). 

244*  Единица  работы.  По  абсолютной  системе  единицъ  (С&8)  еди- 
ница работы  есть  работа  одного  дина  на  протяжен1и  одного 
сантиметра,  понятно,  въ  предположена,  что  сила  остается  при  этомъ 
постоянною  и  действуетъ  въ  сторону  движешя.  Эта  работа  называется 
эргъ,  отъ  греческаго  слова  «ер-ру»  — работа. 

Эргъ  весьма  малая  единица  въ  сравненш  съ  гЬми  работами,  который 
обыкновенно  приходится  разематривать  на  практике.  Тамъ  принимаются 
друг!я  единицы  работы,  напр.  работа  силы  въ  одинъ  килограммъ  на  про- 
тяженш  одного  метра  (Ау/т —  килограммометръ)  или  работа  одного  пуда 
на  протяженш  одного  фута  (пудофутъ)  и  т.  д.  Въ  последнее  время,  же- 
лая связать  «абсолютную»  единицу  работы,  эргъ,  съ  практическими  бо- 
лее удобнымъ  образомъ,  ввели  новую  практическую  единицу  работы.  Въ 
Париже,  на  конгрессе  электриковъ,  во  время  всем1рной  выставки  1889  г., 
была  принята  следующая  единица  работы: 

1  джауль  (Лои1е)  =  107  эрговъ.  (329) 

г)  Нормальное  ускореше  обусловливается  силою,  перпендикулярною  къ 
движенш,  т.  е.  такою,  работа  которой  равна  нулю,  и  поэтому  въ  настоящемъ 
вопросе  въ  расчетъ  не  принимается. 
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Такимъ  образомъ  наприм4ръ  (см.  §  221): 

1  кет.  =  1000  .  981  .  100  =  9,81  ]0и1е.  (330) 

245.  Мощность.  Говоря  объ  измЬренш  работы,  мы  не  касаемся  во- 
проса о  томъ,  въ  какое  время  эта  работа  производится;  между  гЬмъ 
при  оц-Ьик*  д1>йств1я  машины  это  весьма  существенно.  Способность  ма- 
шины производить  работу  гЬмъ  больше,  чЪмъ  меньше  время,  въ  которое 
производится  данная  работа.  Поэтому,  при  опред'Ьленш  производи- 
тельной способности  или  «мощности»  машины,  работу  относятъ 
къ  единиц*  времени,  т.  е.  разсматриваютъ  отношеше 

Р=А  =  ^-8=^.г-  (331) 

въ  предположение  что  движете  происходить  равномерно. 

На  практик*  за  единицу  мощности  обыкновенно  принимаютъ  такъ 
наз.  лошадиную  или  паровую  силу:  работу  въ  75  к$т.  въ  секунду. 
Въ  последнее  время  эта  единица  вытесняется  другою  <  абсолютною >:  ра- 
ботою одного  джауля  въ  секунду.  Эту  единицу  называютъ  «уаттъ»  (\\таи). 
Такъ  какъ  эта  единица  для  практики  еще  довольно  мала,  то  принимаютъ 
также  за  единицу  работу  въ  1000  уаттовъ  въ  секунду,  называя  ее  «кило- 
уаттъ»  (кШигаи). 

Лошадиная  сила  =  75.9,81  джаулей  въ  секунду  =  736  уаттовъ  = 

=  0,736  килоуаттовъ.  (332) 

246.  Графическое  опредЪлеже  работы.  Для  вычислешя  работы 

Ь  =  Ит.  ЪРЛз.  соз  (Р,  Дв)  —  1гт.  ЪР'Лз 

нужно  знать,  какъ  выражается  Р'  въ  функцш  пройденнаго  пути.  Въ  прак- 
тической механике  эту  зависимость  часто  изображаютъ  графически,  откла- 
дывая на  оси  абсциссъ  отрезки,  пронорщональные  проходимымъ  путямъ, 
а  на  оси  ординатъ  отрезки,  пронорщональные  величинамъ  силы  Р'.  Ли- 
Н1Я,  построенная  по  этимъ  координатамъ.  даетъ  законъ  изм*нен1я  силы  Р' 
а  площадь,  ограниченная  этою  литей,  осью  абсциссъ  и  двумя  ордина- 
тами, изображающими  величины  силы  для  двухъ  данныхъ  положенШ,  Мх 
и  АГ21  двигающейся  точки,  изм*ряетъ  работу,  произведенную  силою  на 
протяжети  пути  М^М^  Такой  способъ  измЬрешя  работы  применяется 
между  прочимъ  въ  прибор*,  называемомъ  индикаторомъ  и  служащемъ  для 
изм4ретя  работы  пара  въ  паровой  машин*,  а  также  въ  другихъ  само- 
пишущихъ  динамометрахъ. 

3.  232.  Определить  работу,  которая  требуется  для  равном*рнаго  под- 
нятая по  криволинейному  пути  груза,  в*сящаго  Р  килограммовъ  на  вы- 
соту К  метровъ.  Отв.: 

X  =  РЛ.  (333) 

14* 
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Работа  же  самой  силы  тяжести  равна  —  РА.  Изъ  формулы  (333)  мы  за- 
ключаема что  эта  работа  не  зависитъ  отъ  вида  траектор1и,  а  за- 
висите только  отъ  разности  высотъ.  Впосл'Ьдствш,  въ  аналитической  ки- 
нетики мы  увидимъ  бол'Ье  обиде  случаи,  когда  работа  не  зависитъ  отъ 
вида  пути,  проходимаго  матер1альною  точкою. 

3.  233.  Определить  работу,  необходимую  для  равномерная  передви- 
жен1я  груза,  им'Ьющаго  вЪсъ  Р,  по  горизонтальной  плоскости,  оказываю- 
щей треше.  Отв.:  Сила  третя  Т  пропорщональна  в*су  гЬла,  Т=(.Р\ 
поэтому 

Ь  =  /\  Р5,  (334) 

гд*  5  пройденный  путь.  Работа  же  самаго  трешя  равна  —  /Р$. 

3.  234.  Определить  работу  при  вращательномъ  движенш  матер1альной 
точки  по  кругу,  предполагая,  что  сила  постоянна  и  касательная  къ  кругу. 

°ТВ':  Х  =  Рг.а,  (335) 

где  г— рад1усъ  круга,  а  а— уголъ  вращешя. 

3.  235.  РЬшить  ту  же  задачу  въ  предположена,  что  сила  сохраняетъ 
нетолько  свою  величину,  но  и  свое  направлеше.  Отв.: 

Ь  =  Рг  (соз  <ха  —  соз  ах), 

где  ах  и  <х2  —  углы  образуемые  силою  Р  съ  рад1усами  круга,  проведен- 
ными къ  начальному  и  къ  конечному  положешямъ  точки. 

3.  236.  Показать,  что  работа  геометрически  постоянной  силы  по  зам- 
кнутому пути  равна  нулю. 

3.  237.  На  точку,  равномерно  двигающуюся  по  кругу,  деёствуютъ  дв^ 
постоянны»  силы,  одна,  ]Ги  касательная  къ  кругу,  другая,  ^2,  параллельная 
одному  изъ  Д1аметровъ  АВ.  Определить  отношеше  между  этими  силами,  при 
которомъ  работа  ихъ  равнодействующей  при  переходе  точки  по  кругу  изъ 
положешя  Л  въ  положеше  В  равняется  нулю.  Отв.: 

*±  —  И 
Ъ\  ~  2  ' 

Кинетическая  энерпя. 

247.  Элементарная  работа  силы,  изменяющей  скорость.  Разсмотримъ 
теперь,  какую  роль  играетъ  работа  силы,  когда  эта  сила  д'Ьйствуетъ  на 
свободно  двигающуюся  матерхальную  точку  и  не  уничтожается  никакимъ 
сопротивлешемъ.  Въ  §  225  было  сд'Ьлано  разложеше  силы  на  тангенщадь- 
ную  и  на  нормальную,  причемъ  первая  изъ  нихъ,  по  формухЬ  (309),  ра- 
вняется производной  по  времени  отъ  количества  движешя.  Произведете 
Р.  соз  (Р,  Д$)  им'Ьетъ  своимъ  пред'Ьломъ  проекщю  силы  на  касательную 
къ  траекторш;  поэтому 

1пп.  Р.  соз  (Р,  Дв)  =  Р.  соз  (Р,  V)  =  1гт.  ^^  • 
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Можно  написать:  л  /.„.л 

Р.соз(Р,А8)  =  ±^р  +  г, 

гд'Ь  е  безконечно-малое.  Съ  другой  стороны, 

V  =  Ит.  — - * 
М 

Д*  =  (у  н-  е')  Д*. 

гдЬ  е'  тоже  безконечно  малое.  Итакъ,  элементарная  работа 

I  =  Р.  Д*  сов  (Р,  Д$)  =  V  .  Д  (ню)  -+-  е\ 

гдЬ  е"  сумма  безконечно-малыхъ  членовъ  высшаго  порядка  въ  сравненш 
съ  первымъ.  Пренебрегая  такими  членами,  ввиду  предстоящаго  дальше 
суммнровашя  элементарныхъ  работъ,  можно  написать: 

Р.  Д* .  со$  (Р,  Ав)  =  Д  й  ш»а)  ■  (336) 

Половина  произведенхя  массы  на  квадратъ  скорости  называется 
кинетическою  энернею  или  живою  силою  матергальной  точки.  Въ 
дальн*йшемъ  мы  будемъ  придерживаться  перваго  изъ  этихъ  терминовъ. 
Формула  (336)  показываешь,  что  работа  силы  относительно  безко- 
нечно-малаго  перем-Ьщеюя  матерхальной  точки  равна  прираще- 
Н1ю,  которое  при  этомъ  перемЬщен1и  получаетъ  ея  кинемати- 
ческая энерпя.  См.  также  §  266. 

248.  Занонъ  энерпи.  Для  опредйлетя  работы  при  какомъ-нибудь  ко- 
нечномъ  перем'Ьщенш  матер1альной  точки,  нужно  суммировать  выражешя 
(336)  для  последовательна™  ряда  безконечно-малыхъ  перем*щетй.  При 
этомъ  сумма  членовъ  е",  безконечно-малыхъ  высшаго  порядка,  которые 
мы  въ  формул*  (336)  отбросили,  будетъ  безконечно-мала  и  въ  предал* 
суммы  исчезнетъ,  такъ-что  суммироваше  даетъ  для  конечной  работы  вы- 
ражеше: 

Ь  =  I  т&  —  \  тг<0\  (337) 

гдЬ  г  скорость  въ  концгЬ,  а  г0  скорость  въ  начал*  разсматриваемаго  от- 
рЬзка  пути  матер1альной  точки.  Итакъ: 

Работа  силы,  действующей  на  свободно  двигающуюся  мате- 
р]альную  точку,  при  какомъ-нибудь  конечномъ  ея  перем*щен1и 
равна  разности  значен1й  кинетической  энерпи  въ  конц*  и  въ 
начал*  пути. 

249.  Законъ  энерпи  въ  случае  несвободнаго  движен1я  иатер1альной  точки. 

При  вывод*  закона  энерпи  мы  предполагали,  что  матер1альная  точка  дви- 
гается свободно;  онъ  остается  справедлпвымъ  и  въ  томъ  случа*.  если  она 
во  время  движешя  должна  оставаться  на  некоторой  поверхности  или  ли- 
ши. Д*йсше  механической  связи,  заставляющей  матерьальную  точку  оста- 
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ваться  на  поверхности,  можно  разематривать  какъ  сопротивлете,  которое 
является  каждый  разъ,  когда  точка,  подъ  вл1яшемъ  внешней  силы  и 
инерщи,  стремится  сходить  съ  поверхности.  Это  сопротивлете  можно  раз- 
ложить на  тангенщаль"ное — тренье — и  на  нормальное.  Работа  яормальнаго 
сопротивлетя,  какъ  силы,  перпендикулярной  къ  иерем'Ьщешю,  всегда  равна 
нулю;  поэтому,  если  трете  отсутствует^  ничего  не  изменяется  въ  фор- 
муле (337);  если  же  трете  существуетъ,  то  можно  его  сложить  геометри- 
чески съ  данною  силою  въ  одну  равнодействующую  и  опять  применять 
ту  же  формулу,  какъ  это  будетъ  впрочемъ  еще  ближе  выяснено  въ  слЪ- 
дующемъ  параграф*. 

250.  Законъ  энерпи  въ  случае  н-Ьсколькихъ  силъ.  Если  на  матер1аль- 
ную  точку  дййствують  несколько  силъ,  то  законъ  энерпи  применяется 
къ  ихъ  равнодействующей,  благодаря  теореме  §  242.  После,  въ  главе  XVIII, 
мы  увидимъ,  что  онъ  распространяется  и  на  какую- угодно  систему  мате- 
р1альныхъ  точекъ  и  имеетъ  весьма  важное  значете  въ  теоретической  ме- 
ханике. Остановимся  еще  пока  на  случае  одной  матер1альной  точки.  Пусть 
будетъ  Хд  работа  равнодействующей;  она  представляется  алгебраическое 
суммою  нЬсколькихъ  членовъ,  по  числу  слагаемыхъ  силъ.  Разделимъ  эти 
силы  на  две  группы:  на  силы  Р,  работы  которыхъ  положительный,  и  на, 
силы  (2*  работы  которыхъ  отрицательный,  такъ-что,  если  суммы  работъ. 
техъ  и  другихъ  силъ  означить  однимъ  символомъ, 

ЬР  >  0,        Ьд  <  0. 

Первыя  силы  можно  назвать  двигательными,  такъ  какъ  онЬ  стремятся: 
увеличивать  скорость  движетя,  а  вторыя  —  сопротивлен1ями,  потому- 
что  оне  образуютъ  со  скоростью  тупые  углы  и  поэтому  имеютъ  соста- 
вляющхя,  противуположныя  скорости,  и  стремятся  уменьшать  последнюю. 
Уравнете 

Ьк  =  ХР  -+-  Ьд  =  |  т&  —  \  т?у  (338) 

показываетъ,  что  если  работа  двигательныхъ  силъ  численно  больше  ра- 
боты сопротивлетй,  то  скорость  возрастаетъ.  Это  можно,  съ  практической 
точки  зретя,  такъ  себе  представить:  двигательныя  силы  преодолевают^ 
все  сопротивлетя,  и  кроме  того  остается  избытокъ  работы  двигательныхъ 
силъ,  который  и  обусловливаете  увеличете  скорости.  Можно  также  ска- 
зать: избытокъ  работы  двигательныхъ  силъ  идетъ  на  преодолете  прису- 
щей телу  инерщи,  стремящейся  сохранить  существующую  въ  данный  мо- 
ментъ  скорость. 

Если  численно  работа  сопротивлений  больше  работы  двигательныхъ 
силъ,  то  скорость  убываетъ.  Можно  сказать:  двигательныя  силы  не  пре- 
одолеваютъ  всехъ  сопротивлетй;  остается  избытокъ  работы  сопротивле- 
ний, которымъ  и  обусловливается  уменьшете  скорости.  Здесь  можно  раз- 
ематривать роль  инерщи  какъ  состоящую  въ  томъ,  что  она,  пока  не  пре- 
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кращается  движете,  преодолеваете  избытокъ  сопротивленШ;  но  при  этомъ 
кинетическая  энерия  теряется. 

Наконецъ,  если  въ  начал*  и  въ  конц'Ь  перем'Ьщенш  кинетическая 
энерпя  остается  та  же  самая,  то  это  служить  признакомъ  того,  что  ра- 
бота двигательныхъ  силъ  какъ-разъ  покрываетъ  работу  сопротивленШ. 
Если  движете  вообще  равномерное,  то  сказанное  будетъ  вйрно  для  вся- 
каго  отрезка  пути;  тогда  и  элементарная  работа  равнодействующей  равна 

нулю,  т.  е. 

В.Ьз.соз  (В,  Д$)  =  О; 

поэтому  или  В  =  0,  т.  е.  силы  взаимно  уравновешиваются,  или  В  пер- 
пендикулярна къ  Д$,  т.  е.  равнодействующая  сила  постоянно  нормальна 
къ  траекторш. 

Вводя  понятхе  о  работе,  мы  постоянно  делали  предположено,  что  дви- 
жете точки  равномерное.  Теперь  понятно,  почему  это  было  необходимо: 
мы  исключали  изъ  разсмотрЬшя  роль  инерщи,  способной  действовать  то 
какъ  сопротивлете,  то  какъ  двигательная  сила. 

Все  предыдупця  разсуждетя,  примененный  только  къ  системе  мате- 
р1альныхъ  точекъ  (глава  XVIII),  имеюгь  важное  приложете  въ  теорш 
машинъ. 

251.  Законъ  сохранешя  энерпи.  Вообще  говоря,  при  непрерывномъ 
движенш  точки  количество  произведенной  работы  меняется  непрерывнымъ 
образомъ.  Можно  представить  себе,  что  действующи  силы  обладаютъ  нй- 
которымъ  запасомъ  работы,  изъ  котораго  производится  непрерывный,  по- 
ложительный или  отрицательный  расходъ  за  счетъ  кинетической  энерпи. 
Этотъ  заиасъ  называется  потеншальною  энерпей,  и  понятно,  что, 
по  закону  энерпи,  сумма  потенщальной  и  кинетической  энерпи  остается 
постоянною.  Въ  такомъ  виде  уравнете  (337)  или  (338)  получаегь  назва- 
ше  закона  сохранеюя  энерпи.  Это  представлете,  которое  играетъ 
важную  роль  въ  физике,  будетъ  впрочемъ  еще  точнее  выяснено  въ  ки- 
нетике системы  матер1альныхъ  точекъ  (§  521)  и  получить  тамъ  анали- 
тическое выражете. 

3.  238.  Вывести  законъ  энерпи  элементарнымъ  образомъ  для  геометрически 
постоянной  силы,  действующей  въ  сторону  прямолинейнаго  движенш  мате- 
р1альной  точки.  Р*ш.:  Здъсь  ускорете 

го  =  — - —  » 
поэтому  I 

г  =  тю  ■=!  т  —     —  • 
Въ  равномерно  ускоренномъ  движенш 

А  « 

Итакъ: 

X  =  К  а  =  ^  »  («*  —  О- 


2 
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3.  239.  Вывести  завонъ  энерии  для  геометрически  постоянной  силы,  дей- 
ствующей прямо  противоположно  движеп1ю  точки.  Реш.:  Движете  равно- 
мерно-замедленное: 

го  =  -^ — ,      в  =  г0г  —  у  юР  =        3        • 

3.  240.  Тяжелая  точка  имйетъ  въ  некоторомъ  своемъ  положеши  скорость  г0. 
Пользуясь  закономъ  энерг!и,  определить  ея  скорость,  когда  она,  падая  внизъ, 
пройдетъ  путь  А.  Отв:    V  =  ]/г?0* '  +  2дН. 

3.  241.  Тяжелая  точка  брошена  вертикально  вверхъ  со  скоростью  г?0.  Поль- 
зуясь закономъ  энергш,  определить  ея  высоту  поднят1я  Л.  Р4ш.:  Уравнеше 

Ь  =  —  тдН  =  О  —  —  тV03 
даетъ: 

3.  24-2.  Тело,  имеющее  в^съ  Р;  начало  двигаться  по  горизонтальной  плос- 
кости со  скоростью  г?0  и,  пройдя  путь  в,  остановилось.  Определить  коэффп- 
щентъ  трешя  /.  Реш.:  Работа  третя  Г— /Р  по  закону  энергш: 

отсюда 

7       Р       ш?  ~~  2дз ' 

3.  243.  Точка  движется  по  кругу  раддуса  г  подъ  вл1яшемъ  двухъ  сялъ: 
силы  1Г1%  постоянной  по  величине  и  прямо  противуположной  движешю,  п 
силы  1^2,  геометрически  постоянной.  Известна  скорость  г0  точки,  когда  она 
находится  на  конце  дгаметра,  параллельнаго  силь  2^.  Определить  скорость 
точки,  когда  она  придетъ  на  другой  конецъ  того  же  дгаметра.  Отв.:  Эта  ско- 
рость определится  изъ  уравнешя: 

2гЪ\  —  тгг2^  =  -д  ли?  —  -л-  гог02. 

3.  244.  Тяжелая  точка  двигается  по  кругу  рад1уса  г,  находящемуся  въ  вер- 
тикальной плоскости,  и  въ  своемъ  низшемъ  положен ш  имеетъ  скорость  г0. 
Определить  услов1я  для  р0,  при  которыхъ  матергальная  тючка  совершаетъ  или 
колебательное  движете  или  целые  обороты,  а  также  высоту  поднятая  въ  пер- 
вомъ  изъ  этихъ  случаевъ.  Отв.:  Для  колебательнаго  двпжешя 


Для  цвлыхъ  оборотовъ 


V0<  У4дт,     Н  =  ^- 
%  >  У*УГ. 


Если  г0  =  У±дг,  то  точка  останавливается  въ  своемъ  верхнемъ  положеши; 
теорга  математическаго  маятника  показываетъ  впрочемъ,  что  до  этой  остановки 
прошелъ  бы  безконечно-болыпой  промежутокъ  времени. 
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ОТДЪЛЪ  ТРЕТ1Й. 
Динамика  матергальной  точки. 


ГЛАВА    VII. 

Динамика  свободной  матер1альной  точки. 

Аналитическое  выражение  силъ,  дФйствующихъ  на 
матер1альную  точку. 

252.  Перегённыя,  отъ  которыхъ  зависятъ  проекцм  силъ.  Применяя 
аналитическое  опредЬлеше  вектора  (§51)  къ  вектору,  изображающему 
силу,  можно  сказать,  что  сила  1\  приложенная  къ  данной  матер1альной 
точке,  вполне  определяется  по  величине  и  по  направленно,  если  известны 
ея  слагаемый,  Е,  Н,  2  по  координатнымъ  осямъ.  Во  время  движешя 
точки  величина  и  направлеше  действующей  на  нее  силы  можетъ  ме- 
няться, такъ  что  эти  слагаемый,  вообще  говоря,  перем4нныя.  Важно 
выяснить  съ  самаго  начала,  отъ  какихъ  элементовъ  эти  функщи  могутъ 
зависать.  Сила  можетъ  получать  геометрическое  изменеше  или  непосред- 
ственно съ  течешемъ  времени  или  съ  изменешемъ  положешя  матер1аль- 
ной  точки,  на  которую  она  действуетъ,  или,  наконецъ,  въ  зависимости  отъ 
величины  и  направлешя  скорости  движешя.  Понятно,  что  все  эти  об- 
стоятельства могутъ  играть  роль  и  одновременно.  Если  это  принять,  то 
Е,  Н.  2  представляются  функщями  следу ющихъ  переменныхъ: 

*■  ;'  *>'  ^  л  '  л '  л '  (339) 

причемъ  въ  эти  функщи  могутъ  входить  или  все  или  только  некоторые 
изъ  этихъ  элементовъ. 

Является  вопросъ,  не  могутъ  ли  эти  функщи  содержать  производныхъ 
второго  и  высшихъ  порядковъ  отъ  координатъ  по  времени.  Съ  точки 
зрешя  Ньютоновскихъ  принциповъ  механики  (глава  V)  приходится  на 
этотъ  вопросъ  ответить  отрицательно,  такъ  какъ  (§  222)  «действхе  силы 
на  матер1альную  точку  не  зависитъ  отъ  того,  находится  ли  эта  точка  въ 
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покогЬ  или  въ  движети,  а  въ  послйднемъ  случа*  не  зависитъ  отъ  того, 
им'Ьетъ  ли  уже  эта  точка  ускорете  или  нЬтъ».  Съ  чисто  аналитической 
точки  зр-Ьтя,  имЪя  въ  виду  дифференщальныя  уравнешя  динамики  (см. 
§  259),  можно  было  бы  допустить  существовате  производныхъ  высшаго 
порядка  во  вторыхъ  частяхъ  этихъ  уравненШ,  представляющихъ  собою 
2,  Н,  2;  но  это  или  не  им'Ьло  бы  практическая  значетя  или  потребо- 
вало бы  никакими  обстоятельствами  не  вызываемаго  уеложненхя  самыхъ. 
принциповъ  механики.  Если  бы  тамъ,  кром*  элементовъ  (339)  входили 
еще  только  производный  второго  порядка,  то  можно  было  бы  представить 
себ'Ь,  что  уравнешя  динамики  (§  259)  решены  относительно  этихъ  про- 
изводныхъ. и  тогда  эти  уравнетя  опять  представились  бы  въ  вид*  (350); 
предположеше  же,  что  2,  Н,  2  содержать  производный  выше  второго- 
порядка,  можно  было  бы  сделать  только  въ  томъ  случае,  если  бы  вт> 
механику  было  введено  поште  объ  ускорешяхъ  высшихъ  порядковъ,  про- 
екцш  которыхъ  действительно  выражаются  производными  координатъ  па 
времени  выше  второго  порядка;  но  тогда  бы  пришлось  устанавливать  и 
новые  принципы  механики,  болЪе  сложные,  чЪмъ  принимаемые  теперь, 
что  однако  же  не  вызывается  пока  никакими  потребностями. 

Разсмотримъ  теперь  выражетя  для  н'Ьсколькихъ  важнЬйшихъ  сду- 
чаевъ  дМств1я  силъ. 

253.  Силы,  зависящ!я  только  отъ  времени.  Силу,  зависящую  непо- 
средственно только  отъ  времени,  рЪдко  приходится  разсматривать. 
Прим'Ьромъ  такой  силы  можегъ  служить  давлете  пара,  температура  ко- 
тораго  меняется  въ  зависимости  отъ  обстоятельствъ,  постороннихъ  по 
отношетю  къ  разсматриваемому  движетю.  Впрочемъ,  трудно  представить 
себ'Ь  случай,  чтобы  движете,  обусловливаемое  этимъ  давлетемъ,  въ  свою 
очередь  не  вл1яло  на  величину  посл'Ьдняго.  Посредственно  же  всякую 
силу  можно  разсматривать  какъ  функщю  времени,  если  даже  она  зави- 
ситъ отъ  всЬхъ  элементовъ  (339);  потому  что  при  движети  матер1аль- 
ной  точки  координаты  ея.  а  также  и  ихъ  производный  перваго  порядка, 
предполагаются  функтцями  времени,  и  если  эти  функщи  известны,  т.  е. 
если  движете  точки  уже  найдено,  то  можно  Н,  Н,  2  выразить  въ  функ- 
щи отъ  I.  Это  впрочемъ  не  представляетъ  для  насъ  интереса,  если  са- 
мый вопросъ  динамики  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  опред'Ьлить  движете  по 
даннымъ  силамъ;  но  при  изучети  импульсовъ  (глава  VI)  это  им^етъ 
значете  (см.  §  274). 

254.  Силы,  зависящая  отъ  положетя  двигающейся  точки.  Силы,  п роек- 
щи  которыхъ  зависятъ  отъ  координатъ,  образу ютъ  очень  важную  и  об- 
ширную группу.  Сюда  относятся  всЬ  притягатедьныя  и  оттадкивательныя 
силы,  имгЬю1щя  своими  источниками  неподвижный  въ  пространств*  массы; 
потому  что  величины  и  направления  этихъ  силъ  зависятъ  отъ  положетя 
той   матерьяльной    точки,    на    которую  он*  д-Ьйствуютъ.  ВсЬ    силы  суть 
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взаимодЬйсшя  между  матер1альными  точками,  находящимися  вообще  го- 
воря въ  движенш;  но  если,  по  услов^ямъ  задачи,  можно  считать  всЬ  ма- 
термальный  точки  неподвижными  кромЬ  одной,  движете  которой  изу- 
чается, то  можно  говорить,  что  неподвижный  точки  оказываютъ  дЬйств1е 
на  двигающуюся,  и  не  разсматривать  дгЬйств1е  этой  последней  на  пер- 
вый. Неподвижный  матер1альныя  точки  могутъ  быть  тогда  разсматриваемы 
какъ  источники  д*йств1я  притягательныхъ  или  отталкивательных'ь  силъ 
на  двигающуюся  точку,  а  самыя  силы  могутъ  быть  изображаемы  векто- 
рами, лежащими  на  прямыхъ,  соединяющихъ  двигающуюся  точку  съ  не- 
подвижными. Величина  каждой  такой  силы,  какъ  показываетъ  наблюдете 
и  опытъ.  есть  функщя  разстоятя  двигающейся  точки  отъ  неподвижной 
и  пропорщональна  массЬ  той  и  другой: 

Г,=  ктт4Г(г{),  (340) 

гд-Ь  к  коэффищентъ  пропорциональности,  зависящШ  отъ  выбора  основ- 
ныхъ  единицъ,  т  масса  двигающейся  точки  М  ($,  -г),  С),  я»,  масса  непо- 
движнаго  источника  силъ  А{  (а.,  Ъ4,  с.)  и  г.  разстояте  А{М.  Сила  назы- 
вается отталкивательною,  если  она  направлена  отъ  А{  къ  М,  и  притя- 
гательною, если  она  направлена  огь  М  къ  А..  Можно  написать: 

Г,СМ(Г|16)=±(6— ОД     Г,С0б(^,,7))=г*:(71—  ЙД    ГлС08(РоЪ)=  +  &—°4)* 

гд-Ь  верхтй  знакъ  относится  къ  сил*  отгалкивательной,  а  нижнШ  къ 
сил*  притягательной.  Такимъ  образомъ,  для  проекцШ  силы  Р<  находимъ 
агЬдуюпця  выражетя  въ  функцш  координаты 


г 

Н,.=  ±Ыт,.^(71-ЙД 

> 

2.  =  ±  ктт..  ?  (Г,)  ($       сД 

шо  подставить: 

г,  =  У{1  -  а,)2  -ЬИ- Ь,)3 -ь (?  — 

од2 

(341) 


(342) 

и  принимать  во  внимате  знаки,  согласно  сказанному  выше. 

Понятно,  что  если  на  точку  М  дЪйствуетъ  п  подобныхъ  силъ,  то  он* 
могутъ  быть  заменены  одною  равнодействующею  В,  для  проекщй  которой, 
по  закому  сложен1я  силъ  (§  224),  имйемъ: 

В;  =  1Е„     й   =Е,,Н    ДГ=Е2„  (343) 

*  1  *  I  "1 

гд*  каждый   членъ,  по  формуламъ   (341)  и  (342),  выражается   функщею 
координагь. 
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255.  Силы,  зависящ1Я  отъ  скорости.  Къ  этого  рода  силаыъ  принадле- 
жать силы,  измгЬряющ1я  сопротивлеше  среды,  внутри  которой  происходить 
движете  матер1альной  точки.  Опытъ  показываетъ,  что  среда  вызываетъ 
уменьшение  скорости,  и  сопротивлеше  среды  является  силою,  или  прямо 
противуположною  скорости  или  по  крайней  мере  образующею  съ  него  ту- 
пой уголъ.  Этотъ  уголъ  зависитъ  отъ  формы  того  тела,  которое  мы  себ-Ь 
представляемъ  въ  виде  матер1альной  точки,  и  отъ  положешя  этого  тбла 
по  отношенш  къ  направлешю  его  поступательнаго  движешя.  Напр ,  если 
часть  поверхности  им*Ьетъ  видъ  площадки,  не  перпендикулярной  къ  ско- 
рости движешя,  то  сопротивлеше  среды  на  эту  площадку  не  будетъ  прямо 
противуположно  скорости.  Въ  дальнМшемъ  однако  же,  для  простоты,  мы 
будемъ  предполагать,  что  сопротивлеше  среды  прямо  противуположно  ско- 
рости матер1альной  точки.  Это  предположеше  оправдывается  на  д4лЬ  между 
прочимъ  въ  томъ  случае,  когда  двигающееся  гЬло  имЪетъ  форму  шара; 
тогда  сопротивлеше  среды  сводится  къ  одной  равнодействующей,  прохо- 
дящей черезъ  центръ  шара  и  прямо  противуположной  скорости  этой  точки, 
которую  и  можно  принять  за  матер1альную  точку,  заменяющую  собою 
данное  тело. 

Функщя  ф(г').  которая  выражаетъ  зависимость  сопротивлен1я  среды 
отъ  скорости,  въ  точности  неизвестна;  она  зависитъ  отъ  различныхъ 
физическихъ  обстоятельствъ  и  отыскивается  обыкновенно  оиытнымъ  лу- 
темъ.  Во  всякомъ  случае  она  обладаетъ  следующими  свойствами:  она 
непрерывна,  возрастаете  безпредельно  съ  возрасташемъ  скорости  и  равна 
нулю,  когда  скорость  равна  нулю.  Это  можно  выразить  следующими  усло- 
В1ямп: 

~7/г~>0'     в(0)  =  0,      «(то)  =  то-  (344) 

Такъ  какъ  векторъ  (}  прямо  иротивуположенъ  скорости,  то  можно 
написать: 


%  =  -*»*№  = Г  Л' 

Сг  =  -««*(»,<.)  = —  аГ 


(345) 


причемъ 


= V  (3)42)43)  • 


256.  Силы,  зависящая  отъ  несколькихъ  изъ  предыдущихъ  обстоя- 
тельствъ. Нетрудно  представить  себе  и  так1е  случаи,  когда  проекщп  силы 
зависятъ  заразъ  и  отъ  времени  и  отъ  положешя  двигающейся  точки  и 
отъ  ея  скорости  или,  по  крайней  мере,  отъ  двухъ  изъ  этихъ  элементовъ 
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Такъ  напр.,  если  на  точку  дЬйствуетъ  сила,  зависящая  отъ  разстоятя 
ея  отъ  двигающагося  центра  дЬйствхя  А{,  то  координаты  а.,  Ь,.,  с.  въ  фор- 
мулахъ  (341)  и  (342)  нужно  считать  уже  не  постоянными,  а  функциями  вре- 
мени. Если  кроме  того  движете  происходить  въ  сопротивляющейся  средЬ. 
то  сила,  обусловливающая  это  движете,  им'Ьегъ  своими  проекщямн 

5,-ь<^,     Н,+-^,     2,-*-^, 
т.  е.  эти  проекцш  зависятъ  отъ  всЬхъ  элементовъ  (339). 

РавновЗиле  свободной  матергальной  точки. 

257.  Статическое  и  динамическое  равновесие.  Силы,  приложенный  къ 
одной  и  той  же  матер1альной  точа*,  называются  находящимися  въ  рав- 
новесии, если  ихъ  равнодействующая  равна  нулю.  Равнов-Ьае  можетъ 
наступать  или  только  на  одинъ  моментъ  или  продолжаться  постоянно. 
Если  силы  постоянны  или  зависятъ  только  отъ  положен1я  матер1альной 
точки,  а  эта  точка  не  двигается,  то  равновЬые  можетъ  сохраняться  и 
называется  тогда  статическимъ.  Принято  также  говорить,  что  въ  этомъ 
случай  сама  матер1альная  точка  находится  въ  равновЪсш. 

Во  всЬхъ  остальныхъ  случаяхъ  равновЬйе  называется  динами  че- 
ски мъ,  причемъ  оно  можетъ  или  наступать  только  въ  отдельные  моменты 
времени  или  поддерживаться  постоянно.  Въ  посл'Ьднемъ  случае  точка  дви- 
жется прямолинейно  и  равномерно. 

258.  УслоВ1Я  равновЗДя.  Задача  о  равновесш  состоитъ  въ  определе- 
на положенШ  точки,  въ  которыхъ  силы  уравновешиваются,  и  можетъ 
иметь  одно,  несколько  или  безконечно-болыпое  число  решети.  Принимая 
во  внимате,  что  слагаемый  по  осямъ  координатъ  равнодействующей  В 
равны  алгебраическимъ  суммамъ  соотвЬтственныхъ  слагаемыхъ  данныхъ 
силъ  (§§  224  и  254),  имеемъ  следующая  услов1я  равновес1я: 

Щ  =  ЕЕ  =  О,     Лч  =  ЕН  =  О,      Е^  =  Е2  =  О,  (346) 

где  знакъ  суммы  распространяется   на  всЬ  дЬйствуюпця  на  точку  силы. 

Эти  услов1я  необходимый,  т.  е.  безъ  нихъ  равнов^е  невозможно 
или,  другими  словами,  если  равнов1>с1е  существуетъ,  то  эти  услов1я  не- 
пременно будутъ  выполнены;  и  они  вмЬсгЬ  съ  гЬмъ  достаточный  усло- 
в1я  равновес1Я,  т.  е.  если  они  выполнены,  то  непременно  будетъ  суще- 
ствовать равновЬс1е.  Это  понята  о  «необходимыхъ  и  достаточныхъ  усло- 
в1яхъ  равновес1я»  будетъ  рассматриваться  и  во  всехъ  другихъ  случаяхъ 
равновес1я. 

Принимая  во  внимате  сказанное  о  функщяхъ  Е,  Н,  2,  мы  видимъ,. 
что  задача  о  равновесш  сводится  къ  решенш  относительно  5,  у\.  С  трехъ 
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уравненШ 

слйдующаго  вида: 

/1  и  ?,  *Ч, 

С, 

А' 

*1 
А' 

А/  ~ 

=  0, 

/2  (',  6,  ч, 

^ 

А 
Л' 

А] 
А' 

А/- 

=  0, 

Л  («1    6.   41 

Л' 

А| 

А' 

А/ 

:0. 

(347) 


Такимъ  образомъ,  въ  самомъ  общемъ  случа-Ь  задача  сводится  къ  инте- 
грированш  трехъ  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравненхй 
перваго'  порядка. 

Не  останавливаясь  пока  на  этомъ  общемъ  случай,  завгЬтимъ,  что  для 
<угатическаго  равнов'Ьсш  необходимо,,  чтобы 

въ  уравнешя  (347)  не  входили.  Въ  этомъ  случае  вопросъ  сводится  къ 
р4шен1ю  трехъ  обыкновенньтхъ  уравнен1й  съ  тремя  неизвест- 
ными. РЪшеше  это  даетъ  одно  или  несколько  положен^  равнов*Ьс1Я.  Число 
этихъ  положенШ  въ  частныхъ  случаяхъ  можетъ  сделаться  и  безконечно- 
большимъ,  т.  е.  эти  положешя  могутъ  тогда  образовать  цЪлыя  лиши  или 
яплошныя  области  поверхностей. 

3.  245.  Тяжелая  материальная  точка,  весящая  р  граммовъ,  притягивается 
массою,  расположенною  въ  начал*  координатъ,  прямо  пропорщонально  пер- 
вой степени  разетояшя;  при  этомъ  известно,  что  на  разстоянш,  равномъ  еди- 
нице, сила  притяжен1я,  действуя  на  единицу  массы,  измеряется  к  динами. 
Определить  положеше  равновесгя.  Отв.:  Положеше  равнов4с1я  на  вертикаль- 
ной прямой,  проходящей  черезъ  центръ  притяжен1я,  ниже  посл&дняго  въ  раз- 
стоянш отъ  него  931 

5  ==  -  V-  сантиметрамъ. 

3.  246.  Определить  положеше  равнов-вс1я  матергальпой  точки,  притягивае- 
мой прямо  пропорщонально  первой  степени  разетояшя  къ  вершинамъ  тет- 
раэдра, координаты  которыхъ  (а5,  Ьп  с^,  (а2,  62,  с8), . . .  даны,  силами,  который, 
действуя  на  единице  разетояшя,  находятся  въ  отношенш  чиселъ  п1:п7:пг:  я4. 
Отв.: 
> я^-Н эт2°а~+" л8дз~^" п*а*  пхЪ1-*-пфъ-*-*^>ъ-\-п1ЪА        г п^+ЯзСг+Пз^-г-я^, 

Л1  +  Л8  +  Й}^И4  '  '  7^4-7^4-^,^714  '         **  П,-»-Я8-»-1!|-|-П4 

3.  247.  Решить  ту  же  задачу  въ  предположении,  что  одна  или  несколько 
изъ  притягательныхъ  силъ  заменены  отталкивательными,  действующими  по 
тому  же  закону.  Отв.:  Въ  предыдущихъ  формулахъ  переменятся  знаки  у  со- 
ответственныхъ  членовъ. 

3.  248.  Тяжелая  матер1альная  точка  съ  массою  ж,  падая  вертикально  внизъ 
и  прюбретя  скорость  г1,  имеетъ  въ  этотъ  моментъ  ускореше  гсх.  Определить 
коэффищентъ  а  сопротивлешя  воздуха,  предполагая,  что  это  сопротивлеше  дей- 
ству етъ  по  закону  Ц  г=  аЬ2.  Отв.: 
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3.  249.  Точка  движется  по  оси  (ё)  при  д&йствш  двухъ  силъ:  отталк  ива- 
тельной,  обратно-пропорщональной  квадратамъ  разстоянШ  отъ  начала  коорди- 
натъ,  и  притягательной,  прямо-пропорщональной  первой  степени  этихъ  раз- 
стоянШ. Определить  положеше  динамическаго  равновт>с1я,  не  совпадающее  съ 
началомъ  координатъ.  Отв.: 


у|. 


гдЬ  кх  и  Л*3  величины  двйств1я  силъ  на  единиц*  разстояшя. 

Уравнешя  динамики  свободной  матер1адьной  точки. 

259.  Общж  видъ  уравненш  динамики  точки.  Согласно  основнымъ  по- 
дожен1ямъ  механики,  сила,  действующая  на  матергальную  точку,  изме- 
ряется произведешемъ  массы  этой  точки  на  ея  ускорение.  Если  на  ма- 
тер1альную  точку  д-Ьйствуюгь  одновременно  несколько  силъ,  то  нужно  то  же 
самое  сказать  относительно  ихъ  равнодействующей.  Этотъ  принципъ  слу- 
жить исходною  точкою  при  решети  вопросовъ  динамики  матер1альной 
точки,  т.  е.  вопросовъ  о  томъ,  какъ  определяется  движете  матер1альной 
точки,  когда  известны  действующая  на  нее  силы.  Такъ  какъ  все  силы, 
приложенный  къ  одной  матер1альной  точке,  всегда  можно  заменить  одною, 
то  мы  и  будемъ  для  простоты  предполагать,  что  на  точку  действуетъ  одна 
сила,  Ъ\  имеющая  своими  слагаемыми  по  осямъ  координатъ:  Е,  Н,  2. 
Принимая  во  внимаше,  что  направлете  силы  определяется  направлешемъ 
ускорешя,  которое  она  точке  сообщаетъ,  и  представляя  себе  тю  какъ 
векторъ,  отложенный  по  направлению  ускорения,  можемъ  написать: 

Ш*  =  Ъ\  (348) 

Слагаемый  этого  вектора  равны  произведешямъ  массы  на  соответствен- 
ный слагаемый  ускорен1я;  поэтому 

(349) 

Принимая  во  вниманье  формулы  кинематики  для  проекцШ  ускорешя,  а 
съ  другой  стороны  сказанное  въ  настоящей  главе  о  составе  функцШ,  опре- 
Лляющихъ  силы,  получаемъ  следуюпця  уравнения  динамики  точки: 


ти/ы  = 

** » 

П1Ш-  = 

н, 

Ш1€г  = 

ъ. 

а 


т& 


г-  Л^1  «.  1.  <*  ^Г  л'  21  у 


(350) 


"л- 
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гд*  /1,  /21  /з  каждый  разъ  можно  считать  известными  функщями  стоя- 
щихъ  подъ  ихъ  знакомъ  элементовъ.  Задача  динамики  состоитъ  въ 
р*шен1и  (интегрированш)  этой  системы  совокупныхъ  диффе- 
ренщальныхъ  уравнешй  второго  порядка,  т.  е.  въ  опред*ленш  изъ 
нихъ  координатъ  въ  функцш  времени. 

Понятно,  что  уравнетя  динамики  могутъ  быть  составлены  и  въ  иныхъ 
координатахъ,  ч*мъ  Декартовы  прямоугольный.  Лагранжъ  даль  общую 
для  нихъ  форму,  которая  можетъ  быть  применена  нетолько  при  всякой  ко- 
ординатной систем*,  но  и  ко  всякой  систем*  матер1альныхъ  точекъ  (§  513). 
Въ  этой  глав*  впрочемъ  намъ  этимъ  пользоваться  не  придется;  въ  н*ко- 
торыхъ  же  просгЬйшихъ  случаяхъ,  которые  ниже  встретятся,  легко  бу- 
детъ  непосредственно  сделать  преобразоваше  перем*нныхъ. 

260.  Уравнетя  динамики,   не  отнесенный    къ  координатной   систем*. 

Въ  связи  со  сказаннымъ  въ  §§  230  —  234,  полезно  бываетъ  разсматри- 
вать  ташя  уравнетя  динамики  точки,  которыя  получаются  при  проекти- 
ровали равенства  (348)  на  сл*дуюпця  три  взаимно  перпендикулярныя  на- 
правлетя:  на  направлеше  скорости,  на  направлеше  главной  нормали  (р) 
къ  траекторш  въ  сторону  къ  центру  кривизны  и  на  направлеше  (V),  пер- 
пендикулярное къ  предыдущими  Принимая  во  внимаше  разложеше  уско- 
рен1я  на  тангенсиальное  и  на  нормальное  (§§  160  и  165),  находимъ: 

т  -г-  =  Р.  соз  (Р,  V),  (351) 

г;2 
пг  —  =  Р.  соз  (Р,  р),  (352) 

Р.  соз  (Р,  V)  =  0.  (353) 

Первое  изъ  этихъ  уравненШ  показываетъ,  что  возрасташе  или  убываше 
скорости  зависитъ  отъ  того,  образуетъ  ли  сила  со  скоростью  острый  или 
тупой  уголъ.  По  второму  уравненю,  въ  которомъ  первая  часть  суще- 
ственно положительная,  движете  происходить  такъ,  что  уголъ  (Р,  р)  между 
направлешемъ  силы  и  направлешемъ  главной  нормали  въ  сторону  къ 
центру  кривизны  всегда  острый.  Согласно  третьему  уравнение  движете 
происходить  такъ,  что  соприкасающаяся  плоскость  въ  каждой  точк* 
траекторш  содержитъ  векторъ-силу. 

261.  Предварительный  соображемя  объ  интегралахъ  уравненМ  динамики. 

Общихъ  пр1емовъ,  которые  всегда  давали  бы  возможность  получать  р*- 
шетя  уравненШ  (350),  не  существу етъ.  Ниже  будутъ  указаны  н*которыя 
важн*йш1я  преобразован1я  этихъ  уравненШ,  которыя  въ  благощиятныхъ 
случаяхъ  могутъ  привести  къ  р*шешю. 

Въ  чемъ  бы  эти  преобразоватя  ни  состояли,  конечная  ц*ль  ихъ  сво- 
дится къ  тому,  чтобы  изъ  уравненШ  (350)  получить  уравнетя  вида: 

*?.._0       А -о       ^2.-0  Г354) 
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гд*  Ф1%  Ф3,  Ф8  функцш,  содержания  элементы  (339)  и  уже  не  содержа- 
ния вторыхъ  производныхъ  отъ  координатъ  по  времени.  Очевидно,  что 
въ  форм-Ь  (354)  порядокъ  уравненШ  остался  тотъ  же,  и  при  выполнены 
у казанн ыхъ  тамъ  дифференцировали  получились  бы  опять  производныя 
второго  порядка.  ВмЬсто  производныхъ  по  I,  въ  уравнен1яхг  (354)  бы- 
ваетъ  иногда  удобнее  разсматривать  производныя  по  какой-либо  другой 
переменной,  напр.  по  одной  изъ  координатъ.  Впрочемъ  ходъ  разсуаденШ 
въ  остальномъ  остался  бы  прежшй.  Если  удастся  уравнешя  (350)  при- 
вести къ  виду  (354),  то  можно  произвести  интегрировашя,  причемъ  по- 
лучатся уравнешя: 


(355) 


гдЬ  С1Э  С3,  С3  постоянный,  пока  произвольный. 

Эти  уравнешя,  которыя  можно  назвать  первыми  интегралами  уравне- 
нШ динамики,  мы  должны  опять  пытаться  привести  къ  виду: 

или  къ  виду  подобному  же,  гдЬ  вместо  производныхъ  по  (  стояли  бы 
производныя  по  некоторой  другой  переменной,  напр.  по  одной  изъ  коор- 
динатъ. Въ  уравнешяхъ  (356)  2^,  *'а,  1\  могугь  быть  функщями  отъ 
и  ?,  %  С,  Сг,  С3,  Сг  и  уже  не  содержать  производныхъ  отъ  координатъ 
по  времени.  Если  так1я  преобразовашя  удастся  сделать,  то  новыми  инте- 
грировашями  мы  получимъ  уравнешя: 

^С,  6э  Ъ  *  С„  С\,  <?3)  =  С4, 

^.(',  «,  Ч,  ?,  С1Э  С2,  С3)  =  С5,    ■  (357) 

ГЛ*,  *.  ч,  ^  С1Ч  С2,  С3)  =  Св, 

гд*  С4,  С5,  Св  опять  постоянныя,  пока  произвольный.  Эти  уравнешя 
представляютъ  собою  рЬшеше  задачи  динамики,  потому  что  ими  опреде- 
ляются координаты  въ  функцш  времени.  Итакъ,  это  рЪшеые  требуетъ 
выполненхя  шести  интегрирован^  и  вводитъ  шесть  неопредЬ- 
ленныхъ  пока  постоянныхъ. 

262.  ОлредЪлеме  постоянныхъ  интегрирована.  Присутстше  произволь- 
ныхъ  постоянныхъ  показываетъ,  что  если  извЬстяы  только  дЪйствуюпця 
на  матер1альную  точку  силы,  то  задача  остается  еще  неопределенною. 
Это  и  понятно,  если   принять  во  внимаше,  что  сила  только  изменяв тъ 

П.  Сомовъ.— Осяовашя  теорет.  мехаднкн  15 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   226   — 

величину  и  направлете  скорости;  поэтому,  при  той  же  сил*  и  въ  гЬ  же 
моменты  времени  скорость  можетъ  быть  различна,  смотря  по  тому,  каковы 
были  ея  начальный  величина  и  направлете.  Кроме  того,  положеше  дви- 
гающейся точки  въ  каждый  моментъ  времени  зависать  нетолько  отъ  того, 
кат  на  нее  дЬйствують  силы,  но  также  и  отъ  того,  где  она  находилась 
въ  какой-нибудь  определенный,  заранее  выбранный  моментъ  времени,  ко- 
торый мы  въ  кинематике  условились  называть  <начальнымъ».  Итакъ.  наг 
чальное  положете  двигающейся  матергальной  точки  и  ея  начальная  ско- 
рость ($0,  тг|0,  С0,  *>ор  ^отп  V)  должны  быть  известны  какъ  добавочныя 
услов1я,  для  того  чтобы  задача  динамики  сделалась  определенною. 

Когда  они  даны,  то  постоянный  интегрирования  определяются  одно- 
значнымъ  образомъ.  Пусть  будетъ  10  начальный  моментъ;  тогда  урав- 
нетя (355)  даютъ: 

С1    =   Ф1   (*01    ^01    Щ>    Ч):    \,    ^07)'    1\Л 

С2  =  Ф2  (*0,  ;0,  у\0,  ^,  |?0?,  V0V  V0^),  (358) 

Съ  =  Ф8  (*0,  60,  Чо.  ^о>  \*  «отр  V), 
а  потомъ  уравнетя  (357): 

®к  =  %\  Оо>  ^о)  ^о»  **о>  С„  Са,  С3), 

^5   =  -^2  (*0>    ^0>    ^О»    ^0»     С1>     <?2>     С|)|     Г  (359) 

^6    ==    ^3  (*0>    '0»    ^0*    ^05    ^1>    ^2>     Св)- 

Можно  задавать  и  друия  услов1я  для  определетя  произвольныхъ  по- 
стоянныхъ,  лишь  бы  эти  услов1я  приводили  къ  достаточному  для  ихъ 
определетя  числу  уравнешй.  Но  при  такихъ  задашяхъ  решетя  могутъ 
уже  и  не  быть  однозначными,  а  кроме  того  могутъ  оказаться  и  мнимыми. 
Напр.  можно  потребовать,  чтобы  двигающаяся  точка  въ  два  данныхъ  мо- 
мента времени  10  и  *п  проходила  черезъ  два  данныхъ  положен1я:  (?0,  т)0,  ^0) 
и  (Е1Э  т^,  ^).  Это  даетъ  для  определетя  произвольныхъ  постоянныхъ 
уравнетя  (359)  и  еще  уравнетя 

С4  =  Р,  (*,,  6,,  Т|п  С,,  С,,  С2,  С8)> 

С*  =  "^2  (*п  ?,,  •»),,  ^,  Сп  С2,  С3), 

Сг.  =  -^з  (*1>  5ц  ^и  ^п  Сп  С2,  С3);   } 

эта  система  шести  уравнешй,  по  исключены  постоянныхъ  С4,  С5,  С6,  мо- 
жетъ и  не  дать  однозначныхъ  и  действительныхъ  решенШ  для  Си  С2,  С\ 
(см.  задачу  270). 

Законъ  момента  количества  движетя. 

263.  Выводъ  закона  момента  количества  движения  Какъ  было  уже  ска- 
зано, общихъ  пр1емовъ  для  получешя  р4шенШ  уравнешй  динамики  не  су- 
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ществуетъ;  но  можно  указать  н'Ькоторыя  преобразовашя  этихъ  уравненШ, 
которыя  могутъ,  въ  благоир1ятныхъ  случаяхъ,  привести  къ  иолученпо  р4- 
шенШ.  Два  изъ  этихъ  преобразованШ  заслуживаютъ  особеннаго  внимашя, 
такъ  какъ  кром*  того  выясняютъ  н'Ькоторыя  общ.я  свойства  движешя. 

Приступая  къ  первому  изъ  этихъ  преобразованШ,  умножимъ  об*  части 
второго  изъ  уравненШ  (349)  на  С,  а  третьяго  на  г\  и  вычтемъ  почленно 
одно  изъ  другого;  а  кромЬ  того  примемъ  во  вниманье,  что 


4  а* 


.  (1\ 
*  Л9' 


ЛЬ 


ДЬлая  подобный  же  преобразовали  съ  третьимъ  и  первымъ,  а  также  съ 
первымъ  и  вторымъ  изъ  уравненШ  (349),  найдемъ  сл'Ьдующ.я  зависимости: 


(11 


=  т,2  -  ;н, 


"л" 


11-,-, 


4»Иь4)] 


л 


=  Ш  — чЕ. 


(360) 


Вторыя  части  этихъ  уравненШ  представляютъ  собою  моменты  Ж,  3/г ,  Л/г 
вектора  2*1  относительно  координатныхъ  осей  или  проекщи  на  этихъ  осяхъ 
вектора  Ж,  момента  вектора  V  относительно  точки  О,  начала  коорди- 
натъ  (§  75);  первыя  части  тоже  могутъ  быть  истолкованы  геометрически. 


Е+  =  т 


(1С 


Ег 


т 


(Н 


(361) 


суть  слагаемый  вектора  Е,  изображающая  количество  движевля  от» 
(§  230),  а  выражешя 


^--(!5-'т?-)- 


(362) 


представляютъ  собою  моменты  количества  движенья  относительно  ко- 
ординатныхъ осей  или,  всеравно  (§  77),  проекщи  на  этихъ  осяхъ  век- 
тора /С,  момента  количества  движешя  относительно  точки  О,  начала  ко- 

15* 

Сооз1е 
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I 

ординатъ.  Поел*  этого  уравненш  (360)  представятся  такъ: 
йК>  аКу.  АКГ 

Векторъ,  изображающШ  моментъ  другого  вектора,  всегда  можетъ  быть 
откладываемъ  отъ  начала  координатъ,  потому  что  начало  момента  можетъ 
быть  выбираемо  произвольно  (§  76).  Но  въ  такомъ  случай  выражетя  (362) 
можно  разематривать  какъ  координаты  конца  вектора  К,  а  первыя  части 
равенствъ  (363)  какъ  проекщн  скорости  этой  точки  на  координатныгь 
осяхъ.  Скорость  конца  вектора,  начало  котораго  остается  неподвижнымъ, 
есть  его  геометрическая  производная  (§  97);  означая  ее  черезъ  К1  и 
изображая  ее,  по  принятому  нами  правилу,  въ  виде  вектора,  можно  ра- 
венства (363)  соединить  въ  одно  геометрическое: 

К,=Ш  (364) 

и  сказать:  Во  всякомъ  движеши  свободной  матер1альной  точки  и 
во  всяк1й  моментъ  времени  геометрическая  производная  мо- 
мента количества  движеюя  геометрически  равна  моменту  дей- 
ствующей на  точку  силы. 

Этотъ  результатъ  называется  закономъ  момента  количества  двн- 
жен1я. 

264.  Законъ  сохранешя  момента  количества  движеш'я.  Преобразовав 
(360)  не  даютъ  еще  непосредственно  интеграловъ  уравнешй  динамики; 
но  существуютъ  случаи,  им'Ьюпце  притомъ  важное  реальное  значеше, 
когда  интегрироваше  делается  возможнымъ.  Предположимъ,  что 

М,  =  т]2  —  СН  =  0.  (365) 

Легко  видеть  геометрический  смыслъ  этого  услов1я,  если  его  написать 
въ  виде  пропорщи:  т) :  С  =  Н  :  2,  которая  показываетъ,  что  проекщя  силы 
на  плоскости  (тф  лежитъ  на  прямой,  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
натъ;  следовательно  прямая,  содержащая  самую  силу,  пересЬкаетъ  ось  ( ;). 
Это  случится  напримЬръ,  если  матер]альная  точка  притягивается  или 
отталкивается  несколькими  центрами,  расположенными  по  оси  (?),  или 
если  на  точку  дгЬйствуетъ  сплошная  масса,  расположенная  по  оси  (;),  или 
вообще  по  какой-нибудь  прямой  линш,  которую  всегда  можно  принять  за 
ось  0).  Первое  изъ  уравнешй  (360)  даетъ  теперь  интегралъ: 


т 


№-1%)-°»  <зм> 


иричемъ  С,  можетъ  быть  определено  по  начальнымъ  значетямъ  коорди- 
натъ  и  ихъ  производныхъ. 
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Предположимъ   далЬе,   что   кромЬ  момента  Жр  также  и  М-  равенъ 
нулю,  т.  е. 

СЕ— $2  =  0.  (367) 

Это  услов1е,  подобно  предыдущему,  выражаетъ,  что  сила  дересЬкаетъ 
ось  (г4).  При  этомъ  будетъ  непременно  существовать  и  трепе  услов!е: 

Ш  — т,2  =  0;  (368) 

потому  что,  если  содержащая  силу  прямая  пересЬкаетъ  две  координатныя 
оси,  то  она  проходить  черезъ  начало  координатъ,  а  следовательно  пере- 
сЬкаетъ  и  третью  ось.  Это  заключеше  видно  также  изъ  условШ  (365)  и 
(367),  если  ихъ  написать  въ  видЬ  двойной  пропорщи: 

1=4=4  (369) 

Итакъ,  можно  теперь  сказать:  Если  сила,  действующая  на  мате- 
р1альную  точку,  при  всякомъ  положена  последней  направлена 
по  прямой,  проходящей  черезъ  неподвижную  точку,  то  суще- 
ствуютъ  три  интеграла  уравнеюй  динамики,  которые,  если  эту 
последнюю  точку  принять  за  начало  координатъ,  имеютъ  видъ: 


т 


т 


т 


(370) 


На  основанш  сказаннаго  въ  §  263,  эти  интегралы  выражаютъ  геометри- 
ческое постоянство  вектора  К,  момента  количества  движешя.  Сх,  Са,  Сг 
суть  проекщи  этого  вектора  на  координатныхъ  осяхъ.  Этотъ  результата 
называется  закономъ  сохранен1я  момента  количества  движешя. 

265.  Законъ  площадей.  Когда  существуютъ  интегралы  (370),  движете 
матер1альной  точки  обладаетъ  следующими  замечательными  свойствами: 

I.  Траектор1Я  точки  плоская  лин1я.   Чтобы   это   показать,  умно- 
жимъ  уравнешя  (370)  по  порядку  на  с,  гь  С  и  сложимъ;  это  даетъ: 

6^  +  6^  +  С&  =  0,  (371) 

т.  е.  двигающаяся  точка  постоянно  находится  въ  плоскости, 
проходящей  черезъ  центръ  дЬйств1я  силы.  Очевидно,  что  эта  пло- 
скость определяется  начальнымъ  положешемъ  точки  и  начальнымъ  на- 
правлешемъ  скорости.  Это  было  бы  легко  доказать  и  аналитически  (см. 
задачу  250). 

II.  Рад1усъ-векторъ,  проведенный  изъ  центра  действ1я  силы 
къ  двигающейся  точке,   описываетъ   площадь,   изменяющуюся 
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пропорщонально  времени.  Для  доказательства  возьмемъ  оси  (5)  н  (т;) 
въ  плоскости  движешя.  Такъ  какъ  тогда  постоянно 

то  изъ  уравненШ  (370)  подлежитъ  разсмотрЬшю  только  третье.  Цостроимъ 
на  вектор*  ОМ,  проведенномъ  изъ  центра  дЪйствья  силы  (начала  коор- 
динатъ)  къ  двигающейся  точк'Ь,  и  на  хордЬ  ММ\  соединяющей  два 
безконечно-близкихъ   положешя    этой    точки,   параллелограммъ    ОММ'Л 

(фиг.  120).  Площадь  его  изм'Ьряетъ  со- 
бою моментъ  безконечно-малаго  вектора 
ММ'  относительно  точки  О  (§  78).  Такъ 
какъ  проекщями  этого  вектора  служатъ 
ДЕ  и  Ат],  то  по  общей  схем*  (Ы«  —  \и>) 
моментъ  его  выражается  такъ: 


л) 


Фиг.  120. 


*А?)  —  г,  А*. 

Пусть  будетъ  5  площадь  сектора,  заклю- 
ченнаго  между  рад1усомъ-векторомъ  ОМ0. 
проведеннымъ  къ  начальному  положенш 
точки  М.  векторомъ  ОМ  и  дугою  М0М 
траекторш;  эта  площадь  можетъ  быть 
разсматриваема  какъ  функщя  времени,  а  безконечно-малая  площадь  сек- 
тора МОИ'  какъ  приращеше  А#  последней,  соответствующее  приращешю 
времени  А*.  Площадь  треугольника  МОМ'  отличается  отъ  Д5  на  безко- 
нечно-малый  сегментъ,  площадь  котораго  безконечно-малая  величина  выс- 
шаго  порядка  въ  сравнены  съ  Д#.  Поэтому  можно  производную  площади 
6"  по  времени  выразить  такъ: 

1  $Дт|  —  т)Ае 


1/8  7.  А#  ..  МОМ1 
-т  =  ит.  —  =  Пт.  -  — - 
(Н  М  М 


1пп. 


1  /**!  г7б\ 

2"  Г  Л         'Л/ 


Итакъ  третье  изъ  уравненШ  (370)  можно  заменить  слЬдующимъ: 

(18  1 


(II 


-    а. 


ш 


и  написать: 


1 
2т 


8  =  -п Сг  .  I, 


(372) 


что  и  требовалось  показать. 

Этотъ  результатъ  называется   закономъ  площадей.   Производная  N 
по  /  называется  секторьяльною  скоростью. 
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3.  250.  Доказать  аналитически,  что  плоскость  (371)  содержитъ  начальную 
скорость.  РЪш.:  Нужно  въ  формулы  (370)  подставить  начальный  значены  ко- 
ординатъ  и  ихъ  производныхъ  и  показать,  что 

3.  251.  Выразить  законъ  площадей  въ  полярныхъ  координатахъ. 
Р'Ьш :  Принявъ  ось  (?)  за  ось  полярныхъ  координатъ,  а  начало  коорди- 
натныхъ  осей  за  полюсъ,  иагЪемъ  $  =  р  сов  0,  т\  =  р  зт  8.  По  этимъ 
формуламъ: 

Е^_тД         ,<»       1  (373) 

3.  252.  Вывести  закопъ  площадей  непосредственно  въ  полярныхъ  коорди- 
натахъ. Ръш.:  Для  этого  нужно  воспользоваться  геометрическимъ  равенствоыъ 
(348)  и  формулою  (196)  для  проекцш  ускорешя  на  перпендикуляръ  къ  ра- 
д1усу-вектору  полярныхъ  координатъ  и  принять  во  внимавле,  что  теперь 
проекщя  силы  на  это  направлете  равна  нулю. 

3.  253.  Векторъ  р,  проведенный  изъ  центра  дъйств1я  силы  къ  двигающейся 
точкъ,  описываетъ  въ  единицу  времени  площадь  въ  п  квадратныхъ  сантимет- 
ровъ.  Определить  величину  начальной  скорости  г0,  зная,  что  въ  начальный 
моментъ  времени  векторъ  р  имълъ  длину  I  сантиметровъ,  а  скорость  образо- 
вала съ  нимъ  уголъ  а.  Ръш.:  Нужно  воспользоваться  формулою  (372)  и  при- 
нять во  внпмаше,  что 

3.  254.  Движете  видано  уривнетямп: 

1 


5  — $0со*(*/)    .    к 

Г\  =  У\0  С08  (Ы)  -ь  -^  г0^  нп  (А1), 

С  —  ^о  сов  (Ы)  н-  ^  ГоГ  8%П  (Ы). 


(374) 


Показать,  что  это  движете  подчиняется  закону  площадей,  определить  моментъ 
количества  движешя,  полагая  да  —  1,  и  положенге  плоскости  движешя. 
3.  255.  Показать  то  же  самое,  когда  движение  задано  уравнешями: 

*  —  аек1  +  Ъс-к\    \ 

т^а'**1-*- &'«"*',  1  (375) 

Законъ  энергш. 

266.  Преобразовало  уравнежй  динамики,  ведущее  къ  закону  энергш. 

Второе  изъ  упомянутыхъ  въ  началгЬ  §  263  преобразовашй  уравненШ  ди- 
намики состоять  въ  сл1>дующемъ.  Умножимъ  об-Ь  части  уравненШ  (349) 
или  (350)  поочередно  на  </?,  гЬ),  сГ^  и  сложимъ.  Такъ  какъ 


"Ш 
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то  можно  написать: 


т 


(*г-«3-«2)-Мй)ЧЗ-)Ч§)1 

Итакъ,  сделанное  преобразовате  дасгь: 

Л  /1  т»Ч  =  Е<#  -+-  Нйт)  ч-  2йц.  (376) 

ЗдЬсь  2  тг;2  есть  кинетическая  энерпя  матергальной  точки  (§  247); 
а  вторая  часть  этого  равенства  есть  работа  (§  241)  силы  относительно 
безконечно-малаго  перем'Ьщешя  <&,  проекщями  котораго  служатъ  <75,  Л|,  <& 
А  именно: 

Р.  из .  соз  (Р,  Аз)  =  Р.  Аз  [соз  (Р,  ;)  соз  (Аз,  ;)  -I-  соз  (Р,  г\)  соз  (Аз,  Т|) 

-+-  соз  (Р,  д  соз  (Л,  С)]  =  Нй5  -+-  Нйт]  ч-  2С  (377) 

Такимъ  образомъ,  мы  получили  выведенную  раньше  (§  247)  зависимость 
между  работою  и  кинетическою  энерпею,  исходя  изъ  дифференщальныхъ 
уравнешй  динамики. 

267.  Законъ  энерпи  въ  конечной  фориЪ.  Значеше  этого  закона  уже 
выяснялось  раньше  (§  248);  теперь  обратимъ  наше  внимате  на  то,  при 
какихъ  услов1яхъ  онъ  можетъ  быть  полученъ  какъ  интегралъ  диффе- 
ренц1альнаго  уравнен1я  (376).  Первая  часть  этого  уравнешя  есть 
полный  днфференщалъ  по  координатамъ,  и  это  уравнете  можетъ  быть 
проинтегрировано,  если  можно  и  его  вторую  часть  представить  въ  вид* 
полнаго  дифференщала  отъ  гЬхъ  перемЬнныхъ,  которыя  стоять  тамъ  подъ 
знакомъ  дифференщаловъ.  Для  этого  прежде  всего  Е,  Н,  2  должны  быть 
функщями  только  коордиватъ,  т.  е.  сила  должна  зависать  только 
отъ  положен1я  той  матерьальной  точки,  на  которую  она  дей- 
ству етъ;  во  вторыхъ,  должна  существовать  такая  функщя  II  отъ  коорди- 
натъ,  чтобы  при  всякихъ  значешяхъ  послЬднихъ: 

Е<К  -н  Нйг)  -+-  Ъ&ъ  =  А1]  =  ~  (К  -4-  ^  Ат\  -+-  ^  ЙС;      (378) 
а  для  этого  должно  быть: 

*  _  №        и  -  ди        7  -  дГ  ГГ91 

т.  е  проекции  силы  должны  быть  частными  производными  по 
соотвЬтственнымъ  координатамъ  отъ  одной  и  той  же  функши. 
Эта  функщя  называется  потенщальною  или  силовою. 
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Въ  нее  можетъ  вообще  говоря  и  I  входить  явнымъ  образомъ,  но  въ 
этомъ  случа*  уравнеше  (376)  не  можетъ  быть  уже  интегрируемо,  такъ 
какъ  тогда 

дп       611^       дГ1  ,         дТ1  _г       дСГ  ,# 

Ли  =  ~хг  А1 -+   з—  Аъ  -ь  -у-  А±  -\~  —  А1 
о%  ог\  0Ц  61 

ЯП 

=  2сК  -+-  НЛ|  -*-  2ЙС  -I-  -^-  Л, 

ее 

и  следовательно  Ейс-нНйт)  -ь  2й?  не  есть  уже  полный  дифференщалъ. 
Положимъ,  что  II  не  содержитъ  ^  явнымъ  образомъ;  тогда 


\\™2)  = 


Щ 

откуда  сл'Ьдуетъ: 

12-ть*  =  СГ-ьС,  (380) 

гд-Ь  С  произвольная  пока  постоянная.  Она  можетъ  быть  определена,  когда 
даны  начальный  услов!я  движенья;  по  нимъ 

у  «<  =  ЕГ0  н- С,  (381) 

гд-Ь  170  есть  результатъ  подстановки  въ  функщю  XI  начальныхъ  коорди- 
ната 50,  тг)0,  Со-  Вычитая  уравнешя  (380)  и  (381)  одно  изъ  другого  по- 
членно, получаемъ: 

_1  ть*  _  ^  шг,о>  =  17 —  170,  (382) 

законъ  энерпи  въ  конечной  форм*:  Разность  значена  кинетиче- 
ской энерпи  въ  двухъ  какихъ-либо  положеньяхъ  свободной  ма- 
тер1альной  точки  равна  разности  соотв'Ьтствующихъ  этимъ  по- 
ложен1ямъ  значен1й  потенгиальной  функщи. 

Въ  анадитическомъ  отношении  этотъ  результатъ  важенъ  гЬмъ,  что  онъ 
представляетъ  собою  одинъ  изъ  интеграловъ  уравиенИ  динамики. 

Свойства  потенщадьной  фунвцш. 

268.  Потенщальныя  поверхности.  Изъ  преды дущаго  уже  видно,  что 
разность  II — 170  измйряетъ  работу  силы,  соответствующую  ко- 
нечному  перем*щен1ю   точки.   Действительно,  если  суммировать  по- 

стЬдовательныя  элементарныя  работы,  то  получится: 

и 

1т.  2  (2<й  -ь  НЛ|  -ь  2сф  =  Ит.  1  АН  =  I*  АН  =  II  -    #0. 

Особенность  силы,  для  которой  существуетъ  потенщальная  функщя,  со- 
стоять въ  томъ,  что  ея  конечная  работа  не  зависитъ  непосред- 
ственно отъ  вида  траектор1и,  а  также  отъ  начальнаго  и  конеч- 
наго  положен1й  двигающейся  точки,  а  зависитъ  лишь  отъ  нахо- 
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жден1я  этихъ  двухъ  положен1Й  точки  на  н'Ькоторыхъ  поверх- 
ностяхъ.  Разсмотримъ  уравнеше: 

V  (*,  т},  ф  =  А  =  пост.,  (3*3) 

гдЬ  \.  т],  ^  предполагаются  какими-либо  переменными  координатами,  а  не 
определяющими  непременно  положсше  точки  въ  разсматриваемомъ  дви- 
женш  ея.  Это  уравнеше  определяете  поверхность,  которая  называется 
потенщальною.  Если  постоянной  А  дать  какихъ-нибудь  два  значешя 
А0  и  Л,  то  мы  получимъ  две  потенщальныхъ  поверхности 

ЬТ=А01  (364) 

\]  =  А,  (385) 

обладающихъ  свойствомъ,  что  когда  матер1альная  точка  по  какому-либо 
пути  переходить  съ  одной  поверхности  на  другую,  то  соответствующая 
этому  перемещешю  работа  получается  всегда  одна  и  та  же,  ибо  она 
равна  А  —  А0. 

Въ  частности,  если  послЬ  нЬкотораго  движешя  матер1альная  точка 
возвращается  на  ту  же  потенщальную  поверхность,  съ  которой  она  вышла, 
то  работа  силы  относительно  всего  нройденнаго  пути  равна  нулю. 

Эти  заключешя  справедливы  впрочемъ  только  при  некоторыхъ  огра- 
ничешяхъ,  касающихся  свойствъ  функщи  Г.  Мы  не  будемъ  вдаваться 
въ  подробный  разборъ  этого  вопроса,  имЬющаго  важное  значеше  въ  ма- 
тематической физике;  но,  во  всякомъ  случае,  можно  непосредственно  ви- 
деть, что  функщя  V  должна  оставаться  конечною  и  однозначною  въ  той 
области,  въ  которой  разсматривается  движете  точки,  чтобы  можно  было 
непосредственно  делать  вышенриведенныя,  а  также  и  следуюпця  ниже 
заключешя. 

269.  Роль  потенциальной  поверхности  по  отношешю  къ  скорости.  Законъ 
энергш   иоказываетъ,  что  производимое   силою   изменеше  скорости  тоже 

не  зависитъ   непосредственно  отъ  вида 
ц  -гАь  траекторш,  а  зависитъ   лишь  отъ  того, 

съ  какой  иотенщальной  поверхности  на 
какую  другую  переходить  матергальная 
точка.  Если  начальное  положеше  точки 
взять  где-нибудь  на  поверхности  (384) 
и  сообщить  ей  скорость  г0  по  какому 
нибудь  направленш  (фиг.  121),  то  ско- 
рость г\  пршбретенная  точкою,  копа 
она  приходить  на  другую  потенщаль- 
Фиг.  121.  ную  поверхность  (385).  будетъ  одна  и 

та  же,  независимо  отъ  того,  каково  было 
начальное  положено  точки  на  поверхности  (384)  и  направлете  ея  на- 
чальной скорости. 
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270.  Услов'м  существовали  потенщальной  функцЫ.  Уже  сказанное  въ 
двухъ  посл-Ьднихъ  параграфахъ  указываетъ  важное  значеше  потенщаль- 
ной  функцш  въ  механике.  Въ  виду  этого  важно  уметь  заранее  опреде- 
лять, существуетъ  ли  для  данной  силы  потенщальная  функщя  или  н^тъ. 
Кроме  очевидно  необходимаго  для  этого  услов1Я,  чтобы  Е,  Н,  2  были 
только  функщями  координатъ,  зам'Ьтимъ  сл'Ьдуюнця  известный  изъ  ана- 
лиза необходимый  и  достаточный  услов1я,  чтобы  трехчленъ 

Е<йн-НЙ7]Ч-2^  (386) 

былъ  полнымъ  дифференщаломъ: 

Ниже,  въ  задачахъ  будутъ  приведены  примеры  силъ,  удовлетворяю- 
щихъ  этимъ  услов1ямъ.  Впрочемъ,  въ  просгЬйшихъ  случаяхъ  можно  бы- 
ваетъ  и  непосредственно  усмотреть  интегрируемость  трехчлена  (386). 

271.  Распределен  1в  въ  пространстве  напряжетя  силы,  обладающей  по- 
тенщальною  фуннц'юю.  Когда  величина  и  направлеше  силы  зависятъ 
однозначнымъ  образомъ  только  отъ  положешя  двигающейся  точки,  то 
можно  сказать,  что  каждой  точке  пространства  соответствуете  одинъ 
определенный  векторъ,  изображаюпцй  силу.  Тогда  является  воиросъ  о 
распределен^  этихъ  векторовъ  въ.  пространстве,  т.  е.  о  томъ,  какъ 
меняются  величина  и  направлеше  этого  вектора  съ  переходомъ  огь  одной 
точки  пространства  къ  другой.  Потенщальныя  поверхности  даютъ  воз- 
можность изобразить  это  распределеше  весьма  нагляднымъ  образомъ.  Для 
зтого  заметимъ  следуюпця  свойства  потенщальныхъ  поверхностей. 

I.  Черезъ  каждую  точку  пространства  проходитъ  потен- 
щальная поверхность,  и  притомъ  всегда  только  одна.  Чтобы 
найти  уравнеше  потенщальной  поверхности,  проходящей  черезъ  точку, 
заданную  координатами  ;п  т)р  ^,  опредЬлимъ  значеше  17, ,  которое  при- 
нимаетъ  функщя  (7,  когда  туда  подставить  эти  координаты.  Уравнеше 

где  въ  первомъ  членЬ  стоять  переменный  координаты,  и  будетъ  уравне- 
шемъ  искомой  потенщальной  поверхности,  потому  что  оно  удовлетво- 
ряется, если  туда  вместо  переменныхъ  координатъ  подставить  ?,,  т^.  ^. 

II.  Въ  каждой  точке  пространства  направлеюе  силы  опре- 
деляется направлешемъ  нормали  къ  потенгцальной  поверх- 
ности, проходящей  черезъ  эту  точку.  Изъ  приложенШ  анализа  къ 
пюметрш  известно,  что  косинусы  угловъ,  которые  образуетъ  съ  осями  ко- 
ордината» нормаль  въ  какой-нибудь  данной  точке  на  поверхности 

Г  (6,  Ч.  О  =  0,  (388.) 
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выражаются  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

СОв  («,  ;)  =  —   ^  ,     С05  (И,  7))  =  -   --  ,      сов  (и,  <,) : 


{  |-  <389) 


причемъ 


»-*  №+№*{$ 


и  предполагается,  что  въ  частныя  производныя  подставлены  координаты 
данной  точки.  Двойной  знакъ  соотв-Ьтствуеть  тому  или  обратному  на- 
правлению нормали.  Въ  дальн'Ьйшемъ  мы  будемъ  разсматривать  то  на- 
правлеше  нормали,  которому  соотв-Ьтствуеть  знакъ  (н-),  и  называть  это 
направлеше  положительны мъ.  Прилагая  сказанное  къ  потенщальнымъ 
поверхностямъ  (383),  находимъ  прежде  всего,  что  по  формуламъ  (379) 

опред'Ьляетъ  величину  силы;  далЬе: 

С08  (и,  Ь)=  р  -^  =  р  =  соз  {1\  ;), 

СОН  (н,  7))  =  -    —  =  -  =  СОЗ  (Р,  7)),    1  (392) 

соз  (и,  ±)  =  р  ~щ  =  р  =  С08  (-Р.  <»Л 

т.  е.  направленге  силы  совпадаетъ  съ  положительнымъ  напра- 
влен1емъ  нормали  къ  потенгцальной  поверхности. 

III.  Чтобы  получить  величину  силы  въ  данной  точк-Ь,  нужно 
черезъ  эту  точку  и  точку,  къ  ней  безконечно-близкую,  про- 
вести потенщальныя  поверхности  и  найти  пред'Ьлъ  отноше- 
Н1я  разности  значен1й  потенциальной  функщи  для  этнхъдвухъ 
точекъ  къ  отрЬзку  проведенной  черезъ  данную  точку  нормали, 
заключенному  между  об'Ьими  поверхностями.  Если  черезъ  точки 
М  (&,  т],  ф  и  М'  (5  -ь  Д*,  т]  ч-  Дт),  ^  -ь  Д^)  проходить  потенщальныя 
поверхности 

Ц  =  А,     1]=А\ 

то  А'  —  А  опред'Ьляетъ  измЬнеше  потенщальной  функщи  при  переход* 
отъ  31  къ  ЪГ\  разлагая  его  по  строкЬ  Тейлора,  можно  написать: 


А!  — А 


д1! 


Д;  -+-    -  Дт)  -+-  -^  Д^  -ь  е, 
ОГ1  о<ъ 


гд'Ь  е  безконечно-малая  величина  не  ниже  второго  порядка  въ  сравненш 
съ  приращешями  координатъ,  а  следовательно  и   съ  разстояшемъ  Д/Л/ 
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ои  также  съ  вышеуказаннымъ  отрезкомъ  нормали.  Проведемъ  черезъ  М 
нормаль  къ  поверхности  (у!)  и  зам'Ьтимъ  отр'Ьзояъ  ЯШ  =  8  этой  нор- 
мали (фиг.  122).  Такъ  какъ  прямая  ММ'  им^еть  своими  проекщями  на 
осяхъ  координатъ  Д5,  Дт).  Д^,  то 

о  =  ММ'  соз  (ММЩ  =  М  соз  (и,  $) 

ч-  Атг]  соз  (м,  т])  -|-  А^  соз  (п,  С)  ^  П 

или,  по  формуламъ  (392): 

д11 


.        1    Ш  АС       дП  А         дП  АГ\ 


=  -  (А'-А-  •), 


откуда 


Р  = 


А  — А 


Фиг.  122. 


При  переход*  къ  пределу  посл-Ьдтй  членъ  исчезаетъ;  итакъ: 

А—А 
Ъ1  =  Игп  — х —  • 


Зд-Ьсь  предполагается,  что  А'  >  А. 

Посл-ЬднШ  результата  приводить  къ  следующему  наглядному  предста- 
влешю  относительно  распредЬлетя  величины  напряжешя  силы  въ  про- 
странстве. Представимъ  себе  рядъ  потенщальныхъ  поверхностей,  соот- 
вЪтствующихъ  равноотстоящимъ  значен1ямъ  переменной  А;  тогда  мы 
увндимъ,  что  сила  будетъ  больше  въ  такихъ  мЬстахъ,  где  потенщальныя 
поверхности  проходятъ  тЬсн'Ье. 

272.  Силовыя  лин'м*   При  изучеши  такихъ  силъ,   величины  и  напра- 
влен1я  которыхъ  зависять  отъ  положешй  точекъ  ихъ  приложешя,  весьма 
удобно  бываетъ  (особенно  въ  теорш  электричества)  разсматривать  линш, 
имеюпця   свойство,   что    въ    каждой 
точгЬ  такой  лиши  сила  къ  ней  каса- 
тельная. Такхя  лиши  называются  си- 
ловыми. Черезъ  всякую  точку  про- 
странства   проходить    такая    лишя. 
Чтобы  ее  определить,  построимъ  силу 
-К  приложенную   въ  точке  М  (фиг. 
123],  и   на  этомъ  векторе  возьмемъ 

безконечно-малый  отрезокъ  ММ'.  Построивъ  силу  I".  действующую  въ 
точке  М',  отложимъ  на  этомъ  второмъ  векторе  безконечно-малый  отре- 
зокъ М'М*  и  проведемъ  силу  Р\  действующую  въ  точке  М",  и  т.  д. 
Многоугольникъ  ММ'М"....  въ  предЬлЬ  и  обратится  въ  силовую  лишю, 


Фиг.  123. 
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проходящую   черезъ  точку  М.   Согласно   опред'Ьлешю,   данному  силовой 
лиши 

Й  =  §  =  $  (393) 

Эти  два  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнешя,  въ  которыхъ  Е. 
Н,  2  предполагаются  известными  фуякщяуи  координатъ,  и  опредЬляютъ 
всю  систему  силовыхъ  лиши.  Интегрироваше  этихъ  уравненШ  дало  бы 
дв-Ь  зависимости  между  координатами,  содержащ1я  дв*Ь  нроизвольныхъ 
постоянныхъ: 

*\  а  ть  с,  с,,  су  =  о,        *•,  (5,  ч,  ;,  С,,  С,)  =  О. 

Эти  постоянный  определятся,  если  будутъ  заданы  координаты  той 
точки,  черезъ  которую  проводится  силовая  лишя. 

Если  существуетъ  потенщальная  функщя.  то  уравнешя  (393)  прини- 
маютъ  видъ: 

(394) 


А*  __  йг{  _  <1ъ 


дП       дП        дГ 
6\        ~дт{         0± 

Такъ  какъ  зд'Ьсь  знаменатели  пропорциональны  косинусамъ  угловъ. 
образуемыхъ  нормалью  къ  потенщальной  поверхности  съ  осями  коорди- 
натъ (§  271),  то  силовыя  линш  пересЬкаютъ  вс*  эти  поверхности  орто- 
гонально. 

273.  Потенщальная  функщя  равнодействующей  силы.  Бели  на  матери- 
альную точку  д-Ьйствуютъ  несколько  силъ,  изъ  которыхъ  каждая  изЛеть 
нотенщальную  функщю,  то  и  равнодействующая  этихъ  силъ  обла- 
даетъ  потенцхальною  функцхею,  которая  равна  алгебраической 
сумм'Ь  потенгцальныхъ  функц1й  слагаемыхъ  силъ.  Это  видно  изъ 
с.тЬдующихъ  формулъ,  которыя  не  требуютъ  дальней шихъ  пояснешй: 


дГ. 

и      — .              * 

1_    д\   ' 

7^=2,+ 

*      -1-           ==  — - 1  -I -*  -1- 

д(Г,  +  Г2  -+-...). 

«К 

точно  такъ  же 

К„  = 

_  й(г/,  -+-  г/2-»- ...) 

л  =  -<Чг/«  ■*■  ^  ■+■•••) 
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т.  е.  равнодействующей  К  соотв^тствуеть  потенциальная  функщя 

Г=  Ь\  -+-  1\+  ...  (395) 

3.  256.  Составить  потенщальную  функщю  геометрически  постоянной 
силы  и  указать  систему  потенщальныхъ  поверхностей.  Отв.:  Если  А, 
Б.  С  слагаемый  этой  силы  по  осямъ  координатъ,  то 

V  =  А\  -+-  Вт\  ч-  ос 

Къ  этимъ  членамъ  можно  было  бы  прибавить  еще  произвольную  постоян- 
ную. Потенщальныя  поверхности — параллельныя  плоскости. 

3.  257.  Составить  потенщальную  функщю  силы  тяжести  действующей 
на  матергальную  точку  съ  массою  т,  въ  предположены,  что  ось  (С)  на- 
правлена вертикально  вверхъ,  и  написать  законъ  энергш.  Отв.:  Такъ 
какъ  Е  =  О,  Н  =  0,  2  =  —  тд,  то 

И  =  —  тд^  (396) 

Потенщальныя  поверхности — горизонтальныя  плоскости.  Законъ  энерйи: 

V2  =  V  -4-  2д  &  -  С).  (397) 

Эта  формула  показываетъ,  что  если  тяжелая  матергальная  точка  будетъ 
съ  данной  высоты  С0  бросаема  съ  тою  же  начальною  скоростью  г0  подъ 
разными  углами  къ  горизонту,  то  каждый  разъ  на  той  же  высогЬ  ^  она 
будетъ  прюбр'Ьтать  ту  же  скорость  ь\ 

3.  258.  Составить  потенщальную  функщю  силы  тяжести  и  написать 
законъ  энергш  въ  пред  пол  оженш,  что  ось  (О  направлена  вертикально 
внизъ.  Отв.: 

и=тдЪ  (398) 

*'  =  V  +  *9  (С  -  ь0).  (399) 

3.  259.  Доказать,  что  всякая  сила,  направленная  къ  постоянному 
центру  я  зависящая  только  отъ  разстояшя  матер1альной  точки  огь  этого 
центра,  им'Ьетъ  потенщальную  функщю,  и  найти  для  нея  выражеше. 
Р4ш.:  Пусть  будетъ  г.  разстояше  матер1альной  точки  отъ  центра  С.  д4й- 
ств1я  силы  Р{  и  по  формул*  (340): 

По  формуламъ  (341)  находимъ: 

-^  =  ±  кт,п  (г,  -  Ъ,)  -^-  -^  =_-  *  -^-  -  -^  -  (Ч  -  6,)  („  -  с,), 

-  =  ±  ь^  (,  -  с<)  ~^-  йт;  =  ±  -^-  -^  о,  -  6.)  и  -  с,) 
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Следовательно  первое  изъ  равенствъ  (387)  выполнено;  также  выполняются 
и  два  остальныя.  Далйе,  но  формуламъ  (341)  и  (378): 

ЛИ  =  ±  кт,т  Щ&.  [(6  —  а.)  й;  -+-  (т)  —  Ъ{)  ^  -+-  $  —  с{)  «ЙД- 

Дифферецироваше  формулы 

г<»  =  (Е  _  а,.)3  +  (Ч  -  6,)'  +  (С  -  с,)2 
*аегь  (6  _  ал)  й;  -ь  (т|  -  6,)  *,  -ь  (С  -  с,.)  Я  =  г,  Лу, 

й(/  =  ±  А*т,га  /"(г,)  йг,., 

откуда 

*7  =  ±  &т,м  /  />,)  йг,.  =  г±:  кт<т  <р  (г.)  -+-  С.  (400) 

Нужно  помнить,  что  въ  этой  формул*  верхшй  знакъ  удерживается  въ  слу- 
чай силы  отталкивательной,  а  нижнШ  въ  случай  силы  притягательной 
(8  254). 

Потенщальными  поверхностями  служатъ  концентричесыя  шаровыя  по- 
верхности, имйющш  своимъ  центромъ  точку  Сг 

3.  260.  Выразить  законъ  энергии  въ  полярныхъ  координатахъ  въ  слу- 
чай центральной  силы.  Отв.:  Въ  случай  центральной  силы  траектор1я 
плоская  (§  265);  взявъ  полярныя  координаты  въ  этой  плоскости,  полюсъ 
ихъ  въ  центрй  дййств1я  силы  и  принявъ  во  внимаше  выражен1е  скорости 
въ  полярныхъ  координатахъ  (§  96),  находимъ: 

($)'Мж)'-*,-,-щ  [*»-»*»  <«"> 

гдй  <р  Ср)  потенциальная  функщя. 

3.  261.  Составить  потенщальную  функщю  для  силы,  обратно  пропор- 

щональной  квадратамъ   разстоянШ  матерьальной  точки  отъ  постояннаго 

центра.  Отв.:  .  7 

^=^™,  (402) 

г. 

гдй  верхнШ  знакъ  относится  къ  силй  отталкивательной,  а  нижнШ  къ  силй 
притягательной. 

3.  262.  Определить  работу  отталкивательной  силы,  имеющей  потенпдаль- 
ную  функцдю  (402),  когда  матергальная  точка  изъ  разстояшя,  равнаго  единице, 
удаляется  въ  безконечность.  Отв.: 

т        гт       п  кш-пх        (      кт{т\ 

Ь  =  V  —  С'0  = ^ ^ ■+-)  =  кт<т. 

3.  263.  Планета  описываетъ  эллипсъ,  въ  фокусъ  котораго  находится  центръ 
притяжен1я.  Указать  положетя,  въ  которыхъ  скорость  планеты  одинакова,  п 
точки,  въ  которыхъ  она  наибольшая  и  наименьшая.  Отв.:  Скорость  одинакова 
вь  равныхъ  разстояншхъ  отъ  фокуса,  наибольшая  въ  вершинъ  эллипса,  бли- 
жайшей къ  центру  Д-ВЙСТВ1Я  силы  (перигелШ)  и  наименьшая  въ  другой  вер- 
шинъ (афелШ). 
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3.  284.  Составить  потенщальную  функщю  отталкивательной  или  притяга- 
тельной силы,  прямо  пропорциональной  первой  степени  разстоянш  отъ  центра 
С<.  Отв.: 

V  =  ±  —  кт^г?. 

3.  265.  Составить  потенщальную  функцио  и  определить  потенпДальныя  по- 
верхности для  равнодействующей  ж*  силы  тяжести  и  силы,  прямо  пропор- 
циональной разстоян!ю  матер!альной  точки  отъ  неподвижной  вертикальной 
пряной,  действующей  отталвивательнымъ  образомъ.  Р*Ьш.:  Ось  (С)  направимъ 
по  этой  прямой  вертикально  внизъ.  Для  силы  тяжести  по  формул*  (398)  им-Ьемъ: 

для  второй  силы  можно  написать: 

Е—кт1ш    Н  =  Ыт),    2  =  0. 
сН72  =  кт  (I  д\  ч-  7)  *г)), 

Г/ =  #,-+-17,. 
ПотенпДальныя  поверхности 

к  (Я2  ч-  7)а)  -ь  2#  С  =  пост. 

параболоиды  вращетя  съ  общею  вертикальною  осью. 

3.  266.  Составить  потенщальную  функщю  и  уравпешя  потенпДальныхъ  по- 
верхностей для  равнодействующей  двухъ  силъ,  притягивающихъ  матергаль- 
ную  точку  къ  двуиъ  неподвижнымъ  центрамъ  С,  и  (7,  обратно  пропорпдо- 
налъно  квадратамъ  разстояшй.  Отв.: 


V  —  км 


$*?)■ 


Уравнен1я  {7.=  пост.,  по  в  веде  в  ш  туда  коордипатъ  и  приведенш  къ  рапДо- 
нальному  виду,  будутъ  четвертаго  порядка. 

Аналитическое  выражете  импульса  силы  и  эакона 
количества  двиэвенш. 

274.  Обращаясь  къ  изсл*дованш  движешя  матерьальной  точки  при 
различныхъ  наиболее  важныхъ  частныхъ  предположешяхъ  относительно 
Д'Ьйствующихъ  силъ,  остановимся  прежде  всего  на  предположены,  что 
сила  зависитъ  только  отъ  времени: 

н  =  /;(о,   н  =  Д(о,   г  =  /;(<). 

Въ  этомъ  случа*  интегрировате  уравненШ  (350)  можетъ  выполняться  не- 
посредственно, и  поэтому  въ  теоретическомъ  отношенш  не  представляетъ 
никакихъ  затрудненШ.  На  практик*  такихъ  случаевъ  однакоже  не  встре- 
чается; но,  принимая  во  вниман1е  сказанное  въ  §  253  относительно  того, 
что  посредственно  всякую  силу  можно  разсматривать  какъ  функщю 
времени,  мы  приходимъ  зд^сь  къ  аналитическому  выражент  им- 

П.  Соиоиъ.  —  Основания  теорет.  механики.  16 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—  242  — 

пульса  силы  (глава  VI).  Уравнешя 

приводить  интегрировашемъ  въ  пред-влагь  отъ  *0  до  I  къ  зависиыостямъ: 
«К 


ш<й 


Л 


(XI 


«О 

«о 


(403) 


«о 

Интегралы,  стояние  во  вторыхъ  частяхъ,  можно  разсматривать  какъ 
проекщи  вектора  «Г,  который  мы  называли  (§  231)  конечнымъ  импуль- 
сомъ.  Уравнетя  (403)  представляютъ  аналитическую  форму  зависимости 
(313):  первый  части  ихъ  выражаютъ  проекщи  на  координатныхъ  осяхъ 
геометрической  разности  то  —  шу0.  Итакъ,  уравнешя  (403)  выражаютъ 
законъ  количества  движеюя.  Они  им4ютъ  приложете  при  аналити- 
ческомъ  изученш  д*йств1я  мгновенныхъ  силъ  йа  матер1альную  точку. 

Движете  матер!адьной  точки  при  дФйствш  геометри- 
чески постоянной  силы, 

275.  Уравнетя  движежя  точки  при  дЪйствш  силы  тяжести.  Сила  тя- 
жести представляетъ  собою  силу  геометрически  постоянную,  если  только 
разсматривать  движете  на  столь  неболыпомъ  пространств*  земной  по- 
верхности сравнительно  съ  земнымъ  радьусомъ,  чтобы  можно  было  не  при- 
нимать во  внимате  измЬнетя  географической  широты,  а  также  предпо- 
лагать, что  и  высота  двигающейся  точки  надъ  поверхностью  земли  изме- 
няется мало  сравнительно  съ  земнымъ  рад1усомъ  [см.  формулу  (305)]. 
Въ  дальнЬйшемъ,  разсматривая  движете  матергальной  точки  при  дВДствш 
геометрически  постоянной  силы,  мы  и  будемъ  имЬть  въ  виду  исключи- 
тельно силу  тяжести. 

Выберемъ  координатный  оси  слйдующимъ  образомъ:  начало  коорди- 
натъ  въ  начальномъ  положены  (*=0)  двигающейся  точки,  ось  (О  напра- 
вимъ  вертикально  вверхъ,  плоскость  (Щ  возьмемъ  такъ,  чтобы  въ  ней  на- 
ходилась начальная  скорость  V0;  уголъ  этой  скорости  съ  осью  ($)  озна- 
чимъ  черезъ  а.  Тогда: 

2  =  0,     Н  =  0,     Ъ  =  —  тд.  (404) 


*о  =  0,     7)0  =  0,     ^  =  0, 

(405) 

\  =  Г0  608  <*>       ^07)  =  °>       V  =  "о  31Н  а- 

(406) 
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Уравнения  динамики: 


Ихъ  можно  интегрировать  непосредственно: 

л-0»    л'-0»'    Ц-~91  +  с>- 

По  начальнымъ  условишъ  (406),  при  <  =  О,  имЬемъ: 

С4  =  »0  сое  а,     С„  =  0,     С,  =  г>0  вш  а ; 
такъ-что 

М=*"ша*     А=0'      А 


-у  =  г;0  С05  а,     ^-  =  0,     -^  =  —  д%  н-  |>0  зт  а. 


Интегрируя  вторично,  найдемъ: 

Полагая  зд'Ьсь  (  =  0  и  принимая  во  внимаше  начальный  услов1я  (405), 
заключаемъ,  что 

С4=0,     С5  =  0,     С6  =  0; 

л  поэтому  окончательно: 

5  =  1>0  соз  а .  /,     т)  =  0,     ^  =  —  -  д?  н-  я0  $м  в  .  /.  (407) 

276.  ИзслЪдоваже  полученныхъ  уравненШ.  Изсл'Ьдуемъ  движете,  выра- 
жаемое этими  уравнениями.  Второе  изъ  нихъ  показываетъ,  что  матер1аль- 
аая  точка  во  все  время  движешя  остается  въ  вертикальной  плоскости, 
содержащей  начальную  скорость.  Чтобы  найти  уравнеше  траекторш,  исклю- 
чимъ  %  изъ  перваго  и  третьяго  уравненШ: 

С  =  —       /    5     \*  +  1д%Х  (408) 

^0*  сов2  а  к       ' 

Эта  лин1я  второго  порядка  есть  парабола,  какъ  это  легко  вид-Ьть,  пере- 
неся всА  члены  уравнетя  въ  одну  часть  и  сравнивъ  его  съ  общимъ  ви- 
домъ  уравнетя  линш  второго  порядка: 

а?  -+-  в*ь  -+-  с;3  -+-  в\  -+-  -в;  -+-  ^  =  о; 

причемъ  въ  настоящемъ  случаЬ 

Б3  —  4.4С=0. 
Ось  параболы  (408)  вертикальна. 

ДальнАйнпе  вопросы,  относяпцеся  къ  настоящему  случаю  движешя, 
указаны  въ  нижеслйдующихъ  задачахъ. 

16* 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   244   — 

3.  267.  Найти  вершину  параболы  (408)  и  привести  ея  уравнеше  къ  про- 
стейшему виду.  Ръш.:  Вершина  определится  по  условно,  что  С  максимумъ. 
Это  дастъ:  „  а  -,  г 

51  =  ^«»2а,    С,  =  **>«. 

Переносомъ  начала  координатъ  въ  эту  точку  получаемъ: 

3.  268.  Опредълить  дальность  полета,  т.  е.  разстояте  матергальной  точки 
отъ  ея  начальнаго  положешя  въ  тотъ  моментъ,  когда  она  придетъ  на  перво- 
начальную горизонтальную  плоскость,  и  уголъ  от,  при  которомъ  дальность  по- 
лета, при  той  же  начальной  скорости,  наибольшая.  Отв.: 

Ь  =  ^  8ХП  2ос. 
Максимумъ  $,  при  а  =  -  • 

3.  269.  Опредълить  время  Т  всего  полета.  Отв.:  По  первой  изъ  форму лъ  (407) 

9 
3.  270.  Дана  цъль,  т.  е.  точка  (€„  С»),  черезъ  которую  должна  пройти  дви- 
гающаяся точка,  имъющая  данную  начальную  скорость  г?0.  Опредълить  уголъ  а. 
Ръш.:  Уравнеше  (408)  даетъ  для  опредълетя  угла  а: 

откуда,  въ  предълахъ  отъ  0  до  -^  ,   получаются  два  ръшешя  для  а.  Для  дей- 
ствительности ихъ  требуется,  чтобы 


Парабола 


(409) 


служить   границею   цълей,  достижимыхъ   при  данной   начальной  скорости  г0 
(фиг.  124).  Всъ  траектории  касаются  этой  границы. 


Фиг.  124. 

3.  271.  Даны  цъль  и  уголъ  а.  Опредълить  начальную  скорость. 
3.  272.  Опредълить  по  величинъ  и  по  направленно  импульсъ,  съ  которымъ 
матергальная  точка  попадаетъ  въ  данную  цъль,  когда  дано  VI). 
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3.  273.  Показать,  что  при  данномъ  г0  вершины  вс4хъ  параболъ  (409)  ле- 
жать на  эллипсЬ,  а  фокусы  ихъ  на  кругь. 

3.  274.  Матер1альная  точка  при  д-Ьйствш  постоянной  силы  описываетъ 
параболу,  проходящую  черезъ  четыре  данныхъ  точки.  Определить  направлеше 
силы.  Рйш.:  Нужно  выразить  коэффипДенты  въ  уравненш  параболы  по  коор- 
динатамъ  четырехъ  данныхъ  точекъ  и  определить  направлен!е  оси  параболы. 

Движете  матерюдьной  точки  при  дФйствш  силы,  прямо 
пропорщонадьной  разстояшямъ  точки  отъ  неподвижнаго 

центра. 

277.  Уравнешя  динамики  для  этого  случая.  Этотъ  случай  нграетъ  важ- 
ную роль  въ  механик*,  потому  что  къ  нему  относится  движете  матерь 
альныхъ  точекъ,  весьма  мало  отклоненныхъ  отъ  ихъ  положешй  равнов*- 
С1Я.  Въ  частности,  движете,  которое  мы  найдемъ,  окажется,  при  н*ко- 
торыхъ  условгяхъ,  гармоническимъ,  которое,  какъ  известно,  им*етъ  важ- 
ное значеше  при  изученш  колебательнаго  движетя  упругой  среды. 

Пусть  будетъ  сила 

Р=кг,  (410) 

гд*  г  разстояте  матер1альной  точки  отъ  центра  д*йств1я  силы.  Такъ 
какъ  всякая  притягательная  или  отталкивательная  сила  пропорщональна 
масс*  матер1альной  точки,  на  которую  она  д*йствуетъ,  то  можно  принять 

к  =  пщ,  (411) 

гд*  ц  сила,  действующая  на  единицу  массы  на  единиц*  разстоятя. 
Предполагая,  что  начало  координатъ  находится  въ  центр*  д*йств1я  силы, 
им*емъ: 

СОВ  (Г,    5)=гЬ^,      С08(Р,11)  =  +^,      соз(Р,  0  =  ^^ 

и,  согласно  съ  формулами  (341): 

Е  =  ±  пщ1,       Н  =  +  шоу!,       Ъ  =  ±  т(&\ 
а  потому  уравнешя  динамики  им*ютъ  видъ: 

*?  =  **'      7^"™     ;/?  =  **■  (412) 

гд*  верхнШ  знакъ  относится  къ  сил*  отгалкивательной,  а  нижшй  къ  сил* 
притягательной. 

278.  Общи  ходъ  интегрирования  уравнений  (412).  Зд*сь  является  бла- 
гопрхятное  обстоятельство,  что  каждое  изъ  уравяенШ  динамики  содержитъ 
только  одну  координату  и  можетъ  быть  поэтому  интегрируемо  отд*льно. 
Кром*  того,  такъ  какъ  сила  центральная,  то  траектор1я  плоская  (§  265). 
Взявъ  плоскость  ($тг))  въ  плоскости  движетя,  т.  е.  въ  плоскости,  содер- 
;кащей  центръ  д*йств1я  силы   и  начальную  скорость,   будемъ   постоянно 
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иыЬть  ?  =  0  и  можемъ  ограничиться  разсмотр'Ьтемъ  только  двугь  дру- 
гихъ  координатъ. 

ВсЬ  уравнешя  (412)  по  виду  тождественны;  поэтому  ограничимся 
интегрировашемъ  перваго  изъ  ннхъ.  Умноживъ  об*  его  части  на  2^> 
примешь  во  внимаше,  что 

<Р5 


2*  а, 


ЪЬ 


поэтому  интегрирован] е  даетъ: 

^  /  2Ы\  -+-  с  =  ^  </*а  -ь  а 


(5)'- 


По  начальнымъ  услов1ямъ: 


следовательно 


(3)'-* 


?  (53  -  V)- 


Отсюда:  м=Чг  _=  _Л=== ,  (413) 

1/^=±:^($2-е02) 

и  новымъ  интегрирован1емъ  можно  найти  окончательную  зависимость 
между  *  и  6.  Это  интегрировате  приводить  къ  различнымъ  результатамъ, 
смотря  по  знаку,  стоящему  передъ  д;  поэтому  мы  разсмотримъ  эти  два 
случая  отдельно. 

279.  Роль  двойного  знака  передъ  кориеиъ  въ  формул*  (413).  Въ  пер- 
вое время  послЬ  начальнаго  момента  скорость 

нм'Ьетъ  тотъ  же  знакъ,  какъ  и  г'0..  Мы  должны  удерживать  этотъ  знакъ. 
пока  подкоренное  выражеше  не  обратится  въ  нуль.  Въ  этотъ  моментъ 
слагаемая  скорости  по  оси  (I)  сделается  равною  нулю,  и  знакъ  можетъ 
перемениться  или  остаться  прежнимъ:  это  будетъ  зависать  отъ  того,  ка- 
кое направлеше  имеетъ  въ  этотъ  моментъ  сила;  потому  что  это  напра- 
влете  определить  для  слЬдующаго  загЬмъ  элемента  времени  направлеше 
геометрическаго  приращешя  скорости,  а  следовательно  и  знакъ  у  А:. 
Направлеше  же  силы  можно  определить,  зная  для  даннаго  момента  по- 
ложеие  двигающейся  точки.  Такимъ  образомъ,  для  окончательная  реше- 
Н1Я  вопроса  о  знакЬ  передъ  корнемъ,  нужно  иметь  уже  проинтегриро- 
ванный уравнен1я  движешя.  Въ  виду  этого  мы  будемъ  пока  удерживать  оба 
знака  передъ  корнемъ  и,  найдя  уже  интегралы  уравнешй  динамики,  по- 
ступать вышеуказаннымъ  образомъ.  Когда  знакъ  будетъ  выбранъ,  онъ 
удерживается  до  техъ  поръ,  пока  снова  подкоренное  выражеше  не  сде- 
лается равнымъ  нулю,  и  т.  д. 
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Приведенное  разсуждете  применимо  и  во  многихъ  другихъ  случаяхъ 
движешя. 

280.  Уравнен.я  движения  въ  случае  силы  отталкивательной.  Обращаясь 
теперь  къ  случаю,  когда  въ  формудЬ  (413)  передъ  д  стоить  положитель- 
ный знакъ,  т.  е.  когда  (§  254)  сила  отталкивательная,  для  простоты  по- 
ложимъ: 

^,-«У  =  9«;  (4») 

такъ  что  формула  (413)  даетъ: 

\/  чЗ  Уб*-+-о 
Определяя  этотъ  интегралъ  подстановкою  (си.  интегр.  исч.): 

)/?'+~а  =  !  +  «, 
находимъ: 

Г-7===  =  —  1д*  =  —  1д  (К?"^  -  %) 
1 


I  =  ±  -==  1д  (I/;2  ■+■  о  —  6)  ч  С. 
У ч 

Определяя  С  по  условш,  что  при  /  =  0  имъемъ  \  =  $0,  и  пользуясь 
зависимостью  (414),  получаемъ: 

'  =  ^"-  "7 =•    ^ 


^ 


Отсюда,  опять  принимая  во   внимате  зависимость  (414),   находимъ 
для  ?,  а  по  аналойи  и  для  *|,  слЬдуюшдя  выражешя: 


1  Г/  1  \     *У7«       /  1         \     *УТ«] 


(415) 


281.  Уравнен1я  движеЫя  въ  случаъ  силы  притягательной.  Если  сила 
притягательная,  то  въ  формул*  (413)  передъ  #  нужно  удержать  отрица- 
тельный знакъ,  и  тогда,  полагая  для  краткости 

V  ■+■  4**0  =  Ч<>\  (416) 

получаемъ: 

<=ч-  У      Г-/1-  +  С". 
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Известно,  что 


ш 


С   *   -  С    *\->_  - 


агс  згн  —  ; 
с 


поэтому 

I  =  г*з  — —  агс  эд'и  — к  С". 

Пользуясь  опять  услов1емъ,  что  Е  =  ;0  при  I  =  О,  получаемъ: 
1     /         .     \  .     50\ 

^д     \  С  С/ 

Опред'Ьлимъ  отсюда  Б: 

\  =  с  зги  (  агс  згп  -  °  =*-  У  </  О  • 
Принимая  во  внимаше,  что 

со$  I  агс  81п  -$  \  =  1/  1  -   «и*  I  агс  »п  —  1  =  -  |/с3  —  Е02 , 
а  также  зависимость  (416),  окончательно  находимъ: 


I  =  $0  С08  (|/  Ц1)±—   IV  81П   (V  Г/  О, 

V  ч     с 

т)  =  т)0  со*  (}/  ?  I)  ^  -^  г07]  5Ш  (У  ц  О, 


(417) 


гд"Ь  вторая  формула  присоединена  по  аналопи. 

282.  ИзслЪдоваже  обоихъ  результатовъ.  Сравнеше  формулъ  (415)  п 
(417)  показываетъ,  что  отталкивательная  и  притягательная  силы  даютъ 
существенно  различный  по  виду  движешя.  Въ  первомъ  случае  коорди- 
наты выражаются  показательными  функгиями,  и  матер1альная  точка 
съ  течешемъ  времени  удаляется  въ  безконечность.  Во  второмъ  случа* 
координаты  выражаются  першдическими  функщями,  которыя  всегда 
остаются  конечными.  Такъ  какъ  притомъ  I  везд*  входить  одинаковыми 
образомъ,  то  точка,  по  прошествш  н'Ькотораго  перюда  времени,  возвра- 
щается въ  прежнее  положеше.  Першдъ  оборота 

Для  опредЬлешя  траекторш  въ  движенш,  выражаемомъ  уравнешями 
(415),  т.  е.  для  исключешя  (  изъ  этихъ  уравненШ,  Опред'Ьлимъ  изъ  нихъ 

фуНКЩИ 


Ъ'фгеб  Ьу  СлООф1б 


—   249   —  §  282,  ф.  420. 

и  приравняемъ  нулю  произведете  полученныхъ  для  нихъ  выражений. 
Полагая  для  краткости 

,  1  _  л  1  _  ю 

°~*~\/^  г°6  _     "  Чо  ~*~  у^  *от)  —     п 

•  1  _  л  1  _  0 

находимъ  уравнешя  траекторш: 

{Вх\  -  АЛ)  (В%%  —  А9ц)  ■+-  (^  А  -  А^,)3  =  0.  (419) 

По  дискриминанте  лиши  второго  порядка  легко  вид-Ьть,  что  уравнешс  (419) 
при  всякихъ  значешяхъ  коэффипдентовъ,  т.  е.  при  всякихъ  начальныхъ 
услов1яхъ,  опредЬляетъ   гиперболу.  А  именно  эта  дискриминанта   зд'Ьсь 

(В1А2  -+-  АхВйУ  —  \А,А2В^  =  (АгВ,  —  А2Вгу 

всегда  положительная.  Отсутств1е  въ  уравненш  (419)  членовъ  перваго 
порядка  относительно  координатъ  показываетъ,  что  центръ  гиперболы  на- 
ходится въ  начал*  координатъ,  т.  е.  въ  центр*  дййствш  силы. 

Для  опред-Ьленш  траекторш  въ  случа*  д,Ьйств1Я  притягательной  силы 
опред-Ьлимъ  изъ  уравненШ  (417)  со$  ()/(/*)  и  $гп(\/д1)  и  приравняемъ 
сумму  ихъ  квадратовъ  единиц*.  Это  даетъ: 

9  (ч0*  —  ЪЪ)2  ■+-  (»оцЕ  —  ьцо(ПУ  —  &Рщ  —  Чо^)я  =  О       (420) 

уравнеше  эллипса,  какъ  это  легко  видеть  опять  по  дискриминант*  линШ 
второго  порядка.  Центръ  эллипса  находится  въ  центр*  д*йств1я  силы. 

Посл*дняго  рода  движете  называется  гармоническимъ.  Его  можно 
выразить  проще,  положивъ: 

$0  =  I,  С08  Рп        —  ^  =  I,  81П  р„ 


1 


ъ  =  и С08  ?21    т/=  1!от|=  к  «я  ?2; 


тогда  ._  ._ 

6  =  11а»(К?«ч-Р1),    ч  =  ^«иО/^-нр,). 

3.  275.  При  какой  начальной  скорости  гармоническое  движете  будетъ  со- 
вершаться по  кругу?  Отв.:  Она  определится  изъ  условШ 

в^о3  -+"  Чч\    —  Ч%?  -+-  »о>3.    *о$  «от]  -+"  «ЕоЧо  =  0. 

3.  276.  Определить  коэффищентъ  дЬйств1я  такой  притягательной  силы,  что- 
бы колебаше  въ  гармоническомъ  движеши  совершалось  въ  одну  секунду. 
Отв.:   (I  —  ±т?. 

3.  277.  При  вакихъ  условгяхъ  движенья,  выражаемый  уравнен!ями  (415)  или 
(417),  будутъ  прямолинейныя?  Отв.:  При 
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т.  е.  при  условш,  чтобы  начальная  скорость  имйла  паправлеше  прямой,  соеди- 
няющей начальное  положете  матер1альной  точки  съ  центромъ  д*Ьйств1я  силы. 
3.  278.  Въ  случай  прямолинейнаго  гармони ческаго  движен1я  какова  должна 
быть  начальная  скорость,  чтобы  точка,  находясь  въ  начальный  моментъ  въ 
своемъ  среднемъ  положеши,  совершала  колебаше  съ  данною  амплитудою  21. 
Отв.:    V0  =  \/^^. 

Движете  матер1адьной  точки  при  дФйствш  силы,  обратно 
пропорциональной  квадратамъ  разстоятй  отъ  неподвиж- 

наго  центра. 

283.  Первые  интегралы  этого  движет  я.  При  опредйлети  этого  дви- 
жешя  мы  воспользуемся  уже  найденными  раньше  общими  интегралами, 
выражающими  законъ  площадей  (§§  264  и  265)  и  законъ  энергш  (§  267). 
Мы  знаемъ,  что  эти  законы  въ  данномъ  случай  примЪнимы,  потому-что 
сила  центральная,  и  для  нея  кромй  того  существуетъ  потенщальная  функщя. 
Зная,  что  движете  должно  происходить  въ  постоянной  плоскости,  содер- 
жащей цёнтръ  дЬйств1я  силы  и  начальную  скорость,  можно  ограничиться 
разсмотр'Ьшемъ  только  двухъ  координатъ.  Въ  настоящемъ  случай  удобнее 
всего  воспользоваться  полярными  координатами,  взявъ  при  этомъ  полюсъ 
въ  центре  д*Ьйств1я  силы.  У  насъ  уже  имеются  выражетя  въ  полярныхъ 
координатахъ  обоихъ  законовъ:  формулы  (373)  и  (401).  Въ  последней 
изъ  нихъ  нужно  только  принять  для  II  формулу  (402)  и  въ  ней  положить 
г,.  =  р.  Кром'Ь  того  положимъ  для  простоты 

т.  =  1,     —  =  с. 

1  т 

Итакъ  им-Ьемъ  сл-Ьдуюпця  исходный  уравнешя,  являюпцяся  уже  интегра- 
лами по  отношенш  къ  первоначальнымъ  уравнешямъ  динамики: 

284.  Интегрироваже  предыдущихъ  уравнен  ж.  Для  опред-Ьлешя  рад1уса 
вектора  въ  функщи  времени,  исключимъ  изъ  предыдущихъ  уравнешй 
производную  &  по  (.  Полагая  для  краткости 

^  -  V  =  Ь,  (423) 

Ро 


находимъ: 


Отсюда 


(11  =  ±  —     ■    ^--  -       •  (425) 


"-7 


V* 
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§  284,  ф.  426. 


Интегрировате  этого  уравнешя,  котораго  мы  не  будемъ  впрочемъ  про- 
изводить, дало  бы  намъ  I  въ  функцш  р,  а  следовательно  и  обратно, 
Р  въ  функцш  I. 

Другую  координату  можно  выразить  въ  функцш  I,  если  знать  зави- 
симость между  обеими  координатами.  Для  отыскашя  этой  зависимости, 
т.  е.  для  опредЬлешя  траекторш,  поставимъ  въ  уравненш  (425)  вместо 
Л  по  формул*  (421) 


Л. 


ЛЬ. 


Это  даетъ  дифференщальную  зависимость  между  координатами: 

сЛр 

с* 
7 


М 


!/мг;г 


(426) 


Для  интегрирования  ея  преобразуемъ  подкоренное  выражеше  схЬдующимъ 
образомъ: 

2*  _  к  —  -  —  -  —  к  —  ( -  —  - \* 
Р  р2  ~~  с3  \?       с) 


Ас8 


с 


С--к 


1  — 


Введя  новую  переменную 


можно  написать: 


У,  ]/&  —  кс*/_ 


<ГО  =  -г- 


-  -  к 
Ли 


VI  — и* 


откуда,  интегрируя,  находимъ: 

в  =  гь  агс  соз  и  -+-  а  =  г  «г  агс  соз 


-  к 


Укл—кс* 

гд^  а  произвольная  постоянная.  Определяя  отсюда 

с2 


Р  = 


1 


V7"- 


Лс3  /А  ч 


получаемъ  въ  полярныхъ  координатахъ  уравнеше  лиши  второго  порядка. 
Итакъ,  матер1альная  точка,  притягиваемая  неподвижнымъ  цент- 
ромъсъ  силою,  обратно  пропорцхональною  квадратамъ  разстоя- 
Н1й,  описываетъ  коническое  с4чен1е. 


01дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


—   252  — 

285.  Изсл%дован1е  траекторм.  Въ  аналитической  геометрш  показы- 
вается, что  если  полюсъ  полярныхъ  координатъ  взять  въ  фокус*  кони- 
ческаго  сЬчетя  и  направить  полярную  ось  къ  ближайшей  вершин*,  то 
уравнеше  кривой  имйеть  видъ: 

Р 


Р  = 


е  созЪ* 


гд*  р  полу-параметръ,  а  е  эксцентриситетъ.  Сравнивая  это  уравнеше  съ 
(427),  мы  видимъ,  что  если  взятую  нами  пока  произвольно  ось  полярныхъ 
координатъ  повернуть  на  уголъ  а,  то  она  пройдетъ  черезъ  вершину;  дал*Ье 

с2 

Известно,  что  для  эллипса  е<  1,  для  параболы  е=  1  и  для  гипер- 
болы е>1;  въ  нашемъ  случай  этому  соответствуют^  иредположен1я:  А>0, 
к  =  о,  к  <  0.  Формула  же  (423)  показываетъ,  что  эти  случаи,  при  дан- 
номъ  р0,  зависятъ  отъ  величины  начальной  скорости;  т.  е.  точка  описы- 
ваетъ  эллипсъ,  параболу  или  гиперболу  въ  зависимости  отъ  того,  бу- 
детъ  ли  V0*  меньше,  равно  или  больше  отношешя  2к  къ  р0. 

286.  Приложеже  предыдущаго  къ  движен1ямъ  при  нЪкоторыхъ  другихъ 
занонахъ  дЪйств1я  центральной  силы.  Указанный  выше  способъ  рЪшенхя 
уравненШ  (421)  и  (422)  можетъ  быть  примгЬненъ  и  въ  томъ  случае,  когда 
центральная  сила  действу етъ  по  какому-либо  иному  закону  въ  функщи 
разстоян1я;  только  не  всегда  получится  рйшеше  въ  конечномъ  вид*.  Мы 
разсмотримъ  этотъ  бол*е  общШ  вопросъ,  чтобы  указать  одинъ  полезный 
пр1емъ  (Больцманъ),  иногда  позволяющШ,  когда  известно  одно  движете 
матер1альной  точки,  судить  о  нйкоторомъ  другомъ  ея  движенш. 

Уравнете  (421).  при  дЪйствш  всякой  центральной  силы,  остается 
безъ  изм'Ьнешя;  вместо  же  уравнешя  (422)  мы  должны  взять  бол'Ье 
общее  (401): 

Ш'-*-  р2  (§)=  ^  ^  2  (Ц-  ^  =  2  {П  "*"  *>'  (428) 

гд*  положено  V  —  2Л0  =  2А.  (429) 

Зд'Ьсь  и  предполагается   какою-нибудь  •  функщею   отъ   р.  Исключая   изъ 

уравненШ  (421)  и  (428)  производную  &  по  I,  находимъ  зависимость  между 

/ир: 

Я=  +  -—Л^-===.  (430) 

1/2  (СГ-4-  А1  р2  —  с2' 

подставляя  сюда,  для  опред'Ьлешя  траекторш,  изъ  уравнешя  (421): 

ЛЬ  =  ^  г/в, 
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находимы  аъ=-+- —^ (431) 

Предположимъ  теперь,  что  действующая  сила  слагается  изъ  двухъ,  им4ю- 
щнхъ  общШ  центръ  д4йств1я,  изъ  которыхъ  одна  выражается  какою- 
нибудь  функц1ею  /*(р)  разстояшя,  а  другая  обратно  пропорщо- 
нальна  третьей  степени  разстояюя,  т.  е. 

причемъ  для  простоты  принято  ж  =  1.  Полагая 

и!гЬемъ:  , 

(7=±9{?)+—.  (432) 

Верхшй  знакъ  соотв4тствуетъ  силамъ  отталкивательнымъ,  а  нижнШ  — 
притягательнымъ.  Подставляя  выражеш'е  (432)  въ  уравнеше  (431),  на- 
ходи мъ: 

аь  =  ±  —===*й= .  (4зз) 

Р  V  29  (р)  ра  -+-  2Ьра  —  (с2  ±  *) 

Сравнимъ  траекторш  въ  этомъ  движенш  съ  траектор1ею  въ  другомъ  дви- 
женш, въ  которомъ  д^йствуеть  сила 

*"  =  /Чр), 

предполагая  при  этомъ,  что  постоянная  к  (429)  взята  тажс  какъ  превде, 
а  для  иостояннаго  с  въ  уравненш  (421)  принято  новое  значеше 

с'  =  \/?~±~к. 

Если  означить  черезъ  0'  уголъ,  соответствующей  тому  же  значе- 
нию р,  какъ  въ  первоначальномъ  движенш,  то  по  формул*  (431): 

Л>'=±      , *Л ==^      , УШ^==.    (434) 

р  V  2ф  (р)  ра  -I-  2Лра  —  с'3  р  |/2<р  (р)  р2  -»-  2Лр8 — («*=!=  4) 

Сравнеше  съ  (433)  даетъ: 

\Ус*+к     )  р|/2ф(р)р3-н2АРг-(С2^:Л) 

Отсюда  заключаемъ,  что  если  углы  див'  отсчитывать  оть  одной  и  той 
же  оси,  то  при  одинаковыхъ  р: 

_С Ь1  =  Ь.  (435) 

Ус2±к 
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Этотъ  результата  позволяетъ,  если  известна  траектор1Я  второго  движем 

(434),  построить  по  точкамъ  траек- 
торий перваго  движен1я  сгЬдующимъ 
простымъ  способомъ:  проведя  век- 
торъ  р  подъ  угломъ  &'  къ  точи 
траекторш  (434),  нужно  повернуть 
этотъ  векторъ,  безъ  изм-Ьнешя  его 
длины  такъ,  чтобы  его  уголъ  9  съ 
осью  полярныхъ  координата  опреде- 
лялся формулою  (435).  Такимъ  обра- 
зомъ,  изменяя  различный  значешя 
угла  9'  постоянно  въ  одномъ  и  томъ 
же  отношенш,  опред'Ьляемомъ  коэф- 
фищентомъ  въ  формул*  (435),  можно 

построить  какое-угодно  число  точекъ  траекторш  (433).   Разсмотрнмъ  й- 


Фиг.  125. 


Фиг.  126. 

сколько  случаевъ. 

1)  I1'  =  Г(?)  =  О, 

т.  е.  во  второмъ  движенш  сила  не  дЭДствуетъ,  и  траектор1я  прямая  ли- 
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шя.  Указанное  построение  даетъ  траекторш  (фиг.  125)  въ  движенш  при 
дЗДствш  силы 


Р=  + 


Р4' 


Проведенный  на  чертеж* 
лиши  соответствуют 
различнымъ  значен1ямъ 
коэффищента 

п  =        * ,       (436) 

причемъ   для    оттадкива- 
тельной  силы  я<1,  а  для 
притягательной  я>1. 
V 
2)  *'  =  -?. 

что  соотвЪтствуетъ  движе- 
нш по  коническому  сЬче- 
Н1ю  при  Д'ЬЙСТВШ  силы 
всетрнаго  тягогЬтя.  Ука- 
занное построение  даетъ 
траекторш  (фиг.  126)  при 

Д'ЬЙСТВШ  силы 

з)  ра     р8 

Г  =  -+-  &'Р, 

что  соотв*тствуетъ  движенш,  разсмотр'Ьнному  въ  §§  277 — 282  въ  случае 
силы  отталкивательной.  То  же  построете  даетъ  траекторш  (фиг.  127) 
въ  движети  при  д'Ьйствш  силы 

Р  =  Щ  ±  -*  . 
Р3 
ВсЬ  эти  траекторш  имЬютъ  ассимптоты. 

Движете  хатершльной  точки  въ  сопротивляющейся 
сред*  при  отс7тств!и  другихъ  сидъ. 

287.  Предварительный  соображемя.  Этотъ  случай  движенгя  можетъ 
им&ть  реальное  значеше,  когда  двигающееся  гЬло  находится,  наприм*Ьръ, 
въ  жидкости,  плотность  которой  равна  плотности  тЬла,  и  следовательно 
в'Ьсъ  гЬла  уничтожается  гидростатическою  частью  давдешя  жидкости  1). 


Фиг.  127. 


')  При  движенш  твла  полное  давлете  жидкости  не  есть  гидростатическое, 
а  гидродинамическое,  зависящее  не  только  отъ  внбшнихъ  силъ,  но  и  отъ  ско- 
рости движешя  самой  жидкости  (см.  гидродинамику,  глава  XXIII). 
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Силы,  изм'Ьряюшдя  сопротивлете  среды,  были  разсмотр'Ьны  въ  §  255;  мы 
остановимся  на  двухъ  случаяхъ:  когда  сопротивлеше  среды  пропорцио- 
нально первой  степени  скорости  и  когда  оно  пропорционально  квадрату 
скорости.  Къ  первому  случаю  приближается  движете  шарика,  которому 
была  сообщена  поступательная  скорость  въ  вязкой  жидкости.  Движете  же, 
соответствующее  второму  случаю,  совершаетъ  шарикъ  въ  жидкости,  отли- 
чающейся достаточною  подвижностью. 

288.  Случай,  когда 

д  =  аю.  (437) 

Пусть  будетъ  г>0  начальная  скорость;  движете  происходить  постоянно  по 
ея  направленно,  потому-что  сопротивлете,  действуя  прямо  противупо- 
ложно  скорости  (§  255),  не  можетъ  изменить  ея  направлетя.  Возьмемъ 
ось  (Б)  по  направление  г0,  а  начало  координатъ  въ  начальномъ  положенш 
точки  (при  I  =  0);  въ  этомъ  случае  координата  6  будетъ  определять  со- 
бою пройденный  путь.  Теперь 

поэтому  йг 

ж  _    =  —  аь\  (438) 


Отсюда 

По  начальнымъ  услов1ямъ 

следовательно 

откуда 


Л1 


(  = / н  С.  = \дъ  -+-  С,. 

а  ^     V  1  а  1 


О  =  -  —  1д%-+  Сх\ 

(л 


т        V 
1  = 1д  — 


й1 
"  =  -%  =  ** 


%  =  г0  Се    «  '  й%  ~н  С2  =  -  ^  Г* ' 


(439) 


По  начальнымъ  услов1ямъ 


С  =-т-° 
3         а 


а  поэтому  окончательно: 


6=  ™г°(1  —е    -').  (440) 

а 


Формула  (439)  показываетъ,  что  хотя  скорость  постоянно  убываетъ, 
но  движете  продолжается  безконечно-долго,  такъ  какъ  только  при  *=сс 
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скорость  V  =  0.  Т4мъ  не  мен4е,  какъ  показываете»  формула  (440),  точка 
проходить  лишь  конечный  путь;  а  именно,  при  *=оо 

1  а 

Эта  формула  можетъ  служить  для  определены  изъ  опытовъ  коэффищента  а, 
такъ  какъ  фактически  движете  перестаетъ  быть  замЬтнымъ  уже  по  про- 
шествии конечнаго  промежутка  времени. 

289.  Второй  случай,  когда 

(1  =  Ъ»\  (441) 

Легко  видеть,  что  опять  движете  будетъ  прямолинейное.  Возьмемъ  прежнюю 

координатную  ось  и  прежтя  начальный  услов1я.  Для  определены  движе- 

шя  изгЬемъ:  л* 

т  —  =  —  Ы\  (442) 

откуда  п 

Пользуясь  начальными  услов1ями,  находимъ: 


1-  ь  и    V,)' 


"О/ 

отсюда  ,, 


А        1  +  *й| 
т 

Интегрируя  и  определяя  произвольную  постоянную  по  начальнымъ  усло- 
вьямъ,  получаемы 

Существенное  отлич1е  этого  случая  движешя  отъ  перваго  состоитъ  въ 
томъ,  что  теперь  пройденный  путь  съ  возрасташемъ  I  возрастаете  без- 
предЪльно. 

3  279.  Шарикъ,  въсящШ  30  грамиовъ,  падаетъ  съ  высоты  въ  10  метровъ 
въ  вязкую  жидкость,  плотность  которой  равна  илотности  шарика,  и  остана- 
вливается, пройдя  въ  ней  10  сантииетровъ.  Определить  коэффипдентъ  сопро- 
тивлен1я  среды,  пренебрегая  при  этомъ  сопротивлешемъ  воздуха  во  время  па- 

ден1я.  Отв.: 

301/2.981.1000       лапа 

Движете  матерхальной  точки  въ  сопротивляющейся 
сред*  (въ  воздух*)  при  д4йств!и  силы  тяжести. 

290.  Вертикальное  движен!е.  Для  того,  чтобы  движете  было  верти- 
кальное, нужно  предположить,  что  и  начальная  скорость  ивгЬетъ  верти- 
кальное направлеше:  иначе,  сила  тяжести  изменяла  бы  направлете  ско- 
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рости  и  движете  не  было  бы  прямолинейнымъ.  Мы  разсмотримъ  два 
случая:  когда  матергальной  точки  сообщена  начальная  скорость  верти- 
кально вверхъ  и  когда  она  падаетъ  внизъ,  выходя  изъ  состояшя  покоя. 
Сопротивлете  среды  будемъ  предполагать  пропорщональнымъ  квадрату 
скорости,  такъ  какъ  эта  гипотеза  соотв4тствуетъ  довольно  близко  движе- 
нш,  наиболее  интересному  въ  практическомъ  отношенш  —  движенш  въ 
воздух*.  Случай  подъема  и  случай  падетя  мы  разсмотримъ  отдельно,  по- 
тому-что  эти  движенш  выражаются,  какъ  мы  увидимъ,  функщями  различ- 
ная вида.  Это  объясняется  гЬмъ,  что  въ  первомъ  случай  сопротивлете 
воздуха  и  сила  тяжести  д-Ьйствують  въ  одну  и  ту  же  сторону,  а  во  вто- 
ромъ  случай  въ  стороны  противуположныя  *). 

291.  Случай  подъема.   Направимъ  ось  (ф  вертикально  вверхъ  и  на- 
чало координатъ  возьмемъ  въ  начальномъ  положеши  точки.  Тогда 

М  ~  *'      а?  ~  Л1  ' 
и  уравнеше  динамики  имйетъ  видъ: 

т  -=-  =  —  Ъъ*  —  та 
аь 

или  дю 

™=—д(1+Ю)ч  (444) 

ГД'Ь  ^  =  1,  (445) 

тд 

величина  всегда  положительная.  Интегрироваше  даетъ: 

=  —  -=—.  агсЬд  {Ы)  -н  Сх . 
кд 


По  начальнымъ  условшмъ: 


такъ  что 


О  =  —  у  агс1д  (Ь0)  -+-  С„ 

I  =  -  —  [агс1д  (йг>0)  —  агс(д  (Щ].  (446) 

кд 


°ТСЮДа  1         г  I    ч        ,   .-,         1    Ъъ  —  1д(кд1) 


=  1     Г* 


**о  —  Ф  (*У<)  ^   ,    г 


1)  Результаты  обоихъ  случаевъ  (§§  291  и  292)  можно  было  бы  сблизить 
между  собою,  пользуясь  известными  преобразовашями  круговыхъ  функхцб 
въ  мнимы  я  логариемическ1я  или  обратно. 
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Очевиднымъ  преобразовашемъ  отсюда  находимы 

г  _    1     /*Ь0  соз  (кд1)  —  згп  (кд1)  л  +  с 
к   ]    А.т0  зт  (ку1)  ~+-  соя  (А#/)  2 

_  _1_   Г  Д  [Ь0  81п  (кд()  ч-  соа  (Аур]  _^_  ^ 
А;2<7  /     Ат0  $гп  (кд1)  ч-  соя  (АуО  а 

-=  -=5-  ^  [Ат0  *ш  (Ар*)  -н  соз  (А#0]  -н  Са. 

По  начальнымъ  условхямъ  (I  =  О,  ?  =  О)  им*емъ  С2  =  0.  Итакъ 

$  =  А-1д  \Ъ0  згп  (кд1)  н-  соз  {кдЬ)\  (447) 

Дм  и  получилась  перюдическая  функщя:  при  изменены  I  на  величину 

А# 

получается  для  С  прежнее  значете,  —  результатъ,  очевидно  не  соотвЬт- 
ствуюпцй  характеру  движешя.  Онъ  могъ  явиться  только  всл1детв1е  того, 
что  для  сопротивлешя  не  быль  взять  точный  законъ,  который  намъ  и 
неизв'Ьстенъ,  а  былъ  принять  приближенный,  эмпирически  законъ.  Это 
не  м-Ьшаетъ  однако  же  найденной  формул*  съ  изв4стнымъ  приближенгемъ 
выражать  действительно  происходящее  движете;  перюдичность  же  зд-Ьсь 
фактически  никакой  роли  не  играетъ,  потому  что  движете  оканчивается 
гораздо  раньше,  ч*мъ  I  изменится  на  ц*лый  перюдъ.  Въ  самомъ  дЬл*. 
подъемъ  точки  прекратится  въ  моментъ  1^  когда  скорость  обратится  въ 
нуль;  но  формула  (446)  показываетъ,  что 

'1  =  -^  ™лд  (Ь0),  (448) 

причемъ  для  1Х  очевидно  нужно  взять  наименьшее  положительное  значе- 
те арктангенса.  Такъ  какъ  »0  конечная,  то 


и  следовательно 


агс1д  (Ь0)  <  |- 


Легко  также  видЪть,  что  выражеше  (447)  ве  успЪваетъ  до  окончашя 
движешя  сделаться  мнимымъ. 

292.  Случай  падежя.  Пусть  будетъ  К  начальная  высота  точки  на  оси 
(>)  надъ  горизонтальною  плоскостью  {Ь\).  Начальную  скорость  будемъ 
считать  равною  нулю.  Въ  первый  элементъ  времени  сила  тяжести  при- 
ведешь точку  въ  движете  по  направлетю  вертикально  внизъ  и  вызоветъ 
сопротивлеше  воздуха  по  направленш  вертикально  вверхъ;  такимъ  обра- 

17* 
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зомъ,  не  будетъ  причины,  по  которой  движете  точки  отклонялось  бы  отъ 
вертикальна™  направлены.  Теперь 

<%>  __      й2С  Ж? 

п  уравяетя  движешя: 


Л1  *'      Л2-        ЛЬ ' 


—  т  -т-  =  —  тд  -+-  1ю2 

или 

*  =  у  (1  -  *■*>),  (449) 

причемъ  А:  имгЬетъ  прежнее  значете  (445).  Отсюда 

Принимая  во  внимаше,  что 

С     Ли  1     Г/      I  1     \    ,  1   ,     1+« 

}  Г- «»  =  а,/  1т^  +  1=5/  аи  =  2  &  Г-«' 
находимы  1         ^ 

2  *#        1  —  Ь 

С,  =  О  по  начальному  условно,  что  при  I  =  О  и  г?  =  О. 
Изъ  уравнение  (450): 

(К        1   е2*"  — 1 


<Й         А:  е**»«  -+-  1 


(45П 


По  начальнымъ  условшмъ  имгЬемъ: 
поэтому  пройденный  путь  определяется  формулою 

*-:  =  -^-<»  —  ?■-•  «•■-' 

Отлич1е  этого  движетя  отъ  паден1я  при  дЬйствш  только  одной  силы 
тяжести  состоять  въ  томъ,  что  скорость  не  возрастаете  безпред'Ьльно,  а 
стремится  къ  конечному  предЬлу;  по  формуламъ  (451)  и  445): 

г     г  \  1    7-      I1  -е~Щ1\  1        л/щ 
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293.  Сравнеже  результатов!»,  лолученныхъ  для  обоихъ  движеш'й,  и 
опредЬлеме  кеэффищента  сопротивлемя  среды.  Известно,  что  въ  безвоз- 
душномъ  пространств*  гЬло,  брошенное  вертикально  вверхъ.  возвращается 
въ  начальное  положеше  съ  тою  же  скоростью  (см.  зад.  257);  въ  случа* 
же  д*йств1я  сопротивлен1я  среды  скорость  паденш  V1  меньше  начальной 
скорости  подъема  г0.  Это  объясняется  двумя  причинами:  1)  подъемъ  про- 
исходить, при  той  же  начальной  скорости,  на  меньшую  высоту  ч*мъ  въ 
безвоздушномъ  пространств*  всл*дств1е  того,  что  сопротивлея1е  воздуха 
содМствуетъ  сил*  тяжести,  уменьшающей  скорость;  поэтому  скорость  па- 
ден1я  была  бы  меньше  даже  и  въ  томъ  случа*,  если  бы  оно  происходило 
въ  безвоздушномъ  пространств*;  2)  при  паденш  возрасташе  скорости 
замедляется  сояротивлешемъ  воздуха.  Опред*лимъ  отношеше  скоростей 
г,  и  я0.  Для  этого  удобно  вм*сто  I  за  независимую  переменную  взять  ь- 
Интегрироваше  будемъ  вести  параллельно  для  обоихъ  случаевъ: 


Для  подъема: 

Лс дя  (К*  _      йг; 

ЛЬ       й^    Л1  (И& 


Для  ладешя: 

(IV  (IV    сР^ 


йь 


01 


й^  М  <К* 


_        1    Г     «й 


2Рд 


1д(1-ь  №)  -+-  Сг 


<й> 


^  =  1^(1-^4'); 


1д 


1- 


-*ч* 


*  —  2к"д   а   1-ьйЧа 
Для  ц-Ьлаго  подъема 
1 


Н  = 


2к*д 


1д(1-*-к\*).  (453) 


»^=  — 0(1  — *^»), 
д^\  —  кЧ*         ' 

С/  =  к; 


1 


=  7йГг-^(1 


С'. 


*-?  =  ■ 


■щЫ1-**). 


Для  ц*лаго  падетя 


к=  — 


^-1д(1-к\*).(АЫ) 


Ддя  матерхальной  точки,   брошенной  вверхъ  и   упавшей  на  прежнее 
м*сто:  Н  =  к;  поэтому 

19  (1  +  кЧ*)  =  -1д{1-  к\>)  =  1д  }_^2 , 
откуда 


1/Г 


*Ч" 


(455) 


Если  изъ  опытовъ  будугь  опред*лены:  начальная  скорость  г0  и  сумма 
временъ  10  =  1г  -ь  (2  подъема  и  падетя,  то  можно,  пользуясь  последнею 
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формулою,  вычислить  коэффищентъ  сопротивленш  воздуха.  А  именно,  по 
формуламъ  (448)  н  (450)  получаемъ: 


'п  ~  кд 


агс(д  г0 


1  .    И-А-1-,1 


трансцендентное  уравнеше,  изъ  котораго,  поел*  подстановки  туда  выра- 
жены (455)  для  1?п  можетъ  быть  вычислено  к  путемъ  приближенШ. 

3.  280  Разность  въ  высот*  подъема  тъла,  въеящаго  1  граммъ,  въ  безвоз- 
душномъ  пространств*  и  въ  воздухъ,  цри  начальной  скорости  въ  10  метровъ 
въ  секунду,  составляетъ  0,4  метра.  Вычислить  приближенно  коэффипДентъ  со- 
противлешя  воздуха.  Р*ш.:  Для  высоты  подъема  въ  безвоздушномъ  про- 
странствъ  имъемъ  формулу  V^^  =  2рН',  а  въ  воздухъ — формулу  (453).  По  усло- 
в1ю  задачи  Н'  —  В.  =  0,4  метра.  Для  вычислешя  к  можно  разложить  лога- 
ривмъ  въ  формулъ  (453)  по  строкЬ  Маклорена,  такъ  какъ  напередъ  можно  ви- 
деть, что  къ0  меньше  единицы,  и  ограничиться  первыми  двумя  членами;  тогда 

_3       4*  (Н'  -  Н)        .  „ 

*3  = —< ,      Ъ  =  тдк*. 

3  281 .  Коэффищентъ  сопротивлетя  воздуха  Ъ  =  0,01.  Сколько  вЪсило 
тъло,  если  оно,  будучи  брошепо  вверхъ  со  скоростью  въ  10  метровъ,  возвра- 
щается назадъ  со  скоростью,  въ  полтора  раза  меньшею.  Отв.:  См.  формулы 
(445)  и  (455).  Чтобы  определить,  въ  какихъ  единицахъ  получается  ответь, 
нужно  еще  принять  во  внимаше,  что  $  есть  сила,  а  потому  по  формуле  (441  > 
коэффищентъ  Ь  величина  не  отвлеченная,  а  выражается  составными  едини- 
цами, прямопропорцюнальными  единпцамъ  массы  и  обратно-пропорщональ- 
ными  линей' нымъ  единицамъ. 

294.  Наклонное  движете  материальной  точки  въ  воздухе  при  дЫстни 
силы  тяжести.  Координатный  оси  выберемъ  такъ,  какъ  это  было  сделано 
въ  §  275.  Въ  такомъ  случае  по  формуламъ  (255)  уравнения  движешя 
им'Ьютъ  видъ: 

ас2 


™  Я  =  -я  -- 


(1%  ь> 

т  л»  =  -  «  Т  ~  шд' 


(456) 


Въ  случаяхъ,  им-Ьющихъ  какой-либо  практически  интересъ,  интегри- 
роваше  въ  конечномъ  вид*  не  получается,  и  задача  эта,  имеющая  важ- 
ное значете  въ  «баллистике»,  при  изучены  движешя  артиллерШскихъ 
снарядовъ,  решается  путемъ  приближенныхъ  вычисленШ  и  составлешемъ 
таблицъ.  Этотъ  снособъ  будетъ  указанъ  въ  §  295;  но  раньше  мы  произ- 
ведемъ  изслЬдоваше  общаго  характера  движешя,  насколько  это  возможно 
при  помощи  дифференщальныхъ  уравненШ  движешя.  Относительно  силы 
Я,  кром*  указанныхъ  §  255  общихъ  свойствъ,  мы  пока  никакихъ  пред- 
положенШ  делать  не  будемъ 
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Преэвде  всего  зам'Ьтимъ,  что  траектория  плоская,  потому  что  сила  ($ 
не  вл1яетъ  на  направлеше  скорости,  а  сила  тяжести  сохраняетъ  свое 
направлеше.  Аналитически  это  можетъ  быть  доказано  слйдующимъ  обра- 
зомъ.  Первыя  два  изъ  уравненШ  (456),  по  разд'Ьленш  одного  на  другое, 


даютъ: 


дю 


откуда  интегрировашемъ  получаемъ,   означая  произвольную  постоянную 
черезъ  1дС:  ^  =  ^  ^  ^ 


^т)  =  СЬ5 


или 


<?Т| 


=  С 


<и      ~  л  ' 

Отсюда  у\  =  <Л  -+-  С", 

т.  е.  траектор1я  лежитъ  въ  вертикальной  плоскости.  Если,  какъ  мы  пред- 
полагаемъ,  плоскость  (ф)  содержитъ  V,),  то  въ  этой  плоскости  и  будетъ 
происходить  все  движете. 

Вместо  уравненШ  (456)  возьмемъ,  для   изсл'Ёдоватя  движетя,   ура- 
внешя  въ  форм*,  указанной  въ  §  260.    Пусть   будетъ  &  уголъ,  образуе- 
мый   скоростью    съ    осью    (Е); 
тогда,  проектируя  равенство 

ти)  =  ()  -+-  тд  (457) 

на  направлеше  скорости  (фиг. 
128),  получимъ: 

тд  8гп  д 


ИЛИ 


^=-п4-Н8ги&)-(458) 


Траектор1я   вогнута    книзу,  Фиг  12$ 

потому    что   сила  тяжести   от- 

клоняетъ  скорость  книзу,  а  сила  ф  на  направлеше  скорости  вл1яшя  не 
оказьгеаетъ.  Въ  виду  этого  проектироваше  равенства  (457)  на  нормаль 
къ  траекторш  въ  сторону  ея  центра  кривизны  даетъ: 


т  —  =  та  соз\ 
Р 


(459) 


гд*  р  рад1усъ  кривизны.  Съ  возрасташемъ  дуги,  пройденной  двигающеюся 
точкою,  уголъ  9  уменьшается;  поэтому 

1  —  _  ^  —  _аЬ     ^___1  й 

р  <&  ~~~        «Й   '   (Ь  ~~        V    <а ' 
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и  уравнете  (459)  принимаетъ  видъ: 

—  V  —  =  дсозЪ.  (460) 

Изследуемъ  теперь  скорость  помощью  уравнешя  (458).  Если  предполагать 

0<»о<|' 

то  сначала  скорость  убываетъ.  какъ  показываетъ  отрицательный  знакъ 
второй  части  этого  уравнешя.  Убываше  продолжается  и  после  того,  какъ 
точка  перейдетъ  черезъ  вершину  своей  траекторш;  оно  прекращается  при 

^1  -ь  зьп  Ъг  =  0. 
тд 

Это  уравнете  показываетъ,  что  ^  <  0,  т.  е.  минимумъ  скорости  насту- 
паетъ  после  перехода  черезъ  вершину.  Что  г?!  есть  действительно  мини- 
мумъ, это  слйдуетъ  изъ  того,  что 

ЛЧ  _        1   йф  дю  ЛЬ 

~аТ*  ~~ ш  ~&»  Ть     дсо$*а1 

при  8  =  *>!,  V  =  V1  обращается  въ 

(г).~"-(5).="&):- 

т.  е.  вторая  производная  положительная. 

Поел*  этого  скорость  начинаетъ  возрастать.  Это  возрасташе  можегь 
кончиться,  только  если  опять  производная  г?  по  I  обратится  въ  нуль.  Но, 
согласно  формуле  (461),  которая  при  этомъ  опять  будетъ  иметь  место, 
вторая  производная  не  можетъ  сделаться  отрицательною;  отсюда  заклю- 
чаема что  V  ассимптотически  приближается  къ  некоторому  пределу  V2> 
для  котораго 

ш =—■(§),=<•• 

/7& 

Изъ  равенства  (460)  сл4дуетъ,  что  со$  &  и  ^  одновременно  обращаются 
въ  нуль;  а  такъ  какъ  раньше  уголъ  былъ  &  отрицательный  и  при  этомъ 
убывалъ,  то  те 

••  =  —  -2. 

т.  е.  траектор1я  точки  ассимптотически  приближается  къ  вертикальной 
прямой.  Формула  (458)  даетъ  при  этомъ 

Я  Ы  =  тд, 
откуда,  если  данъ  законъ  сопротивден1я  воздуха,  можетъ  быть  вычислена 
предельная  скорость  г-2.  Во  всякомъ   случае  мы  видимъ,  что  она  будегь 
конечная.  Напр.,  по  одной  изъ  эмпирическихъ  формулъ  для  <3,  даваемыхъ 
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въ  баллистикЬ,  для  ядра,  вЪсящаго  3  к§.  и  имЬющаго  форму  шара  въ 
9  сантиметровъ  въ  д1аметрЬ,  получается  г>2  =  1 40  метровъ  въ  секунду, 
для  ядра  въ  70  к$.  и  25  сант.  въ  даметр*  г?а  =  200  метровъ. 

295.  Составлеше  таблицъ  баллистики.  Обращаясь,  для  вычислешя  всЬхъ 
элементовъ  движешя  къ  первому  и  третьему  изъ  уравнешй  (456),  пре- 
образуемъ  ихъ,  принявъ  вместо  I  за  независимую  переменную  уголг  &. 
Принимая  во  внимаше,  что 

V*  =  V  СОЗ  &, 

можно  первое  изъ  уравненШ  (456)  и  уравнешя  (460)  такъ  преобразовать: 

(462) 


V  -=-  = -т-  =  —  д  соз  ». 

А1        соз  V  (II 

Разделяя  одно  уравнеше  на  другое,  находиыъ: 


=  1  о (Л\  А. .  (4бз) 

тд  *  \соз$  I  соз  \Ъ 

Между  прочимъ  это  уравнеше  можетъ  быть  проинтегрировано  въ  конеч- 
номъ  вид*,  если  сопротивлеше  просто  пропорщонально  какой-нибудь  цЪ- 
лой  степени  скорости.  Пусть 

<2  (V)  =  **■; 

тогда  уравнеше  (463)  принимаетъ  видъ: 

*    =_ д*      .  Г464) 

г;.*»-1"1        тд  сое"1"*-1  »  ' 

Выразивъ  по  этому  уравненш  или  вообще  по  уравнешю  (463)  г;, 
въ  функщи  угла  8,  можно  уже  легко  и  вс*Ь  остальные  элементы  движешя 
вычислять  въ  функщи  этой  переменной.  Пусть  найдено: 

*?       Г(й). 


тогда 


по  уравнешю  (462): 
далЬе: 


соз  \)       соз  Ь  ' 


Л  =  _1А<>)Л; 

д    созл  о 

«-.«  —  *-Шъ 

;       д    соз2  Ь 


*  =  .,.»  =  •.*»<*  =  - 1Е^^**д>. 

«      «  а        соз3  и 


9 

д     соз3  и 
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Итакъ,  по  даннымъ  начальнымъ  значетпямъ  V  и  &,  которыя  нужно  знать, 
чтобы  определить  произвольныя  постоянный  при  интегрировании  уравне- 
шя  (463)  или,  въ  частности,  уравнешя  (464),  могутъ  быть  вычисляемы 
элементы  Ь,  5,  С,  $  и  V  въ  функцш  &,  если  не  въ  конечномъ  виде,  то 
съ  какимъ  угодно  приближешемъ.  Этимъ  путемъ  составляются  «балли- 
стическ1я  таблицы». 


ГЛАВА   VIII. 

Динамика  несвободной  матер1альной  точки. 

Усдов1Я,  ограничивающая  движете,  скорость  и  уевореше 

точки. 

296.  Услов1я  для  координатъ  точки  въ  случае  удерживающихъ  связей. 

Въ  §  189  было  уже  указано,  что  всякое  услов1е,  ограничивающее  движе- 
те точки,  можегь  быть  представлено  въ  вид*  зависимости  между  ея  ко- 
ординатами, и  что  эта  зависимость  можетъ  иметь  видъ  или  уравнетя  или 
неравенства.  Разсмотримъ  сначала  зависимости  перваго  вида.  Если  ко- 
ординаты точки  связаны  однимъ  уравнетемъ 

?  С«,  Ч  О  =  0,  (465) 

то  это  значить,  что  для  точки  остается  возможнымъ  движете  по  поверх- 
ности, которая  этимъ  уравнетемъ  определяется.  Если  координаты  точки 
связаны  двумя  уравнетями 

Ъ  (6,  Ч,  С)  =  0,    <ра(Е,  ч,  ;)  =  0,  (466) 

то  это  значить,  что  точка  остается  одновременно  на  двухъ  поверхностяхъ, 
т.  е.  на  лиши  ихъ  пересЬчетя. 

Въ  этихъ  двухъ  случаяхъ  задача  динамики  вообще  говоря  облегчается, 
такъ  какъ  достаточно  найти  изъ  дифференщальныхъ  уравненШ  движетя 
две  или  одну  изъ  координатъ  въ  функщи  времени,  чтобы  остальныя  опре- 
делились по  даннымъ,  уже  конечнымъ  услов1ямъ  движешя. 

Если  даны  три  уравнешя  между  координатами,  то  это  равносильно 
требовашю.  чтобы  точка  находилась  одновременно  на  трехъ  поверхностяхъ, 
т.  е.  въ  одной  изъ  точекъ  ихъ  пересЬчетя,  и  поэтому  движете  стано- 
вится теперь  невозможнымъ,  если  только  все  три  поверхности  не  пере- 
секаются по  одной  и  той  же  лиши.  Задача  кинетики  сводится  здесь  только 
къ  опред-Ьленш  сопротивленШ,  которыя  вызываются  приложенными  къ  точке 
внешними  силами. 

297.  Услов1я  для  координатъ  точки  въ  случае  неудерживающихъ  связей. 

Если  услов!Я   связей  выражаются  неравенствами,  то  число  ихъ  можетъ 
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быть  неограниченное,  лишь  бы  одни  неравенства  не  противоречили  по 
своему  геометрическому  смыслу  другимъ.  Уоюдае 

Ч>  (6,  Ч,  С)  >  о 

или  ?(П-0<о 

выражаетъ  требоваше,  чтобы  двигающаяся  точка  оставалась  по  одну  сто- 
рону отъ  поверхности  (465),  потому-что  знакъ  функщи  <р  (5,  т),  ?),  пока 
она  остается  конечною  и  непрерывною,  можетъ  меняться  только  тогда, 
когда  точка  ($,  ц,  С)  при  своемъ  движенш  переходить  черезъ  поверхность 
на  другую  ея  сторону.  Очевидно,  что  пространство,  въ  которомъ  нахо- 
дится двигающаяся  точка,  можетъ  быть  ограничено  и  несколькими  по- 
верхностями, число  которыхъ  можетъ  быть  и  бол"Ье  трехъ,  причемъ  въ  со- 
ставь гранидъ  могутъ  входить  или  ц-Ьлыя  поверхности  или  только  неко- 
торый ихъ  части  до  пересЬчешя  со  смежными  поверхностями.  Во  всякомъ 
случа*  услов1я,  ограничиваются  движете  точки,  будутъ  представляться 
системою  н'Ьсколькихъ  неравенствъ.  и  тогда  движете  точки  будетъ  счи- 
таться возможнымъ  только  въ  той  области,  гдЬ  координаты  точки  одно- 
временно удовлетворяют^  всЬмъ  этимъ  неравенствамъ. 

Чтобы  определить,  какой  знакъ  каждаго  изъ  неравенствъ  соответ- 
ствуете возможному  положетю  точки,  когда  область  для  этой  точки  за- 
дана геометрически,  нужно  составить  уравнешя  всехъ  границъ  этой  области 
и  сделать  следующее  испытате:  заметить  какое-нибудь  напередъ  изве- 
стное возможное  ноложеше  точки  и  соответствующая  ему  координаты  под- 
ставить въ  гЬ  функщи,  которыя  собою  представляютъ  первыя  части  урав- 
ненШ  всехъ  границъ;  полученные  при  этомъ  знаки  этихъ  функщи,  (-*-} 
или  ( — ),  будутъ  сохраняться  при  всякомъ  возможномъ  положенш  дви- 
гающейся точки  и  укажутъ  такимъ  образомъ  знаки  неравенствъ  для  ка- 
адаго  изъ  условШ. 

Если  точка  можетъ  двигаться  нетолько  внутри  данной  области,  но 
также  и  по  одной  или  несколькимъ  изъ  поверхностей,  служащихъ  грани- 
цами этой  области,  то  къ  знакамъ  неравенствъ  присоединяется  знакъ 
равенства:  ^  или  ^. 

3.  282.  Выразить  условле,  что  точка  не  можетъ  выходить  изъ  шара,  опи- 
саннаго  радлусомъ  г  изъ  начала  координатъ.  Отв.: 

$а  -«■■  т,а  -4-  С  -  г3  ё  0. 

3.  283  Составить  условш  связей  для  точки,  находящейся  въ  пространств*, 
заключенномъ  внутри  шара,  описаннаго  радгусомъ  2г  изъ  начала  координатъ, 
и  внъ  другого  шара,  описаннаго  такимъ  же  рад1усомъ  изъ  точки  (г,  0,  0).  Отв.: 

р  .+  ^а  +  р  __  4г*  ^0,       р  -  2г$  -+-  7)2  -*-  С2  -  Зг2  ^  0. 

3.  284.  Въ  комнатъ,  имъющей  въ  длину  С  метровъ,  въ  ширину  5  метровъ 
и  въ  вышину  4  метра,  укръпленъ  твердый  шаръ,  радлусъ  котораго  равенъ 
0,1  метра,  а  центръ  находится  въ  точкъ  пересъчешя  длагоналей  параллелепи- 
педа, образуемаго  стънамп  комнаты.  Выразить  услов1я,  ограничиваю щдя  дви- 
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жеше  помЪщеннаго  внутри  комнаты  другого  шара,  рад1усъ  котораго  равенъ 
тоже  0,1  метра.  Отв.:  Такъ  какъ  центръ  двигаю щагося  шара  пе  можетъ  при- 
ближаться бол*ве  какъ  на  0,1  метра  ко  всвмъ  границамъ,  то  принявъ  коорди- 
натный оси  по  тремъ  ребрамъ  параллелепипеда  такъ,  чтобы  онъ  весь  быль 
въ  области  положительныхъ  координатъ,  найдемъ  для  координатъ  центра  тара 
въ  метрахъ: 

*  ^  0,1,       I  ^  5,9 

7)^0,1,       ^4,9 

С  ^0,1,       С  ^3,9 

(&  —  З)2  -*-(-»!  —  2,5)3  ч-  (С  -  2)3  -  0,04  ^  0. 

298.  Постановка  вопроса  о  динамик*  иатер|'альной  точки,  когда  движе- 
те ея  ограничено  связями,  которыя  выражаются  неравенствами.  Если  тре- 
буется изучить  движете  матер1альной  точки  при  дЬйствш  данныхъ  силъ 
и  въ  предположены,  что  возможный  положетя  точки  ограничены  неко- 
торыми неравенствами,  то  къ  этому  можно  приступить  слгЬдующимъ  обра- 
зомъ.  Пока  координаты  двигающейся  точки,  начиная  съ  ея  начальнаго 
положетя,  удовлетворяютъ  всЬмъ  заданнымъ  неравенствамъ  и  ни  одно 
изъ  нихъ  не  обратилось  въ  равенство,  движете  точки  можно  изучать  какъ 
точки  свободной,  т.  е.  применять  къ  ней  формулы,  полученный  интегри- 
роватемъ  дифференщальныхъ  уравнетй  динамики  свободной  матерхаль- 
ной  точки.  Если  по  прошествш  нйкотораго  времени  отъ  начала  движетя 
случится,  что  координаты  двигающейся  точки  обратить  одно  изъ  данныхъ 
неравенствъ  въ  равенство,  то  это  будетъ  показывать,  что  точка  пришла 
на  одну  изъ  поверхностей,  ограничивающихъ  данное  для  точки  простран- 
ство. Являющееся  поел*  этого  измгЬнете  движетя  будетъ  обусловливаться 
степенью  упругости  какъ  поверхности,  такъ  и  того  гЬла,  которое  изобра- 
жается двигающеюся  матергальною  точкою.  Если  упругость  существуете 
а  скорость  прихода  точки  на  поверхность  не  касательная  къ  ней,  то  ма- 
тер1альная  точка  отскочить  отъ  поверхности  и  будетъ  продолжать  дви- 
гаться опять  какъ  свободная  до  новой  встречи  съ  одною  изъ  грани  цъ 
пространства.  Зная  коэффищентъ  возстановлетя  (§  238),  мы  будемъ  въ 
состоянш  определить  скорость  точки  послЬ  удара  х)  и,  принявъ  эту  ско- 
рость за  начальную,  а  координаты  м4ста  удара  за  начальный  координаты 
новаго  движетя  при  дййствш  прежнихъ  вн'Ьшнихъ  силъ,  мы  можемъ  это 
движете  изучать  опять  какъ  движете  свободной  матер1альной  точки,  до 
новой  встречи  съ  одною  изъ  границъ  пространства,  и  продолжать  подоб- 
нымъ  образомъ  дальше.  Мы  видимъ,  что  этотъ  случай  несвободнаго  дви- 
жетя матер1альной  точки  не  представляетъ  ничего  существенно  новаго 
въ  сравненш  съ  разсмотр'Ьннымъ  уже  въ  главахъ  VII  и  VI. 

*)  Аналитическое  ръшеше  этого  вопроса  зд-всь  не  приводится;  но  обыкно- 
венными пр1емами  аналитической  геометрш  и  пользуясь  формулою  для  опре- 
дълешя  нормали  къ  поверхности  въ  данной  точкъ  (§  271),  это  было  бы  легко 
едълать. 
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Если  поверхность  абсолютно  неупругая,  то  точка,  придя  на  нее,  мо- 
жетъ  или  начать  по  ней  двигаться  или,  при  нЪкоторыхъ  услов1яхъ,  она 
можетъ  опять  съ  нея  сойти  и  сд'Ьлаться  свободною.  Бока  этого  поатЬд- 
няго  обстоятельства  не  случится,  мы  будемъ  им4ть  д-Ьло  уже  съ  динами- 
кою такой  несвободной  точки,  для  которой  услсше  связи  выражается 
уравнешемъ,  а  не  неравенствомъ. 

Въ  дальн-Ьйшемъ  мы  и  будемъ  им-Ьть  въ  виду  только  такой  случай 
движешя.  Вопросъ  же  объ  услов1яхъ,  при  которыхъ  точка  можетъ  опять 
сойти  съ  поверхности,  если  какая-либо  механическая  связь  ее  на  ней 
не  удерживаетъ,  будетъ  разсмотрЬнъ  отдельно,  въ  §  307. 

Можетъ  случиться,  что  поверхность,  по  которой  двигается  точка,  сама 
находится  въ  движенш;  тогда  ея  уравнете  содержитъ  переменное  I,  ко- 
торое является  въ  вид*  параметра,  обусловливающая)  непрерывное  изм*- 
неше  положешя  поверхности.  Движете  точки  по  такой  поверхности  мы 
теперь  разсматривать  не  будемъ,  такъ  какъ  это  относится  къ  динамик* 
относительнаго  движешя  (глава  IX). 

299.  Услоше  для  скорости  при  движенш  точки  по  поверхности.  Пусть 
координаты  двигающейся  точки  постоянно  удовлетворяють  уравнению 
(405).  Изъ  этого  конечнаго  усдов1я  вытекаюгь  услов1я  дифференщадь- 
ныя,  ограничиваюпця  скорость  и  ускорете.  Координаты  6.  %  С  суть  функ- 
ши  времени;  поэтому  <р  (Б,  т),  ^)  тоже  можно  разсматривать  какъ  функ- 
щю  времени.  Она  обладаетъ  свойствомъ,  что  постоянно  остается  равною 
нулю;  на  основанш  этого: 

Л         —  <№   Л  ~*~  Л|  Л  "*"  Ж  Л  — 

или  ^  ^  ^ 

$•,  +  ?«. ,+$..  =  0.  (467) 

Это  уравнеше  выражаетъ  собою  очевидное  свойство  движешя  точки 
по  поверхности,  что  проекщя  ея  скорости  на  нормаль  къ  поверхности, 
проведенную  черезъ  положеше  двигающейся  точки,  постоянно  равна  нулю. 
Действительно,  какъ  было  уже  указано  въ  §  271,  частныя  производныя 
функщи  ф  по  координатамъ  опред'Ьляютъ: 

1     с)ф  1     дф  „  1     д& 

С08  (»,    5)  =   д-   -^  ,       (Ж  (м,   ч)  =  —   -  X  С08  (П,   (.)  =  -д    -^  ,      (468) 


гд* 


-*^*ЙМ»'- 


причемъ  зд'Ьсь  предполагается,  что  подставлены  координаты  данной  на 
поверхности  точки,  а  знакъ  передъ  корнемъ  выбирается  въ  зависимости 
отъ  того,  которое  изъ  двухъ  направленШ  нормали  считается  положите  л  ь- 
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нымъ.  Раздйливъ  об*  части  равенства  на  Л,  находимъ: 

V.  СОЗ  (й,  5)  -§-  V-  СОЗ  (П,  ^)  -4-  «.  С05  (п.  ^)  =  V  .  С05  (|>,  »)  =  0.         (470) 

300.  Условие  для  ускоретя  при  движенЫ  точки  по  поверхности.  Пер- 
вая часть  уравнены  (467),  которое  можно  рассматривать  какъ  функщю 
отъ  *,  постоянно  равна  нулю,  отсюда  сл'Ьдуетъ,  что 


[я  г1  *  &п  *     л  :/ 


Выполняя  дифференцироваше  и  принимая  во  внимаше,  что 
*Ъ  Аи  й** 


суть  проекщи  ускоренш,  находимъ: 


ИЛИ 


гд* 


I  д'у  &Ч  й*ф       \  <*? 

«*   „,   _ь^  „    +*   ,.+Ф  =  0,  (471) 

Ф  _  05»  *$  +  *1»  \  *  #?  \ 
д*Ф  й2ф  д'ср 

однородная  функщя  второй  степени  относительно  «V,  г-,  «>. 

По  формуламъ  (468),  раздЪливъ  (471)  на  Д,  можно  еще  написать: 

ф 

ю *  соз  {п,  I)  -+-  ищ-  соз  (и,  т|)  -ь  юг  соз  (ю,  ^)  =  и;  соз  (к?,  л)  =  —  —  •  (473) 

Мы  видимъ,  что  проекщя  ускорешя  на  нормаль  къ  поверхности 
пм'Ьетъ  въ  каждомъ  положенш  двигающейся  точки  определенное  значе- 
ше,  зависящее  отъ  скорости  точки  и  отъ  вида  поверхности. 

301 .    Зависимость    между    и>  соз  (ю,  п)   и   нориальиыиъ   усиоремеяъ. 

Весьма  важно  имйть  въ  виду,  что  вообще  говоря  проекщя  ускорешя  на 
нормаль  къ  поверхности  не  есть  нормальное  ускореше  точки.  Мы  зяаемъ 
(§  165),   что   последнее   направлено   по  главной  нормали  къ  траекторш, 
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т.  е.  по  той  нормали,  которая  лежитъ  въ  соприкасающейся  плоскости; 
но  эта  плоскость  не  совпадаете  вообще  говоря  съ  плоскостью,  проходя- 
щею черезъ  нормаль  къ  поверхности  и  черезъ  касательную  къ  траекто- 
рш. Чтобы  определить  зависимость  между  го  сов  (го,  п)  и  нормальнымъ 
ускорешемъ,  разложимъ  полное  ускореше  на  тангенщальное  го'  и  на  нор- 


мальное IV 


и. 


го  =  и '  -+-  IV 


(474) 


причемъ,  по  формуламъ  (157)  и  (167) 


го  = 


(IV 


10' 


гд-Ь  р  радоусъ  кривизны  траекторш   въ  данномъ  положеши  двигающейся 
точки.  Будемъ  проектировать  равенство  (474)  на  нормаль  къ  поверхности 
(фиг.  129).  Такъ  какъ  тангенщаль- 
ное ускореше  къ  ней  перпендику- 
лярно, то 

V2 

к  соз  (го,  п)  =  —  со$(р,  п)     (475) 
или,  по  формул*  (473), 

V2  Ф 

_  со*  (р,  м)  =  —  -  .      (476) 

Представимъ  себ4  на  поверх- 
ности систему  литй,  полученныхъ 
пересЬчетемъ  поверхности   плос- 
костями, проходящими  черезъ  точ-  Фи^  ^29. 
ку  М   и   содержащими    скорость 

этой  точки.  Главныя  нормали  ко  всЬмъ  этимъ  плоскимъ  лишямъ  нахо- 
дятся въ  одной  плоскости,  перпендикулярной  къ  скорости  точки  М.  Между 
этими  лин1ями  заагЬтимъ  дв*  сл-Ьдующихъ:  лишю  А'В',  плоскость  кото- 
рой совпадаетъ  съ  соприкасающеюся  плоскостью  траекторш  въ  точкЬ  М. 
и  лишю  А0В0,  лежащую  въ  плоскости,  которая  содержитъ  нормаль  (н). 
Последняя  лин1я  называется  нормальнымъ  сЬчешемъ  поверхности.  Въ  тео- 
р1н  поверхностей  (см.  прилож.  дифф.  исч.  къ  геом.)  показывается:  1)  что 
радаусы  кривизны  линш  АВ, —  траекторш  точки, — и  линш  А'В'  равны 
и  2)  что  рад1усъ  кривизны  р  линш  А'В'  и  рад1усъ  кривизны  р0  нормаль- 
наго  с*чен1я  А0В0  связаны  между  собою  следующею  зависимостью  [тео- 
рема Мбнье  (Меишег)]: 

Р  =  Рос05(Ро»  Р)-  (47Т) 

Такъ  какъ 

008    <  Р()>     Р)    =       -    С08    (М»      Р)> 

причемъ   верхнШ   знакъ   соотв^тствуетъ   случаю,   когда   направлете   (п) 
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взято  въ  сторону  центра  кривизны  нормальнаго  сАчеяш,  то  сравнеше  съ 
формулами  (475)  и  (476)  даетъ: 

V2               Ф 
го  сов  (го,  п)  =  ±  -    = г  •  (478) 

Ро  д 

т.  е.  проекщя  ускоренхя  на  нормаль  къ  поверхности  численно 
равна  отношенш  квадрата  скорости  къ  радгусу  кривизны  нор- 
мальнаго сЬчен1я  поверхности,  им'Ьющаго  съ  траектор1ею  об- 
щую касательную. 

302.  Приложено  предыдущихъ  разсужденШ  къ  движенм  по  плоском 
лижи.  ВсЬ  кинематическая  условия  представляются  зд^сь  проще;  выни- 
шемъ  ихъ,  такъ  какъ  они  будутъ  им'Ьть  приложетя.  Пусть  точка  выну- 
ждена при  своемъ  движеши  оставаться  въ  плоскости  (Ьт\)  на  лиши 

<Р  (5,  гО  =  0.  (479) 

Для  скорости  находимъ  услов1е: 

или  VС08(г\  п)  =  0,  (481) 

гдЬ  (л)  нормаль  къ  линш  (479).  Для  ускоретя  получаемъ: 

или  опять  формулу  (473),  причемъ  однакоже 

Наконецъ,  формула  (475)  заменяется  следующею: 

гю  сов  (га,  п)  =  ±  —  .  (484) 

гд'Ь  р  рад1усъ  кривизны  траекторш,  а  знакъ  зависитъ  отъ  того,  взяток 
положительное  направлеше  нормали  въ  сторону  къ  центру  кривизны  или 
въ  сторону  противуположную;  потому  что  ускореше  всегда  образуете 
острый  уголъ  съ  первымъ  изъ  этихъ  направлен^  (§  165). 

Сопротивлете  поверхности  и  центробежная  сила. 

303.  Принципъ  освобождаемости.  Существоваше  условШ,  ограничиваю- 
щихъ  движете  матерхальной  точки,  не  позволяетъ  ей  совершать  то  дви- 
жете, которое  она  совершала  бы   при  дМствш  тЬхъ  же  первоначально 
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данныхъ  силъ,  будучи  свободною.  Отклонеше  въ  движеши  точки  мы  мо- 
жемъ  приписать  некоторымъ  новымъ  силамъ,  зависящимъ  отъ  присут- 
ств1я  ограничивающихъ  движете  преградъ  или  связей.  Эти  силы  назы- 
ваются сопротивлеюями  связей,  въ  частности  сопротивлешемъ 
поверхности  или  сопротивлен1емъ  лиюи. 

Положимъ,  что  точка  принуждена  оставаться  на  поверхности,  и  пусть 
будетъ  (^  сопротивлеше  последней.  Если  представить  себе,  что  въ  каждый 
моментъ  эта  сила  присоединяется  къ  даннымъ  силамъ  Р,  Р!. . .,  то  можно 
считать  поверхность  более  не  существующею,  потому-что  движете  осво- 
божденной точки  будетъ  происходить  такъ  же,  какъ  оно  происходить  въ 
действительности  по  поверхности.  Такое  заключеше  будетъ  применяться 
во  многихъ  случаяхъ.  Мы  будемъ  называть  его,  для  краткости,  принци- 
помъ  освобождаемости. 

304.  Проекщя  сопротивлешя  на  нормаль.  Разсматривая  теперь  точку, 
какъ  свободную,  можно  приложить  къ  ней  основное  уравнеше  динамики 
для  этого  случая  и  написать 

тго  =  Р-{-^.  (485) 

Здесь  предполагается,  что  действу етъ  только  одна  внешняя  сила;  но 
еслибы  ихъ  было  нисколько,  то  ихъ  всегда  можно  было  бы  соединить  въ 
одну  равнодействующую.  Проектируя  равенство  (485)  на  нормаль  къ  по- 
верхности въ  ту  сторону,  где  находится  центръ  кривизны  нормальнаго 
сечешя,  содержащаго  касательную  къ  траекторш  (§  301).  имеемъ: 

ф  соз  (0>,  п)  =  тъо  соз  (до,  п)  —  Р  соз  (Р,  п) 

или,  по  формуламъ  (478), 

Ф 

—  ±'  соз  а<\  п)  =  —  т 

Ро 

Когда  движете  уже  известно,  то  можно  было  бы  по  этой  формуле  опре- 
делить сопротивлеше  (),  если  бы  быль  известенъ  еще  уголь  (ф,  п).  Онъ 
завысить  отъ  физическихъ  свойствъ  неподвижной  поверхности  и  поверх- 
ности двигающегося  тела,  изображаемая  теперь  матерхальною  точкою. 
Разложивъ  сопротивлеше  на  два  слагаемыхъ,  ^ — нормальное  и  Т — 
тангенщальное  къ  поверхности: 

(>  =  Ж-ь  Т,  (487) 

мы  видимъ,  что  формула  (486)  определяетъ  N.  нормальное  сопротивлеше. 
Опытъ  показываетъ,  что  тангенщальное  сопротивлеше  обыкновенно  дей- 
ствуетъ  прямо  противуположно  движению  и  находится  приблизительно  въ 
постоянномъ  отношеши  къ  нормальному  сонротивлешю: 

^  =  Г.  (488) 

На  основанш  этого,  зная  N.  мы  будемъ  знать  и  Г  по  величине  и  по  на- 

П.  Сомовъ.  —  Осиовашя  теорет.  хехаянкв.  18 


<2соз№,п)  =  т- Рсоз  (Р,  п)  =  —  т  —  —  Рсоз  (Р,  п).    (486) 
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правленш.  Сила  Г  называется  также  трен1емъ;  о  ней  будетъ  подробнее 
сказано  въ  §  308. 

305.  Центробежная  сила.  Останавливаясь  пока  на  вопрос*  о  нормаль- 
номъ  сопротивленш.  напишемъ  формулу  (486)  такъ: 

Яш  (К,  п)  =  —  —  Р  соз  (Р,  я).  (489) 

3д*СЬ  сое(Я,п)  =  +  1 

и,  согласно  съ  принятымъ  раньше,  верхнШ  знакъ  соотв'Ьтствуетъ  тому 
случаю,  когда  N  направлено  въ  сторону  центра  кривизны  нормальнаго 
сЬчешя;  такимъ  образомъ,  знакъ  второй  части  формулы  (489)  и  будетъ 
каждый  разъ  определять,  куда  по  нормали  направлена  сила  N.  Формула 
(489)  показываетъ,  что  нормальное  сопротивлеше  поверхности,  а  следо- 
вательно и  равное  ему  и  прямо  противуположное  давлеше,  производимое 
двигающеюся  матер1альною  точкою  на  поверхность,  зависитъ  нетолько 
отъ  внешней  силы,  но  и  отъ  обстоятельствъ  движешя  точки,  а  также  и 
отъ  ея  массы. 

Разсмотримъ  случай,  когда  внешшя  силы  не  действуютъ.  Формула 
(489)  даетъ  тогда:  я 

N  соз  (Ж  п)  =  т  — >  (490 ) 

Ро 

и  такъ  какъ  здесь  вторая  часть  всегда  положительная,  то  соз  (Ж,  п)  =  ±  1 , 
т.  е.  нормальное  сопротивлеюе  или  «реакпдя  поверхности»  те- 
перь всегда  направлено  къ  центру  кривизны  нормальнаго  о/Ь- 
чен1я  поверхности,  содержащаго  касательную  къ  траектории 

По  закону:  «дейсше  равно  противодействию»,  это  сопротивлеше  вы- 
зывается темъ  давлен1емъ,  которое  матер1альная  точка  производить  на 
поверхность  вследствге  своей  инерцш,  т.  е.  вследствге  присущаго 
точке  стремлешя  сохранить  прямолинейность  движетя,  прямолинейность, 
которой  преиятствуетъ  кривизна  поверхности.  Это  давлеше  называется 
обыкновенно  центробежного  силою. 

Не  следуетъ  забывать,  что  центробежная  сила  не  есть  сила,  прило- 
женная къ  двигающейся  матергальной  точке:  она  имеетъ  источникомъ 
инерщю  этой  точки  и  приложена  въ  каждый  моментъ  къ  той  точке  по- 
верхности, въ  которой  находится  въ  этотъ  моментъ  матергальная  точка. 

Въ  частности,  если  для  какой-нибудь  точки  траекторш  р0  =  оо,  т.  е. 
касательное  къ  траекторш  нормальное  сечете  имеетъ  точку  перегиба  или 
вообще  соприкасаше  съ  прямою  высшаго  порядка  или  просто  предста- 
вляется прямою  литей  (въ  случае  линейчатой  поверхности),  то  центро- 
бежная сила  делается  равною  нулю. 

Если  же  точка  при  своемъ  движенш  попадаетъ  въ  угловую  точку  или 
на  ребро  поверхности,  т.  е.  вообще  туда,  где  р0  =  0,  то  центробежная 
сила  делается  неизмеримо  большою  и  происходить  ударъ. 
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Въ  случай  двиЛенш  точки  по  плоской  кривой  линш  остаются  приме- 
нимыми всЬ  предыдупця  разсуждетя,  причемъ,  согласно  съ  формулою  (484), 
реакщя  лиши  измеряется  формулою 

V2 

ЛГ=ш— ,  (491) 

Р 

где  р  раддусъ  кривизны  лиши.  ТЬмъ  же  измеряется  и  центробежная  сила. 

3.  285.  Сколько  въситъ  матер1альная  точка,  если  ея  центробежная  сила, 
при  движеши  по  кругу  радДуса  въ  2  метра  со  скоростью  3  метровъ  въ  секунду, 
равна  1  килограмму.  Отв.:  2,178  килограмма. 

3.  286.  Съ  какою  угловою  скоростью  нужно  вращать  въ  вертикальной  пло- 
скости камень,  привязанный  на  нити  длиною  въ  1  метръ  и  въсяпцй  3  кило- 
грамма, чтобы  нить  оборвалась,  если  сопротивдеше  разрыву  нити  равно  5  кило- 
граммами Ръш.:  Изъ  уравнешй 

шо)2р  -I-  тд  =  5,      тд  ==  3,      д  =.  9,81 

находимъ  а)  =  2,567.  Разрывъ  произойдетъ  въ  нижнемъ  положен!п  камня.  Вра- 
щеше  при  двйствш  силы  тяжести  неравномерное,  и  найденное  значете  ш  со- 
отвъ/гствуетъ  тоже  нижнему  положенно  камня. 

3.  287.  Матер1альная  точка,  въсящая  2  килограмма,  двигаясь  по  поверх- 
ности со  скоростью  1  метра  въ  секунду,  оказываетъ  въ  нъкоторомъ  своемъ 
положенш  давлете  на  поверхность  въ  10  кидограммовъ.  Пренебрегая  дъй- 
ств1емъ  силы  тяжести,  опредълить  для  этого  положенш  радДусъ  кривизны  того 
нормальнаго  съченш  поверхности,  которое  содержитъ  касательную  къ  траек- 
торш.  Отв.:   р0=:  0,024  метра. 

3.  288.  Движете   матер1альной   точки   по  винтовой  линш  задано  уравне- 

темъ: 

1  =  г  сов  (Ы\      7|  =  гв»я  (Ы),      С  =  кРЬ\ 

поверхность  цилиндра,  на  которомъ  эта  литя  находится,  испытываетъ  при 
этомъ   давлете   въ  N  килограммовъ.  Опредълить   массу   матергальной  точки. 

Р&ш.:  *г*  =  Л2  (гя  -+-  Ра);  по  формул*  (192):  р  =  г  ч .  Этотъ  радДусъ  кривизны 

нормаленъ  къ  поверхности  цилиндра;  поэтому  р  =  р0,  гдъ  р0  радДусъ  кривизны 
того  нормальнаго  съчешя  цилиндра,  которое  содержитъ  скорость.  Принявъ 
это  во  внимате,  находимъ: 

N 

Эта  задача  можетъ  быть  решена  и  безъ  помощи  предыдущихъ  формулъ  и  фор- 
мулы (480),  если  принять  во  внимате,  что  въ  равномърномъ  винтовомъ  дви- 
жеши полное  ускорете  состоитъ  только  изъ  нормальнаго,  которое  притомъ 
нормально  къ  поверхности  цилиндра  и  по  задачи  162  равно  &3г. 

3.  289.  Какой  угодъ  образуетъ  соприкасающаяся  плоскость  траекторш  точки 
на  поверхности  съ  нормалью  къ  последней,  если  известно,  что  давлете  точки 
на  поверхность  равно  2  дннамъ,  масса  точки  равна  5  абсолютнымъ  единицамъ 
массы,  а  нормальное  ускорете  точки  равно  3  абсолютнымъ  единицамъ.  Ръш.: 
По  формуламъ  (477)  и  (490): 


=  3,     б"-=2; 


Ро  сов  (р0,  р)  р0 

отсюда  соз  (р0,  Р)  =  5§- 

3.  290.  О  парабол  и  чесном-ь   эанруглежи    жел-Ьзнодорожных-ь  путей.  Если 
матер1альная    точка  съ  прямолинейнаго    пути    сразу    переходить   на  криво- 

18* 
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линейные  путь  съ  конечною  кривизною,  то  сразу  появляется  боковое  да- 
влеше,  имеющее  конечную  величину.  Хотя  появлен1е  этой  силы  не  есть 
ударъ,  но  гЪмъ  не  менЪе  ощущается,  напр.  при  движети  по  железной  до- 
роге; поэтому  при  сооружении  желйзнодорожныхъ  путей,  въ  особенности  тамъ, 
гдй  приходится  дЬлать  частый  аакруглешя  сравнительно  небольпгихъ  радоу- 
совъ  (напр.  въ  горныхъ  странахъ),  стараются  этого  избежать,  сопрягая  прямо- 
линейный путь  съ  врутовымъ  не  прямо,  а  помощью  лиши,  кривизна  которой 
возрастаешь  отъ  нуля  до  требуемой  величины.  Простейшею  лишею  такого 
рода  является  парабола  8-го  порядка: 

10  =  ао+а1гч-аар-ьа8&8,  (492) 

которая  должна  притомъ  примыкать  къ  прямой  лиши  своею  точкою  перегиба. 

Возьмемъ    ось   (5)   по   прямолиней- 


о. 


Мо 


е. 


л 


)сОв 


Фиг.  130. 


ному  пути  и  пусть  начало  закруг- 
лены будетъ  въ  точки  Мо(^0)] 
тогда  необходимо  выполнить  усло- 
В1Я  (фиг.  130): 

«•  И- «Л  Н- «.У +  «•$•■  =  <*     («) 
а!-Ь  2а,$0  -Ь3аае02  =  0.  (494) 

КромЬ  того,  для  точки  перегиба: 


яа-*-6а,(;0=:0. 


(495) 


Для  кривизны   въ  какой-нибудь  точк*  Мг  &,  т^),  съ  которой  долженъ  начи- 
наться круговой  путь  раддуса  г,  имъемъ: 

I  —        ^        __  I 
р~~Г1_^ЛТ»     '' 


поэтому 


ЫШ! 

2аяч-6азЕг 


г        [И-(а1-ь2а>\+За1У)»]'/в 


(496) 


Уравнен1я  (493),  (494),  (495)  и  (496)  и  опредЬляютъ  коэффипДенты  въ  уравнены* 
параболы  (492). 

306.  Проекция  элеиентовъ  движен1я  на  касательную  къ  траектор1и  и  на 
нормаль,  лежащую  въ  касательной  къ  поверхности  плоскости.  Предыдущая 
разсужденш  основывались  на  проектировании  уравнен1я  (485)  на  нормаль 
къ  поверхности;  полезно  заметить  и  дв4  друпя,  указанный  въ  заголовке 
этого  параграфа  проекщи.  Принимая  во  внимаше,  что  тангенщальное  со- 
противлеше  или  трете  (§  304)  прямо  противуположно  скорости,  находимъ: 


т^  =  Гсо8(Г,  V)  —  Т 

(а* 


или,  по  формул*  (488): 


т^  =  Рш  (Р,  V)  —  /ЭГ. 


(497) 
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Если  внешняя  сила  отсутствуетъ  или  если  она  перпендикулярна  къ 
траекторш,  то  измйнеше  величины  скорости  обусловливается  исключи- 
телно  д4йств1емъ  третя.  Если  при  гЬхъ  же  предположеншхъ  и  трете 
отсутствуетъ  (поверхность  абсолютно  гладкая),  то  движете  точки  будетъ 
равномерное. 

Умножая  об*  части  равенства  (497)  на  Д$  =  у<Н}  находимъ: 


то  дю  =  й  ( -  то* \  =Р сксоз (Р,  е&)  —  /!№&. 


(498) 


Это  равенство  выражаетъ  въ  дифференщальной  форм*  законъ  энергщ 
(§  266)  въ  прим-Ьненш  къ  движешю  точки  по  поверхности. 

Проектируя  равенство  (485)  на  направлеше  V,  перпендикулярное  къ 
скорости  и  лежащее  въ  касательной  плоскости  къ  поверхности,  и  прини- 
мая во  внимаше,  что  сила  (^  къ  атому  направленно  перпендикулярна, 
получаемы 

тго  сов  (м?,  у)  =  т  —  згп  (п,  р)  =  Т.  сов  (I*7,  у).  (499) 

Первая  часть  этого  равенства  опредЬляетъ  отклонение  скорости  отъ  пло- 
скости, нормальной  къ  поверхности  и  содержащей  касательную  къ  траек- 
торш. Мы  видимъ,  что  это  отклонеше  зависитъ  исключительно  отъ  внЬш- 
нихъ  силъ. 

3.  291 .  Матер1альной  точкъ,  находящейся  на  шарь  раддуса  г,  сообщена  ско- 
рость г0.  Зная  коэффиц!ентъ  третя  /,  определить,  какой  путь  она  пройдетъ 
до  остановки  при  дъйствш  одного  только  третя.  Ръш.:  Такъ  какъ  внъшняя 
сила  1?  не  дъЙствуетъ,  то,  по  формул*  (499),  «п  (п,  р)  =  0,  т.  е.  раддусъ  кри- 
визны траекторш  постоянно  совпадаетъ  съ  радДусомъ  шара.  Следовательно 
движение  точки  происходить  по  большому  кругу  шара,  и  р  =  р0  =  г.  По  фор- 
мул* (490)  ^ 

N=  т  — , 

и  уравнете  (497)  даетъ: 

Л  ""      *  г  ; 
0ТКУДа  ,  «         , 


СИ* 


V  Г 


При  I  =  0,  имъемъ  V  =  с0;  поэтому 


*  = \—  (500> 


Г 


Эта  формула  показываетъ,  что  движете  продолжается  безвонечно  долго.  Такъ 
какъ  дл=.ч>(И,  то  весь  пройденный  путь: 


О 

Такой  неожиданный  результата  объясняется  тъмъ,  что  съ  уменыпен!емъ  ско- 
рости уменьшается  и  2\Г,  а  следовательно  и  пропорщональное  ему  трете. 
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307.  Движеше  натер1альной  точки   по  нвудерживающей  поверхности. 

Пусть  матер1альная  точка  двигается  по  такой  поверхности,  съ  которой 
она  можетъ  сойти  въ  одну  ея  сторону.  Возможность  схода  съ  поверхности 
обусловливается  направлешемъ  нормадьнаго  давлевоя,  производимаго  точ- 
кою на  поверхность.  Если  это  давлеше  направлено  въ  ту  сторону,  куда 
точка  не  можетъ  сходить  съ  поверхности,  то  точка  будетъ  прижиматься 
къ  последней,  и  сходъ  будетъ  невозможенъ.  При  этомъ  нормальное  со- 
противление, равное  и  прямо  противуположное  атому  давлению,  должно 
быть,  для  невозможности  этого  схода,  направлено  въ  сторону  схода. 

Сходъ  сделается  возможнымъ  только  тогда,  когда  давлеше  сделается 
равнымъ  нулю.  Нормальное  сопротивление  определяется  формулою  (486), 
причемъ  за  направлете  п  принято  направлеше  нормали  въ  сторону 
центра  кривизны  того  нормальнаго  сЪчешя  поверхности,  которое  содер- 
житъ  касательную  къ  траекторш.  Поэтому,  если  двигающаяся  точка  на- 
ходится на  поверхности  со  стороны  названнаго  центра  кривизны,  то  для 
невозможности  схода  выражеше 

т  -  —  Рсоз(Р,  п)  (501) 

должно  быть  положительнымъ;  если  же  точка  находится  по  другую  сто- 
рону поверхности,  то  оно  должно  быть  отрицательными  Въ  первомъ  слу- 
чай, если  1_  (Р,  п)  <  ^ ,  сходъ  делается  возможнымъ,  когда  выражеше 
(501)  обращается  въ  нуль,  переходя  изъ  положитедьныхъ  значешй  въ 
отрицательный;  если  же  Л  (Р,  п)  ^  ^ ,  то  сходъ  невозможенъ.   Во  вто- 

1С 

ромъ  случа*,  если  ^  (Р,  п)  <  ^ ,  сходъ  делается  возможнымъ,  когда 
выражеше  (501)  обращается  въ  нуль,  переходя  изъ  отрицательныхъ  знаг 
чеши  въ  положительный;  если  же  /  (Ъ\  п)  ^  ^  ,  то  вообще  точка  на 
поверхности  не  можетъ  оставаться. 

М4сто  схода  точки  съ  поверхности  легко  можетъ  быть  найдено  по 
формул*  (486),  если  уже  известны  уравнения  движешя  точки  по  поверх- 
ности; потому  что  тогда  выражешя  Ф,  Д  и  Р  соз  (Р,  п)  могутъ  быть 
вычислены  для  каждаго  положешя  точки  и  найдены  гЬ  положешя,  гд* 

Ф 
т  —  и-  Р  соз  (Р,  п)  =  0. 

Предыдупця  разсуждешя  могутъ  быть  легко  применены  къ  случаю 
движешя  точки  на  плоскости  и  къ  опредЪленш  условШ  схода  ея  съ  за- 
данной нвудерживающей  кривой  лиши. 

Следующая  задача  можетъ  служить  пояснешемъ  предыдущихъ  разсу- 
ждешй. 

3.  292.  Матер1альная  точка  движется  при  дъйствш  силы  тяжести  въ  вер- 
тикальной плоскости  по  кругу  раддуса  г  и  можетъ  сходить  съ  него  только 
внутрь  круга  (фиг.  131).  Определить  услов!е  и  мъсто  схода  при  давныхъ  на- 
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чальномъ  положен!и  и  начальной  скорости  точки,   и   предполагая,   что   н&тъ 
трешя.  Ръш.:  Формула  (498)  даетъ: 

й  ( —  пиР  )  =  —  тд  8%п  &  .  йё 

=  —  туг  пп  0  .  (2д, 

гд-Ь  0   уголъ   отклонен1я   точки  отъ  поло- 
жены равновъс1я;  отсюда 

V9  —  V07  =1  2дг  (С08  &  —  сов  00), 

а    поэтому    услов1е    схода    (501)    им-ветъ 
видь: 

г  а 

-^-  -*-  Ъд  С08  &  —  2д  сое  %  =  0. 

Отсюда  находимъ  значеше  угла  0  для 
м-вста  схода.  Сходъ  невозможенъ  если  для  * 

сов  0    получается    значеше,    которое  чис-  Фиг.  131. 

ленно  больше  единицы. 

3.  293.  Определить  въ  предыдущей  задачи,  выбравъ  численный  значенгя 
для  г0,  0о  и  г,  дальнейшее  движете  точки  послъ  схода,  т.  е.  ея  свободный 
путь,  м-Ьсто  новой  встръчи  съ  кругомъ,  скорость  послй  удара  (считая  кругъ 
пеупругимъ),  мъето  новаго  схода,  если  онъ  возможенъ,  и  т.  д.  Для  ръшенгя 
см.  §§  275  и  240. 

Равновесие  матер1адьной  точки  на  поверхности. 

308.  РавновЪЫе  безъ  тремя.  Когда  точка,  находясь  на  поверхности, 
остается  въ  пошЬ,  то  всЬ  дЬйствуюпця  на  нее  силы,  т.  е.  сила  внеш- 
няя, нормальное  сопротивление  и  трете  находятся  въ  равновйсш;  поэтому 


N4-  Т=0. 


(502) 


Чтобы  определить,  когда  возможно  удовлетворение  этого  условгя,  раз- 
ложимъ  силу  Р  на  нормальную  и  тан- 
генщальную  составляются  (фиг.  132):  #г----*Ф 


Р  =  Г  -ь  Г". 


000ШЩ 


т 


Считая  поверхность  абсолютно  твер- 
дою, мы  можемъ  принять,  что  сила  Р' 
всегда  уничтожается  нормальнымъ  со- 
противлешемъ  N.  Уничтожение  же  тан- 
гешцальной  составляющей  Р"  обусло- 
вливается сушествовашемъ  тангенщаль- 
наго  сопротивления  поверхности  или  трен1я  Т  (§  304).  Когда  н^ть 
третя,  то  для  равнов4с1я  точки  на  удерживающей  поверхности  необхо- 
димо и  достаточно,  чтобы  внешняя  сила  была  нормальна  къ  поверх- 
ности.  Въ  случай  неудерживающей  поверхности  къ  этому  прибавляется 


Фиг.  132. 
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услов1е,  чтобы  сила  Р  была  по  нормали  къ  поверхности  направлена  въ 
ту  сторону,  куда  точка  не  можехъ  сходить  съ  поверхности. 

309.  Треже.  Дальше  мы  будемъ  предполагать,  что  поверхность  удер- 
живающая и  что  существуете  треше,  обпця  свойства  котораго  мы  теперь 
и  разсмотримъ. 

Заменяя  гЬло  мысленно  матерхальною  точкою,  мы  вмЬсгЬ  съ  тЬмъ 
предполагали,  что  въ  каждомъ  его  положены  оно  касается  къ  поверхности 
въ  одной  точки.  Это  предположеше  не  соотв4тствуетъ  действительности. 
Когда  два  твердыхъ,  но  не  идеально  неизмЬняемыхъ  тЬла  находятся  въ 
прикосновенш,  то  касате  ихъ  никогда  не  происходить  въ  одной  точк*Ь: 
они  подвергаются  некоторой,  вообще  говоря,  весьма  малой  деформацш, 
всл4дств1е  которой  взаимное  прикасаше  происходить  по  некоторой  весьма 
малой  сплошной  поверхности.  Такъ  какъ  всякая,  хотя  бы  самая  гладкая 
на  видъ  поверхность  обладаетъ  шероховатостью,  всл4дств1е  которой  вы- 
ступы одной  поверхности  задЬваютъ  за  выступы  другой,  то  является  со- 
противлеше  при  дЬйствш  силъ,  стремящихся  сдвинуть  одно  гЬло  вдоль 
другого.  Это  сопротивлея1е  и  называется  тренгемъ. 

Кром*  этого  сопротивлешя  можетъ  существовать  и  другое,  называе- 
мое сцЪплешемъ,  прилишшемъ.  Обыкновенно  оба  рода  сопротивлений 
дййствуютъ  одновременно.  Степень  учасйя  того  и  другого  рода  сопроти- 
вленШ  вл1яетъ  на  «законы  трешя»,  которые  поэтому  никогда  нельзя  за- 
ранее считать  въ  точности  известными  для  двухъ  прикасающихся  гЬлъ. 
ТЬмъ  не  менЬе,  можно  установить  приблизительные  законы  третя  и  ука- 
зать, въ  какихъ  случаяхъ  можно  ими  пользоваться  съ  достаточною  для 
практики  степенью  точности. 

Хотя  это  относится  къ  области  практической  механики,  но  мы  должны 
все-таки  на  этомъ  остановиться  въ  виду  той  важной  роли,  которую  играетъ 
треше  въ  вопросахъ  о  равновйсш,  если  мы  хотимъ  прилагать  законы 
равновЪсш  къ  случаямъ,  реально  возможными 

310.,  Свойства  силы  трен!я.  ГлавнЬйпм  наблюдетя,  позволивппя  уста- 
новить обпця  свойства  силы  трешя,  были  сделаны  Кулономъ  (Сои1отЪ, 
1781),  а  потомъ  точнее  проверены  Мореномъ  (Мопп)  и  другими.  Пред- 
ставимъ  себ4  твердое  гЬло  лежащимъ  на  горизонтальной  плоскости;  оно 
находится  въ  равновйсш  вЫдате  того,  что  перпендикулярная  къ  пло- 
скости сила  тяжести  уничтожается  нормальнымъ  сопротивлешемъ  этой 
плоскости.  Приложимъ  къ  т4лу,  по  возможности  близко  къ  плоскости,  го- 
ризонтальную силу  Р  и  будемъ  ее  постепенно  увеличивать,  начиная  отъ 
нуля.  Опытъ  показываетъ,  что  сначала  гЬло  будегь  оставаться  въ  поко*, 
следовательно  сила  Р  будетъ  уничтожаться  некоторою  равною  ей  и  прямо 
противуположною  силою  Т.  Эта  сила,  возрастающая  одновременно  съ  си- 
лою Р,  и  называется  силою  трен1Я.  Она  не  будетъ  возрастать  безпре- 
дЬльно:  при  постепенномъ  увеличены  силы  Р  тЬло  придетъ,  наконецъ,  въ 
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движете;  это  покажегь,  что  сила  Т  не  можетъ  уже  более  преодолевать 
силу  Р.  Наибольшая  величина,  которой  сила  Т  при  этомъ  достигаетъ, 
называется  предельною  силою  трен1я.  Въ  механик*  необходимо  раз- 
личать трете  при  равнов^сш  и  трете  при  движети.  Первое  не  им*етъ 
само  по  себе  определенной  величины,  а  зависитъ  только  отъ  величины 
той  силы,  которая  стремится  сдвинуть  тело  съ  места.  Направлеше  этого 
трешя  тоже  само  по  себе  неопределенно:  оно  зависитъ  отъ  направлетя 
той  силы,  которая  стремится  сдвинуть  гЬло  съ  места,  потому  что  оно 
всегда  прямо  противуположно  этой  силе.  Второе,  предельное  трете,  за- 
виситъ отъ  свойствъ  соприкасающихся  поверхностей  и  отъ  разныхъ  дру- 
гихъ  обстоятельству  который  мы  теперь  и  разсмотримъ. 

1)  Предельное  трете  пропорщонально  нормальному  давлетю  Р  тЬла 
на  поверхность  или  численно  равному  ему  нормальному  сопротивлению  N 
поверхности: 

Г=/'.  Р=ЛЖ  (503) 

Коэффищентъ  пропорщональности  называется  коэффицхентомъ  пре- 
дельнаго  трен1я.  Онъ  зависитъ  отъ  многихъ,  вообще  говоря,  сложныхъ 
фнзическихъ  обстоятельствъ  и  главнымъ  образомъ  отъ  разыЬровъ  и  формы 
неровностей  каждой  изъ  поверхностей  и,  въ  связи  съ  этимъ,  отъ  строешя 
и  химическаго  состава  тЬхъ  телъ,  которымъ  принадлежать  поверхности. 

2)  Величина,  а  вместе  съ  гЬмъ  и  коэффищентъ  предельнаго  трешя 
зависитъ  отъ  скорости  скольжетя.  Когда  гЬло  выходить  изъ  состоятя 
покоя,  то  трете  несколько  больше,  чемъ  при  установившемся  уже  движети. 
Съ  увеличетемъ  скорости  оно  немного  уменьшается.  Такъ  какъ  вл1яте 
скорости  на  коэффищентъ  третя  довольно  слабое,  то  въ  случаяхъ,  не 
требующихъ  большой  точности,  на  это  вл1яше  вниматя  не  обращаюгь. 

3)  Коэффищентъ  трешя  зависитъ  отъ  величины  площади,  по  которой 
распределено  давление  тела  на  поверхность.  При  очень  малыхъ  площа- 
дяхъ,  напримеръ  при  касанш  тела  остргемъ  или  острымъ  ребромъ  оно 
больше,  чемъ  при  более  значительныхъ  площадяхъ.  Вообще  же,  если 
площадь  не  очень  мала,  коэффищентъ  трешя  лишь  слабо  зависитъ  отъ 
ея  величины.  Опять,  при  решешяхъ,  не  требующихъ  особенно  большой 
точности,  можно  этою  зависимостью- пренебрегать. 

4)  Коэффищентъ  трешя  значительно  уменьшается  отъ  смазки  тру- 
щихся поверхностей  жирнымъ  веществомъ,  если  оно  не  обладаетъ  лип- 
костью, способною  опять-таки  увеличивать  трете. 

« 
311.  Уголъ  треи!я.  Уголъ,  тангенсъ  котораго  равенъ  коэффициенту 
трешя,  называется  угломъ  трешя.  Геометрическое  значете  этого  угла 
следующее.  Пусть  будетъ  къ  матергальной  точке,  лежащей  на  поверх- 
ности, приложена  сила  1\  сначала  нормальная  къ  последней,  а  потомъ 
постепенно  отклоняющаяся,  безъ  изменешя  своей  величины.  Точка,  на- 
ходившаяся сначала  въ  покое,   придетъ,   при  достаточной  величине  <р 
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угла  отклонены,  въ  движете.  Это  наступить  тогда,  когда  тангенщальная 
слагаемая  Р"   силы  Р   (фиг.  133)   начнетъ   преодолевать    силу  треш? 

т.  е.  когда 

Р"  =  р  $гп  ф  =  Т. 

Но  по  основному  закону  трешя,  если 
Р\  есть  нормальная  составляющая  силы  1\ 

1  =  /•    Р'  =  (.  Рему. 

Сравнеше  даетъ: 

Г=1ду.  (504) 

Итакъ,  <$>  и  есть  уголъ  трешя,  которому 
можно  дать  поэтому  следующее  опред*Ьле- 
те:  это  есть  уголъ  между  нормалью  къ  по- 
верхности и  такимъ  направлешемъ  силы,  при  которомъ  она  делается 
способною  вывести  матер1альную  точку  изъ  состояшя  покоя. 

312.  Усдовве  равновЪЫя  натер!альной  точим  на  поверхности  съ  трешегь. 

Основываясь  на  поняпи  объ  угхЬ  трешя,  весьма  просто  выразить  услов1е 
равнов'Ьсья:  необходимо  и  достаточно,  чтобы  данная  сила  (или 
равнодействующая  данныхъ  силъ)  образовала  съ  нормалью  къ  по- 
верхности уголъ,  не  превосходяпцй  угла  трен1я.  Построимъ  кру- 
говой конусъ.  вершина  котораго  находится  въ  данномъ  положены  мате- 
р1альной  точки,  осью  служить  нормаль  къ  по- 
верхности въ  этой  точки,  а  образуюпця  наклонены 
къ  ней  подъ  угломъ,  равнымъ  углу  трешя.  Этогь 
конусъ  называется  конусомъ  треюя.  Для  рав- 
нов,Ьс1я  очевидно  необходимо  и  достаточно,  чтобы 
данная  сила  проходила  внутри  конуса  трешя 
(фиг.  134)  или,  въ  крайнемъ  случай,  совпадала  съ 
одною  изъ  его  образующихъ;  въ  посл'Ьднемъ  слу- 
чае равнов,Ьс1е  называется  пред'Ьльнымъ. 
Если  точка  не  можетъ  сходить  съ  поверхности 
ни  въ  ту  ни  въ  другую  сторону,  то  сила  можетъ 
быть  направлена  внутри  конуса  изъ  вершины  въ  об* 
стороны  отъ  данной  поверхности;  если  же  поверх- 
ность неудерживающая,  то  для  равновМя  сила  должна  быть  направлена 
внутри  конуса  въ  ту  сторону  данной  поверхности,  куда  точка  не  можетъ 
съ  нея  сходить. 

Чтобы  выразить  условхе  равновЪсхя  аналитически,  замЪтимъ,  что  если 


ф  а  ч.  *)  =  о 


(5о;>) 
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есть  уравнение  поверхности,  то  по  формуламъ  (468)  и  (469): 

п  ТТ  Гй 

С08  (Р,   П)  =  А   Ш  (И?)  -+-  у   СОЗ  (П,   1))  -+-  -р    ЙОв  (№,    О 

~  .РД 


^  1/(^н..,,[Й)-ШЧ1)]-(^-^-2-1Г 

Услов1е  равновйсш,  по  которому  численно 

Ьд  (Г,  п)  ^  /; 
получаеть  видъ: 

Ии$)Ч*$-*)Ч"*-я*)' 

Если  проекцш  силы  считать  известными  функцшми  координата,  то 
это  неравенство,  вм*сгЬ  съ  уравнетемъ  (505)  поверхности,  ограничи- 
ваетъ  на  последней  область,  внутри  которой  всякое  положеше  точки  есть 
положеше  равнов4сш. 

3.  294.  Определить  геометрическое  услов!е  равновъсш  тяжелой  точки  на 
наклонной  плоскости  при  данномъ  для  последней  коэффипДентъ  предъльнаго 
треи!я.  Отв.:  Наклонъ  плоскости  къ  горизонту  не  долженъ  превосходить  угла 
трен1я. 

3.  296.  Определить  геометрически,  область  положешй  равновъс!я  тяжелой 
точки  на  шаръ  при  данномъ  для  него  коэффипДентъ  предъльнаго  трен!я.  Отв.: 
Эта  область  заключена  внутри  кругового  конуса,  вершина  котораго  въ 
центр*  шара,  ось  вертикальна,  а  образующая  составляютъ  съ  осью  угопъ, 
равный  углу  третю. 

3.  296.  Определить  аналитически  область  положешй  равновъздя  тяжелой 
матер1альной  точки  на  поверхности  эллипсоида: 

а2      Ь2       с3 
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при  данномъ  для  него  коэффициенте  предъльнаго  третя  /.  Отв.: 

заключена  внутри  конуса: 

и 

5       -     Ч  ./2 


Эта  область 


Л /а  ^_  =  о. 

6*  }       С4 


3.  297.  На  прямой  С1>  (фиг.  135),  наклоненной  подъ  утломъ  а  къ  гори- 
зонту, лежитъ  матер1альная  точка  ДГ,  имеющая  вЪсъ  Р.  Къ  ней  прикреплена 
нить  МАВ,  перекинутая  черезъ  блокъ  -4,  находящШся  въ  той  же  вертикаль- 
ной плоскости,  какъ  и  прямая  СВ;  на  нонцъ  нити  приввшанъ  грузъ  вЬса  $. 
Зная  коэффищентъ  /  предъльнаго  третя  точки  на  прямой,  определить  зна- 
чен!е  утла  р  =  -^С  {АМВ)У  соотвътствующаго  предвльнымъ  подожешямъ  рав- 
новъсш,  и  нормальное  сопротивлете  N  прямой  лиши  въ  этихъ  положешяхъ, 
Ръш.:  Приравнивая  нулю  суммы  проекпдй  всъхъ  си  ль  на  направление  СВ  и 
направлеше,   въ  нему  перпендикулярное  въ  сторону  д&йствгя  сопротивлешя 

^  а  также  принимая   во   внимаше, 

что  трете 

находимъ: 

<}  сов?  —  Рехп  а  —/2^—0, 
Ц  8%п  (3  —  Р  сов  а  -4-  N  =  0, 

откуда  и  можно  определить  (3  и  IV, 
причемь,  по  исключенш  2У,  для  0  по- 
лучатся два  ръшен1я,  соотвътствую- 
пця  врайнимъ  положен1ямъ  равно- 
въс!я.  При  составления  предыду- 
щихъ  уравнетй  предполагалось)  что 
равнодействующая  силъ  Р  и  ^  стре- 
мится двигать  точку  М  вверхъ  по  наклонной  лиши,  а  следовательно  сила  Г 
направлена  по  этой  линш  внизъ.  Изслъдован1е  решен!й  покажетъ,  при  ка- 
вихъ  услов1яхъ  для  данныхъ  элементовъ  это  предположено  оправдывается 
и  при  какихъ  услов!яхъ  оно  должно  быть  изменено  на  обратное. 

Уравнешя  динамики  несвободной  матер1адьной  точки. 

313.  ОбщМ  видъ  дифференц!ал>ныхъ  уравненШ  движемя  по  поверх- 
ности. Эти  уравнешя  получаются  проектировашемъ  на  координатный  осн 
основной  зависимости  (§  303): 

пш)=  р  +  Ж+Т.  (507) 

ДляпроекцШ  нормадьнаго  сопротивлешя  воспользуемся  формулами  (468): 


N  =  N  со$  (п,г{)  =  —  -зг , 

N  дч> 
^  =  N008  (п,  О  =  д-   -^ , 


(508) 


»-*  /№)Ч*)Ч*Г-      <»> 
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Знакъ  для  А  можетъ  быть  выбранъ  заранее,  если  условиться  относи- 
тельно того,  въ  которую  сторону  отъ  поверхности  считать  направлеше 
нормали  О)  положительными  Можно  напр.  принять  сразу  Д  >  О  и  для 
каждаго  даннаго  случая  определять  соответствующее  направлеше  нор- 
мали. Это  будетъ  конечно  зависать  также  и  отъ  того,  какъ  будетъ  на- 
писано уравнеше  поверхности.  Напр.  уравненге  шара  съ  центромъ  въ 
начале  координатъ  можно  или  такъ  представить: 

?2  ч-  V  н-  ^  —  г1  =  О 
или  такъ: 

г8  —  е2  —  V  —  ?  =  0. 

Въ  первомъ  случае  знаку  Д  >  0  соответствует!»  внешнее  направлеше 
нормали,  а  во  второмъ  случае  —  внутреннее. 

Принимая  во  внимаше,  что  треше  при  движен1и  точки  по  поверх- 
ности всегда  предельное: 

и  что  оно  прямо  противуположно  скорости,  можно  его  проекщи  выразить 
такъ:  у  V        ■  V 

1\  =  ~^^-,     Г,*-^-?.     Т,,  =  -т-±.      (510) 

Послъ  этого  зависимость  (507)  приводить  къ  схЬдующимъ  тремъ 
дифференщальныиъ  уравненшгь: 

<Р5       „       N  ^        .__  *\ 

аг  Д    д1  V 


«Г?  ДГ  Ар  "с 


(511) 


куда  нужно  подставить 


Неизвестными  являются  ;,  т),  С,  -№,  для  определешя  которыхъ  въ  за- 
висимости отъ  I  имЬемъ  четыре  уравнешя,  а  именно,  кроме  уравненШ 
(511)  еще  уравнеше  поверхности: 

<Р  (6,  Ч,  0  =  0.  (512) 

314.  Дифференциальный  уравнемя  движемя  по  лиши.  Если  движеше 
точки  происходить  по  данной  лиши  какъ  по  пересЬчешю  двухъ  поверх- 
ностей: 

9г  &  %  9  =  0,  сра  (6,  7),  ©  =  0,  (513) 

то  можно  представить  себе,   что  нормальное  сопротивлен1е  лиши  сла- 
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гается  изъ  нормальныхъ  сопротивленШ  этихъ  поверхностей: 


и  написать: 

т 


и  два  другагь  подобныхь  же  уравнения,  причемъ 

Мы  ивгЬемъ   5  неизв'Ьстныхъ    Е,  чг|,  С.  &ц  Лг2   и   пять   уравненШ:    3 
уравнешя  вида  (514)  и  два  уравнешя  лиши  (513). 
Если  лишя  плоская, 

9  (5,  Ч)  =  О, 


то  уравнешя  динамики  представляются  проще: 


гд* 


(Р6 

Н     1                 т  _ 

А  д* 

1» 

Й'-п 

А  стг) 

г;        / 

(515) 


-=У(*)Ч*)'- 


315.  Законъ  энерпи  для  несвободиаго  движешя  натер1альной  точки. 

Произведя  надъ  уравнешями  (511)  такое  же  преобразоваше,  какое  было 
сделано  въ  §  266  для  вывода  закона  энерпи,  находимъ: 

Й^^^ЕЛ  +  НАц-гЛ  +  ^Л  +  ^-Ац-^*) 

ь\  й?  -»-  V-  Лг\  н-  гг  й^ 
—  Г$  -± ^—  ■ 

V 

Но,  согласно  съ  уравнешемъ  (467): 
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Кром4  того 

Л^иго1)  =  ЕЛч-Нйч-ь2Л;  — /^А.  (516) 

Этоть  результата  согласуется  съ  найденнымъ  въ  §  306  и  представляетъ 
собою  дифферендгальное  выражен1е  закона  энерпи. 

Вторая  часть  его  обращается  въ  полный  дифференщалъ:  1)  если  су- 
ществуетъ потенщальная  функщя,  не  содержащая  явнымъ  образомъ  вре- 
мени (§  267),  такъ-что 

и  2)  если  н'Ьтъ  трен1Я,  т.  е.  если  /'=  0.  Тогда  уравнете  (516)  инте- 
грируется и  даетъ 

^  т„»  н- Г  •+- О,  (517) 

законъ  энерпи  въ  томъ  же  вид*,  какъ  для  свободной  точки. 

То  же  самое  мы  найдемъ  и  для  движенья  по  данной  лиши,  если  эта 
лишя  идеально  гладкая. 

316.  Число  интегрирован^,  рЪшающихъ  задачу  динамики  для  несвобод- 
ной иатер1альной  точки.  Въ  случай  движешя  по  поверхности  такихъ  инте- 
грироватй  требуется  четыре  (вместо  шести  для  свободной  точки),  по- 
тому что  одна  зависимость  между  координатами — уравнеше  поверхности — 
конечная.  Для  ясности  можно  представать  себ*,  что  заранее,  помощью 
уравнетя  поверхности,  одна  изъ  координатъ  исключена  изъ  уравнешй 
(511),  посл4  чего  остается  интегрировать  только  два  дифференщальныхъ 
уравнен1я  второго  порядка  для  опред4лен1я  въ  функщи  времени  двухъ 
остальныхъ  координатъ.  Третья  координата  найдется  потомъ  по  уравне- 
Н1ю  поверхности.  Въ  действительности  же  бываетъ  обыкновенно  удобнее 
всЬ  три  координаты  выразить  въ  функщи  двухъ  новыхъ  независимыхъ 
перем'Ьнныхъ  и  соотв'Ьтственнымъ  образомъ  преобразовать  уравнетя  ди- 
намики; но  мы  на  этомъ  уже  не  будемъ  останавливаться. 

Если  существуетъ  законъ  энерйи,  который  уже  представляетъ  собою 
одинъ  изъ  интеграловъ  уравнетй  ($11),  то  остается  выполнить  еще  только 
три  интегрировашя. 

При  движенш  точки  по  лиши  задача  динамики  тре^уетъ  только  двухъ 
интегрировашй,  потому  что  тогда  можно  дв-Ь  координаты  выразить  въ 
Функщи  третьей  или  вообще  вс*  три  координаты  выразить  въ  функщи 
одной  независимой  переменной,  причемъ  для  опред^летя  ея  въ  функщи 
времени  получится  одно  дифференщальное  уравнете  второго  порядка. 

Когда  же  существуетъ  законъ  энерпи,  то  задача  решается  только 
одним*  интегрировашемъ. 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   288  — 

3.  296.  Составить   уравнетя   движенья   тяжелой   матер1альной   точки    по 
негладкой  наклонной  плоскости 

2&  —  2т]  -4-  С  -  1  =  О, 

причемъ  предполагается,  что  ось  (С)  направлена  вертикально  вверхъ.  Отв.: 
Изсл'Ьдовате  уравнетя  плоскости  повазываетъ,  что  тому  направление  нор- 
мали, которое  образуетъ  острый  утодъ  съ  осью  (С),  соотввтствуетъ  положи- 
тельный знакъ  у  Д  =  ±  1/22  +  2а  +  13  =  ±3;  поэтому 

*П  2    ЯГ  У  * 

<РС  1   л-       -  Л 

"^= -"*-*■  8  Л-/Т- 

3.  299.  Составить  уравнетя  движетя  тяжелой  матергальной  точки  по  абсо- 
лютно гладкой  поверхности  сферы 

(сферичесгай  маятникъ)  и  написать  законъ  энергш  для  этого  случая,  предпо- 
лагая, что  ось  (С)  направлена  вертикально  внизъ.  Отв.:  Если  разсматривать 
внутреннюю  нормаль  къ  поверхности  шара,  то  нужно  принять  Д  =  —  2г,  и 
тогда  получимъ: 

*Ь         ю-  *        ^ч         ,,7)        ак  г 


г 


г0  =  ^  Ч-  2,/  (С  -  Со). 


3.  300.  Показать,  что  въ  предыдущемъ  движении  существуетъ  законъ  мо- 
мента количества  движен!я  (§  263)  относительно  вертикальной  оси,  проходя- 
щей черезъ  центръ  шара. 

3.  301.  Показать,  что  вообще  при  движенш  по  абсолютно  гладкой  поверх- 
ности вращен1я  существуетъ  законъ  момента  количества  движенш  относительно 
оси  этой  поверхности,  если  моментъ  внешней  силы  относительно  этой  оси  ра- 
венъ  нулю.  При  ръшен1и  нужно  принять  во  вниман1е,  что  если  ось  (С)  на- 
править по  оси  поверхности  вращешя,  то  уравнеше  последней  имъетъ  видъ; 

?*  ч-  чг)а  -  ср  (Г)  =  о. 

Геодезическое  движете  матер1альной  точки 
по  поверхности. 

317.  Свойства  геодезическаго  движешя.  Въ  случай  отсутствгя  вн'Ьш- 
нихъ  силъ  уравнеше  (499)  даетъ: 

го  соз  (г#,  V)  =  0, 

т.  е.  ускорете  лежитъ  въ  плоскости,  нормальной  къ  поверхности  и  со- 
держащей касательную  къ  траекторш.  Съ  другой  стороны  мы  знаемъ,  что 
ускореше  лежитъ  всегда  въ  соприкасающейся  плоскости  траекторш,  т.  е. 
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въ  той  плоскости,  содержащей  касательную,  въ  которой  находится  глав- 
ная нормаль.  Отсюда  слйдуетъ,  что  теперь  главная  нормаль  къ  траектор!и 
въ  каздой  ея  точк*  совпадаетъ  съ  нормалью  къ  поверхности.  Лишя  на 
поверхности,  имеющая  свойство,  что  главная  ея  нормаль  совпадаетъ  съ 
нормалью  къ  поверхности,  называется  геодезическою.  Итакъ,  точка  на 
поверхности,  при  отсутствш  вн4шнихъ  силъ,  описываетъ  гео- 
дезическую линию.  Изъ  каждой  точки  на  поверхности  можно  провести 
геодезическая  лин1и  по  всевозможнымъ  направлешямъ;  поэтому  геодезиче- 
ская траектория  точки  зависитъ  отъ  того,  гд6  было  ея  начальное  поло- 
жеше  и  какое  направлеше  им*ла  ея  начальная  скорость. 
Уравнешя  (490)  и  (497)  даюгь  теперь: 

или 


(Ы'  ** 


Л 

Ро 

иричемъ  для  геодезической  линш,  для  которой  ^  (р,  р0)  =  0,  им4емъ  по 
формул*  (477)  р0  =  Р,  т,  е.  радоусъ  кривизны  нормальнаго  с$чешя  по- 
верхности служить  вм*стЬ  оъ  тЬмъ  и  радгусомъ  кривизны  самой  геодези- 
ческой линш.  Формула  (518)  показываешь,  что  изм*неше  скорости  зави- 
ситъ отъ  кривизны  траекторш  (см.  задачу  291). 

Если  поверхность  абсолютно  гладкая,  т.  е.  /==0,  то 

т.  е.  скорость  постоянна  и  равна  своему  начальному  значенш  г0.  Итакъ, 
матер1альная  точка  по  инерщи  двигается  по  абсолютно  глад- 
кой поверхности  равномерно,  описывая  геодезическую  линш. 
Формула  (489)  даетъ  теперь 

2У=т  V.,  (519) 

Ро 

т.  е.  нормальное  сопротивление  и  равная  ему  по  величине  центробежная 
сила  прямо  пропорщональны  кривизн*  траекторш. 

318.  ПрмЪры  геодезическихъ  движенМ.  На  шар*  точка  описываетъ 
дугу  большого  круга*  на  круговомъ  цилиндр*  винтовую  лин1ю.  Чтобы  по- 
яснить последнее,  зам*тимъ,  что,  какъ  показывается  въ  вар1ащонномъ 
исчислеши,  геодезическая  лишя,  проведенная  между  двумя  данными  точ- 
ками на  поверхности,  есть,  до  изв'Ьстныхъ  предЬловъ,  кратчайшая  изъ 
всЬхъ  лиши,  которыя  можно  провести  на  поверхности  между  этими  двумя 
точками.  Отсюда  сл'Ьдуегь,  что  на  линейчатой  развертывающейся  поверх- 
ности (§  103)  геодезичесйя  линш  им-Ъютъ  свойство,  что  при  разверты- 
ваши  поверхности  въ  плоскость  он4  превращаются  въ  прямыя  лиши. 

П.  Сомовъ.  —  Основами  теорет.  механики.  1" 
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Поэтому  на  какой-либо  цшиндрической  поверхности  геодезическая  лншя 
шгЬетъ  свойство,  что  она  пересЬкаетъ  всЬ  образуюпця  подъ  постояннымъ 
угломъ;  а  .на  круговомъ  цилиндр*  втимъ  свойствомъ  обладаегь  винтовая 
дитя.  Геодезическую  линш  на  конус*  можно  провести,  раэвернувъ  ко- 
ну съ  въ  плоскость  и  проведя  по  ней  прямую  лишю,  а  потомъ  превра- 
тивъ  плоскую  фигуру  опять  въ  конусъ. 

3.  302.  По  уравнен!ямъ  динамики  написать  дифференпДальнын  уравненш 
геодезической  лиши,  Р4ш.:  Бъ  геометрш  часто  бываеть  полезно  линио  опре- 
делять тремя  функциями,  выражающими  координаты  ея  точекъ  въ  зависимости 
оть  *,  дуги  этой  лин1и,  отсчитываемой  отъ  некоторой  данной  на  ней  точки: 

5=ЛМ.   ч  =/•<•),    С=/.(*  (520) 

Применяя  это  къ  геодезической  лиши  на  поверхности  (512),  представимъ  себ-Ь, 
что  она  получена  движен1емъ  точки  по  этой  поверхности  по  инерпДи,  и  при- 
томъ  при  отсутствия  трен!я.  Такъ  вакъ  теперь 

из 
*=*  =  *. 
то  можно  написать: 

*о 
и  принять  въ  уравнетяхъ  (511)  з  вмъсто  *  за  независимую  переменную .  Эти 
уравнешя  примутъ  тогда,  для  даннаго  случая»  слъдующШ  видь: 

а  #Е  _  &  до  2  ^т)  _  ЛГ  до  8  #*    _К  до 

™*  5?  -  д  ар    т%  а*  -  д  дч '   тг?0  л5-  -  д  Ж' 

откуда  получаемы  *        <Р$  <Рг\  сР* 

~а?      !йг        м 

до  до  до 

~д*~        1%        1*" 

два  дифференпДадьныхъ  уравненш,  интегрироваше  которыхъ  и  можетъ,  со- 
вместно съ  уравнешемъ  (511),  определить  уравнен!я  геодезической  линш  въ 
форм*  (520). 

3.  303.  На  поверхности  кругового  цилиндра  даны  на  одной  и  той  же  обра- 
зующей два  положенш  М0  и  Мх  матергальной  точки,  двигающейся  по  ней  по 
инерцш.  Бакъ  направить  начальную  скорость,  чтобы  эта  точка,  выйдя  изъ 
положенш  М0,  прошла  черезъ  Мг?  Отв.:  Если  (I)  есть  направлеше  образующей, 
то  должно  быть:  о 

^(•г0  =  ^>  (621) 

гдъ  г  раддусъ  основашя  цилиндра,  а  я  произвольное  цълое  число. 

3.  304.  Какъ  изменится  предыдущее  р&пеше,  если  поверхность  цилиндра 
не  гладкая?  Отв.:  Формула  (521)  не  изменяется;  только  движен!е  будетъ  не- 
равномерное, а  будетъ  следовать  закону,  выражаемому  формулою  (500). 

ПлоскШ  математически  маятникъ. 

319.  Движеже  матер1альной  точки  по  абсолютно  гладкой  лита  при  дЪй- 
СТВ1И  силы  тяжести.  Возьмемъ  ось  (^)  вертикально  внизъ;  тогда 

Е  =  0,     Н  =  0,     2  =  тд, 
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а  потенщальная  фуншця  (задача  258): 

По  уравненш  (517),  пользуясь  начальными  условшми:  V  =  V0  при  С  =  Ьо, 
им*Ьемъ: 

*3  =  V  -н  2(7  (С  -  ^).  (522) 

Отсюда  меаду  прочимъ  мы  видимъ,  что  скорость  точки  не  зависитъ  отъ 
вида  траекторш,  а  зависитъ  только  отъ  высрты  точки  надъ  ея  началь- 
нымъ  положешемъ  и  отъ  начальной  скорости,  Уравненш  данной  лиши 
(513)  представимъ  себ*  решенными  относительно  ?и  ц: 

6  =  Л  (О.   ч  =  ДЮ;  (523) 

~М4)Ч*)Ч4)-<™-*»(4)" 

и  —    &   •    '8  —    й?   # 

Уравнете  (522)  даетъ  такимъ  образомъ  дифференщальную  зависимость 
между  *  и  & 


нзъ  которой 


(Ггп  "Ь  Л"  И-  1)  (-§)=  V  +  2*  К  -  С,), 
,  _  ^  Л /7*"+ 6"  Ч-  1      , 


Знакъ  передъ  интеграломъ  определяется  здЬсь  знакомъ  производной  С  по  Ц 
если  въ  начал*  движешя  она  положительная,  то  передъ  корнемъ  нужно 
удержать  положительный  знакъ  до  гЬхъ  поръ,  пока  функщя  подъ  знакомъ 
интеграла  не  обратится  въ  нуль  или  въ  безконечность;  поел*  чего,  для 
дальнЬйшаго  выбора  знака  потребуется  снова  произвести  изслЬдоваше. 
Произвольная  постоянная  можетъ  быть  определена  по  начальнымъ  усло- 
В1ямъ:  если  при  I  =  О  дано  ?  =  ^,  то,  подобно  тому,  какъ  и  въ  другихъ 
задачахъ  динамики,  можно  написать: 

С      #  ___ 

'"М/З^^*  (524) 


=  ^  Л/31 

-у  V  <  - 


Эта  формула  можетъ  быть  приложена  къ  движенш  по  всякой  лиши,  если 
только  уравнешя  ея  можно  представить  въ  видЬ  (523).  Въ  этомъ  смысл* 
можно  сказать,  что  всякая  задача  о  движенш  тяжелой  материальной  точки 
по  абсолютно  гладкой  линш  можетъ  быть  решена  до  конца. 

Если  движете  происходить  по  плоской  лиши,  находящейся  въ  верти- 
кальной плоскости,  то,  взявъ  въ  этой  плоскости  оси  (?)  и  (С),  нужно 
только  въ  формул*  (524)  положить  /*а'  (С)  =  О. 

19* 
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3.  805.  Составить  формулу  для  %  въ  движеши  тяжелой  точки  по  абсолютно 
гладкой  лин!и,  когда  эта  линш  определяется  уравнешями: 

\  =  ?1  (*),         У  =  ?1  («)•         С  =  ?,  («), 

гдв  и  независимая  переменная.  Отв.: 

«/    Г   V*  н-  2д  (<р,  —  ерю) 

«о 

320.  Уравнен1е  динамики  для  кругового  математического  маятника.  Важ- 

нымъ  приложешемъ  настоящаго  случая  является  изслЪдоваше  движенш 
математическаго  маятника,  т.  е.  тяжелой  матер1альной  точки,  при- 
нужденной оставаться  на  кругЬ,  плоскость  котораго  вертикальна.  Радгусъ  I 
этого  круга  называется  длиною  математическаго  маятника.  Пола- 
гая, что  начало  координатъ  находится  въ  центр*  круга,  им*емъ  уравнете 


Р -*-!?  —  Р  =  0, 


изъ  которая 


б  =  /;(0  =  =ь1/р_р1 


I» 

1-«-/;'2= 


р— р 

Принимая  во  внимание,  что  теперь  /*,  (ф  =  0,  по  формул*  (524)  находимъ: 

С 
<  =  ±1   Г-  й  (525) 

./  ^(р-^)к2+2?(;-ад 

Со 

321.  Формула  для  времени  цЪлаго  размаха  въ  случае  колебательнаго 
движен1Я  маятника.  Мы  будемъ  дальше  предполагать,  что  движете  маят- 
ника колебательное,  такъ  какъ  этотъ  случай,  представляетъ  наиболышй 
практически  интересъ.  Въ  колебательномъ  движенш  существуютъ  тате 
моменты,  въ  которые  скорость  делается  равною  нулю;  ввиду  этого,  ни- 
сколько не  ограничивая  задачи,  можно  принять  г;0  =  0;  потому  что,  если 
при  С  =  ^о  скорость  у0  не  равна  нулю,  то  можно  изменить  начальную  вы- 
соту такъ,  чтобы  ей  соответствовала  скорость  0  =  0.  Для  этого  нужно 
только  въ  формул*  (522)  удовлетворить  условш: 

„»  =  V  ч-  2д  (;  —  ^)  =  О3  н-  2д  $  -  ?0'), 
откуда  а 

п г  ° 

0         °        2д  ' 

ъ0'  называется  приведенною  высотою.  Итакъ,  принявъ  для  случая  коле- 
бательнаго движешя  прямо 

ь'  =  2д$  —  ъ\  (526) 
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можно  формулу  (525)  заменить  сгЬдующею: 

г 

1  =  ±1    Г 5_ .  (527) 

Для  первоначальнаго  перюда  движешя  зд4сь  нужно  сохранить  верх- 
нШ  знакъ,  такъ  какъ  въ  начале  движен1я  точка,  выходя  изъ  состояшя 
докоя,  опускается,  такъ  что  С  увеличивается,  и  следовательно  въ  тече- 
те нЬкотораго  первоначальнаго  перюда  движешя  производная  ?  по  I  по- 
ложительная. Возрастате  координаты  С  прекращается,  когда  маятникъ 
доходить  до  своего  низшаго  положешя  С  =  1.  Пусть  будетъ  *п  время  опу- 
скашя  маятника;  тогда 

*-' Л»  («•-*)«-«•        (528) 

Со 

Поел*  этого  момента  С  начинаетъ  убывать,  производная  С  по  *  м4- 
няетъ  свой  знакъ,  и  поэтому  въ  формул*  (527)  долженъ  быть  взять  ниж- 
нШ  знакъ  и  удержанъ  до  гЬхъ  поръ,  пока  маятникъ  не  дойдетъ  до  своего 
верхняго  положешя.  Формула  (526)  показываетъ,  что  это  случится  на 
той  же  высоте,  какъ  и  начальная,  т.  е.  при  С  =  Со-  Означая  время  этого 
второго  перюда  движешя  черезъ  *а,  можемъ  написать: 

Со 

о   1/^(Р-Р)«-Ср) 

Интегралы  (528)  и  (529)  равны,  т.  е.  время  подъема  маятника  равво 
времени  его  падешя.  Означая  черезъ  Т  время  цйлаго  размаха  маятника, 
можемъ  написать:  I 

Т  =  %.  -*-  и  =  2*.  =  21    Г- —*•— .  (530 1 

1      %        1  '^(Р-Р)(5-Со) 


*,  =  —  г    Г-  =  (529) 

*  7  1/2и  ГР  — СМ  ГС  —  ел 


/• 


322.  Приведен!©  формулы  нолебшНя  маятника  иъ  нормальному  виду 
эллиптическая»  интеграла.  Интегралъ  (530)  не  можетъ  быть  выраженъ  въ 
конечномъ  видЬ,  кром*  одного  случая,  не  представляющаго  практическая 
интереса  (см.  задачу  306),  и  долженъ  быть  вычисляемъ  по  приближенно. 
Мы  произведемъ  это  вычислеше  помощью  разложешя  подинтегральной 
функгци  въ  безконечный  рядъ.  Для  удобства  преобразуемъ  интегралъ 
(530),  введя  новую  лерем-Ьнную.  Пусть  будетъ  д  уголъ  отклонешя  маят- 
ника отъ  вертикальнаго  положенш,  такъ  что 

С  =  I  соз  8, 

(ЛС,  =  —  I  8ш  Ь  .  й&, 

Р  —  ф  =  Р  *Ш3  », 

С  —  Со  =  ?  (СЮ  »  —  С05  00), 
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гд'Ь  00  начальный  уголь  отклонешя.  Для  нахождешя  пред'Ьловъ  интеграла 
замйтимъ,  что  при  С  =  I,  &  =  0.  Итакъ: 

г—  I  т/1  Д      *  т/1  ^-7=5 ■ 

"      9^    }/2(С08Ь  —  СОзЬ0)  V      д^    |/2  (С05  &  —  С05  О0) 

Пользуясь  формулою 

о     » 

сое  О  =  1  —  2  згп2  — , 


можно  написать:  •»  ,  _& 


-^/ 


|/^    ^ 


згп*  — 
2 


Введемъ  еще  разъ  новую  переменную,  положивъ 

.     &         .     »0     • 
згп  —  =  8ьп  -~  згп  у, 

что  можно  всегда  сделать,  потому  что  &  ^  &0.    Принимая  во  внимаше, 
что 

Ь    ДЬ  •       вО  Д 

соз  —  а  —  =  згп  — ^  соз  ф  а<р 
и  что  при  &  =  80  шгЬемъ  ф  ==  ~ ,  находимы 


о     1/1  —  м*'    — - 


Йф 

Интегралъ 


1/  1  —  $ш2  -^-  $т*  <р 


(531) 


йср 


}/1  —  к2  згп2  ф 
о 

въ  которомъ  предполагается,  что  к  <  1,  называется  по  Лежандру 
эллиптическимъ  интеграломъ  перваго  рода  и  означается  симво- 
ломъ  ^Р(ф,  к),  причемъ  к  называется  модулемъ.  Р  Г|>  к\  называется 
полнымъ  эллиптическимъ  интеграломъ.  Итакъ,  время  одного  размах-а 
математическаго  маятника: 

^=2]/^'{|,««-^)-  (532) 


323.  Вычислен!е  времени  одного  разнаха.  Положимъ  для  краткости 

2 


згп  -^-  «тф  =  и;  (533) 
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такъ  какъ  и  всегда  меньше  единицы,  то  функщя 

!_____  =  (1  _  и*)~* 


Л/    1  5Ш3   —5-  8Щ*  <р 


2 
можетъ  быть  разложена  въ  безкоЪе^шЪгй  рядъ  по  биному  Ньютона: 

-.■)  '=1+ а«*  +  г-4»4+27о  »•  +  ••• 

1 

Такъ  какъ  этотъ  рядъ  сходящШся,  а  подинтегральная  функщя  остается 
въ  предЬлахъ  интегрирован1я  конечною;  то  и  интегралъ  этого  разложешя, * 
представляя,  какъ  будетъ  видно  ниже,  тоже  сходящШся  рядъ,  будегь  вы- 
ражать собою  искомое  число  Т.  Для  интегрирован1я  каждаго  члена  можно,, 
интегрировашемъ  по  частямъ,  вывести  следующую  формулу  приведешя: 

У  У  -5. 

/  шрьуйф  =  /  згп2*-1  9  .  $гп  <рйср  =    -    [сов  9  «П**""1  ф]  -+- 

0  о 

ТС 

У 


-+■  (2м Г)    I    5Ш2*~~2  9  С05*  фйф. 

о 
Проинтегрированная  часть  при  данныхъ  значешяхъ  пред&ловъ  инте- 
грировашя  равна  нулю;  поэтому 

ТС  ТС 

У  У 


/  5гп2*срйф  =  (2ю  —  1)  /  ^ 


5гп2*ср^Ф  =  (2и  — -  1)  /  5гп2п~2ср  сое3  фй<р  = 


о  о 


ТС     •  ТС 

У  "  2 


=  (2л—  1)  /  «п8»-2  фй<р  (2я  —  1)  /  $ш2"  <рйф, 
о  о 

откуда  я  те 

2  2 


/  $ш2п  (р^9  =  — ^ /  МП2*-*  9^9-  (535) 


Полагая 


2 


2 

$м2п  9^9  =  ^21 


'2п 
о 
и  применяя  формулу  (535)  къ  различнымъ  значешямъ  и,   можно  сокра- 
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щенно  написать: 


^2н— 2) 

"■-■-2* -2 

0"*.-4, 

^  =  !«Ъ 

^  =  \  1?о, 

(536) 


причемъ 


1Г 


"'  -/* = *  • 


Перемножая  первыя  и  вторыя  частя  равенствъ  (536)  и  сокращая, 
лучимъ:  к 


по- 


/ 


$гп2п  фЛр 


_  1 .  3  .  5  . . .  (2п  —  1)    тс 
—        2  .  4  .  6  ...  2п         2 


Формулы  (531),  (534)  и  (533)  поел*  этого  даюгь 


тс 
1 


81П%п  -^°    $Ш2н  ф      (/ф 

- ■  /I  [А  Л  1-,,-.':ё.^1)  *Ц"-А"Н 

О  1  О 

1 

324.  Таутохронмзмъ  маятника.  Рядъ,  стоящи  въ  формул*  (537),  весьма 
быстро  сходится,  особенно,  когда  зт  -°-  мало,  т.  е.  при  малыхъ  ампли- 
тудахъ  колебанш.  Въ  нижеследующей  таблиц*  выписаны  члены  этого 
ряда,  превосходяще  0,000001  при  разныхъ  углахъ  начальнаго  отклонении 


*  1/-  (1  -+-  0,000076  -•-...) 

гт 
5°  ;  г  1/  -  ■  (И-  0,000476  н-  .  .  .) 

10°    -  у-  (1   +-  0,001899  -+-  0,000008  -+-  .  .  .) 
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Отсюда  видно,  что  при  достаточно  малыхъ  углахъ  отклонены  можно, 
если  не  требуется  особенно  большой  точности,  отбросить  всЬ  члены  кром* 
лерваго  и  принимать  /у 

Т=*у~*  (538) 

т.  е.  считать  время  качашя  маятника  независящимъ  отъ  начальнаго  угла 
отклонения.  Это  свойство  называется  таутохронизмомъ  и  было  заме- 
чено Галилеемъ. 

Формула  (337)  показываетъ,  что  этотъ  законъ  Галилея  только  при- 
ближенный. Гюгенсомъ  (въ  его  сочиненш  о  маятник!:  <Ного1о§шт 
озсШа&ппт»  е*с,  1673  г.)  была  указана  литя,  по  которой,  при  всякихъ 
величинахъ  отклоненхя  движущейся  по  ней  точки  отъ  положешя  равно- 
в^с1я,  колебаше  совершается  въ  точности  въ  одно  и  то  же  время.  Эта 
лин1я— обыкновенная  циклоида  или  ортоциклоида,  т.  е.  дитя,  описы- 
ваемая точкою,  лежащею  на  окружности  катящагося  по  прямой  линш 
круга  (см.  задачу  131).  Если  прямую  поместить  горизонтально,  а  плоскость 
круга  вертикально  и  заставить  кругъ  катиться  по  нижней  сторон!  пря- 
мой линш,  то  получится  циклоида,  обращенная  выпуклостью  книзу,  и  ма- 
тер1альная  точка  будетъ  при  дЬйствш  силы  тяжести  совершать  по  ней 
колебательное  движете.  Каждое  колебаше  будетъ  совершаться  въ  одно 
и  то  же  время,  независимо  отъ  начальнаго  положешя  точки  (подробнее 
см.  задачу  307). 

Можно  было  бы  показать,  что  циклоида  есть  единственная  плоская 
литя,  обладающая  свойствомъ  таутохронизма  при  дЬйствш  силы  тяжести. 

325.  Друпе  выводы  изъ  формулы  (537).  Предыдупце  результаты  и 
дальнЬйппе  выводы  потому  им4югь  важное  значеше,  что  они  применимы 
къ  действительно  осуществимому,  физическому  маятнику,  который, 
какъ  это  будетъ  показано  въ  §  552,  можетъ  быть  всегда,  по  своему  за- 
кону движен1я,  сравниваемъ  съ  маятникомъ  математическимъ. 

а)  Если  для  двухъ  математическигь  маятниковъ  разной  длины  I  и  V 
взять  одинъ  и  тогь  же  уголъ  в0,  то  безконечный  рядъ  въ  формул*  (537) 
будетъ  им4ть  одно  и  то  же  значеше;  поэтому  для  временъ  колебашя  мы 
найдемъ: 


Г       у     V 


Этотъ  законъ  тоже  былъ  найденъ  Галилеемъ. 

Ъ)  Формула  (537)  даетъ  возможность  определить  длину  /15  которую 
долженъ  им4ть  маятникъ,  чтобы  его  колебаше  совершалось  въ  одну  се- 
кунду (секундный  маятникъ).  Полагая  00  достаточно  малымъ,  чтобы  можно 
было  считать  время  качашя  огь  него  не  зависящимъ,  замЪнимъ  формулу 
(537)  формулою  (538);  принявъ  тамъ  Т=  1.  находимъ: 

1Л  =  А?  =  99,4  сантиметра, 
тс 

если  взять  д  =  981  сантиметру.  .    . 
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с)  Известно,  что  ускорете  силы  тяжести  меняется  съ  географиче- 
скою широтою  м'Ьста.  Это  изм,Ьнен1е  обусловливается  двумя  причинами: 
сжайемъ  земли  и  ея  вращательнымъ  движетемъ.  Влштя  эти  могутъ 
быть  обнаружены  наблюдениями  надъ*  качашемъ  одного  и  того  же  маят- 
ника въ  различныхъ  географическихъ  широтахъ.  Формула  (537)  показы- 
ваетъ,  что  для  одного  и. того  же  маятника  и  того  же  угла  &0 

Т        У    д 

3.  306.  Указать  случай,  когда  днтегралъ  (527)  можетъ  быть  вычисляема 
въ  конечномъ  видъ,  и  выполнить  вычислите.  Ръш.:  Для  возможности  инте- 
грирована въ  конечномъ  видь  радикала,  содержащего  многочленъ  третьей 
степени,  этотъ  посльднШ  долженъ  содержать  два  равныхъ  линейныхъ  мно- 
жителя. Напишемъ: 

2д  (Р  -  ?)  С  -  С»)  =-  2д  (С  -  С„)  С  -  I)  (С  -+-  О- 

Сравнивая  три  множителя  попарно,  находимъ  три  преддоложетя: 

-г  =  -н»,        ;,  =  -*,        Ъ=г. 

Изъ  нихъ  первое  невозможно,  потому  что  I  не  равно  нулю,  третье  со- 
стоите въ  томъ,  что  въ  начальному  положенш  маятникъ  находится  въ  состоя- 
н!и  устойчиваго  равновъздя,  но  тогда  онъ  не  будетъ  совершать  движенш,  ибо 
мы  приняли  въ  форму лъ  (527),  что  г0  =  0.  Остается  второе  предподожете 
^  =  —  *,  т.  е.  что  матергальная  точка  въ  начальный  моментъ  находилась  въ 
высшей  точкъ  круга;  это  есть  тоже  положете  равновъс1я,  но  равновъс!я  не- 
устойчиваго;  если  точку  изъ  этого  положетя  безконечно  мало  отклонить  и 
сообщить  ей  соответствующую  этому  отклоненному  положенш  безконечно 
малую  скорость,  согласно  формула  (526),  то  она  придетъ  въ  движете  и,  со- 
верпшвъ  цълый  оборотъ,  возвратится  въ  верхнее  положеше  на  кругъ.  Па 
формулъ  (530)  теперь: 


Для  интегрировашя  сдълаемъ  подстановку  С  =  I  сов  0;  тогда 
I  ч-  С  =  I  (1  -ь  сов  »)  =  21  сов*  -| 

I  —  С  =  I  (1  -  сое  0)  =  21  згп2  | 

дХ,  г=  —  I  вгп  У  ЛЬ  =  —  41  вгп  -^  сов  -~  й  -> 


:0О. 
сов  2  ±к 


Отсюда  мы  видимъ,  что  маятникъ  приближается  къ  своему  верхнему  по- 
ложенш ассимптотическп. 
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3.  307.  О  цинлоидальном-ъ  маятйинъ.  При  положен!и  циклоиды,  указан- 
ною» въ  §  325,  имъемъ  (фиг.  136): 

Е  —  В0В  ч-  ВЕ  =  г(а  +  8%п  а), 

С  =  Св  -  С2Г  =  г  (1  -  соз  а). 

Здъсь  предполагается,  что  начало  воординатъ  находится  въ  низшей  точкъ 
циклоиды,  ось  (?)  касательная  въ  этой  точкъ,  а  кругъ  катится  по  прямой  АН, 
параллельной  оси  ($)*,   а — уголь,  на  который  кругъ  повернулся,  откатившись 


отъ  своего  средняго  положешя  на  разстояше  С0С  =  В0В  =  га,  гдв  г  радДусъ 
круга.  По  закону  энергии  теперь,  когда  положительная  ось  (С)  направлена 
вверхъ  и  опять  принято  т0  =  0,  имъемъ: 


«^  =  2^  (Со  — С) 


или 


2гш* 


Ла\* 


а   ГДа\ 
2    \й) 


:  д  (со*  а  —  сов  а0), 


откуда,  для  половины  размаха,  принимая  во  внимание,  что  производная  а  по 
%  отрицательная,  получаемы 

«о 


=-^?/. 


а  ,  а 


г    9 


-  =  2  1/1 


агс  «я 


<*т> 


Итакъ,  время  размаха  циклоидальнаго  маятника  въ  точности  не  завысить 
отъ  начальнаго  положенхя  точки. 

Эготъ  результатъ  найденъ  Гюгенсомъ.  Онъ  же  предложилъ  и  средство 
для  осуществления  циклоидальнаго  маятника:  оно  основано  на  томъ,  что  раз- 
вертка (эволюта)  циклоиды  есть  такая  же  циклоида,  если  только  начало  раз- 
вертывашя  взять  въ  вершин*  циклоиды.  Укръпимъ  нить  въ  точкъ  возврата 
циклоиды,  взявъ  длину  нити  равною  половин*  длины  одной  вътви  циклоиды г 
и  заставимъ  нить  наматываться  па  двъ  прилегаюшдя  къ  точкъ  возврата  вътви 
циклоиды;  тогда  другой  конецъ  нити  будетъ  описывать  тоже  циклоиду  (фиг.  137). 
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3.  308.  Определить  движете  матер1альной  точки  по  лиши,  составленной 
изъ  круговой  дуги  и  прнмыхъ,  касающихся  къ  ней  на  ея  концахъ. 

3.  309.  Вывести  приближенную  формулу  для  времени  качашя  обыкновев- 
наго  математическаго    маятника,    предполагая   уголъ  &0  достаточно  малымъ 


щшшш 

ИИР 

1шШШЁ?н 

щЯИр 

\уГ                                                       1      1 

/Ч 

т  е     -      —      -Л 

ч-^-^^Щ 

ч                   /   ' 

X.              /            \ 

\*.    /           \ 

/ 

Фнг.  137. 


Фиг.  138. 


чтобы  можно  было  пренебрегать  третьей  степенью  угла  0.   Ръш.:   По  основ- 
ному уравненно  динамики:  —      —       — 

тго  =  тд  -н  -ЛГ, 

гдв  N  нормальное  сопротивлен!е  на  круговой  дуг*.   Проектируя   это  равен- 
ство]] на  касательную  (фиг.  138),  находимъ: 


йЬ 


=  дНп  д 


или,  такъ  какъ 


Если  уголъ  00   малъ,   то   и   0  остается  малымъ  во   все  время  движеюя; 
тогда  можно  $4п  8  заменить  самимъ  угломъ  &  и  написать: 

^ч-^&-0 

Это  уравнеш е  совпадаетъ  съ  уравнешемъ  (412),  если  тамъ  принять 

«=* 

и  удержать  нижшй  знакъ,  что  соотвътствуетъ  гармоническому  движению. 
Поэтому  формула  (417),  если   тамъ   положить  »„►  =  0,  Со  =  &о>  Давгь- 

»=■&,«•  (|/{«). 

Для  конца  цълаго  размаха  0  =  — -  д0,  т.  е. 


сов 


поэтому 


а  это  совпадаетъ  съ  формулою  (538). 
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ГЛАВА   IX. 

Динамика  отноеительнаго  движешя  матер1альной 

точки. 

Обпдй  видь  уравнен1й  динамики. 

326.  Постановка  вопроса  объ  отиосительноиъ  движеши  ватер1альной 
точки.  Вопросъ  объ  опред'Ьлеши  отноеительнаго  движетя  матергальной 
точки  состоитъ  въ  сл'Ьдующемъ:  даны  силы,  действующи  на  точку,  и  дано 
движете  некоторой  среды,  въ  частности,  твердаго  гЬла;  требуется  опре- 
делить движете  матергальной  точка  относительно  этой  среды.  Зд4сь 
нужно  различать  два  случая:  1)  движете  матергальной  точки  и  среды  могутъ 
быть  независимы  другь  отъ  друга,  т.  е.  мезду  ними  н4тъ  взаимод,Ьйств1я; 
въ  такомъ  случае  мы  им'Ьемъ  дЬло  съ  свободнымъ  относительнымъ 
движен1емъ;  2)  между  точкою  и  средою  можетъ  существовать  взаимо- 
дМств1е,  напримйръ,  когда  среда  представляется  двигающимся  твердымъ 
гЬломъ,  а  матер1альная  точка  двигается  по  его  поверхности;  въ  этомъ 
случае  является  вопросъ  о  несвободномъ  относительномъ  движеши. 
Вообще  говоря,  мы  будемъ  имйть  въ  виду  второй  случай,  какъ  бол*е 
общШ;  первый  же  случай  получается  изъ  него,  если  предположить,  что 
указанное  взаимод^йств1е  равно  нулю. 

Среду,  относительно  которой  разематривается  движете,  будемъ  считать 
твердымъ  гЬломъ. 

Кром*  того  мы  сд^лаемъ  еще  одно  важное  упрощенге:  мы  будемъ  пред- 
полагать, что  масса  матер1альной  точки  весьма  мала  въ  сравнены  съ  мас- 
сою двигающагося  твердаго  гЬла.  Это  позволяетъ  предполагать,  что  только 
сопротявлете  твердаго  гЬла  оказываетъ  вл1яте  на  движен!е  матергальной 
точки,  обратное  же  действге,  точки  на  гЬло,  хотя  оно  и  равно  первому, 
столь  слабо  вл1яетъ  на  движете  гЬла,  вслЬдеше  большой  массы  послйд- 
няго  сравнительно  съ  массою  матер1альной  точки,  что  имъ  можно  пре- 
небрегать. Это  можно  делать,  когда,  наприм*ръ,  разематривается  движете 
матер1альной  точки  на  земной  поверхности  и  принимается  во  внимате 
движете  самой  земли  около  ея  оси  (§§  331 — 334);  движете  земли  ока- 
зываетъ вл1яте  на  движете  матергальной  точки,  но  обратное  д,Ьйств1е 
точки  на  землю,  хотя  оно  и  существуетъ,  не  можетъ  замЬтнымъ  образомъ 
измЪнить  вращете  последней. 

327.  Диффоренц1альныя  уравнен!я  относитольнаго  движешя.  Обратимся 
къ  формул*  (244).  Ускорете  го  абсолютнаго  движетя  есть  то  ускорете, 
которое  обусловливается  совокупностью  данной  силы  Р  и  сопротивлетя  <& 
следовательно,  по  основному  принципу  механики 


тге  =  Р-ъ-<}^  (539) 
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щ — ускореше  переноснаго  движен1я —  можно  предполагать  изв^стнымь, 
если  известно  движете  твердаго  гЬла,  относительно  котораго  разсматри- 
вается  движете  материальной  точки;  го2  —  ускореше  относительная  дви- 
жешя — должно  теперь  послужить  для  опредЬлешя  относительнаго  движе- 
шя  точки,  причемъ  нужно  принять  во  внимаше  и  гюг — ускореше  Корт- 
лиса, —  потому  что  оно  зависитъ  отъ  скорости  относительнаго  движенш 
<§  186).  Формула  (250),  по  умноженш  всЬхъ  членовъ  на  массу  тивъ  виду 
равенства  (539),  даетъ: 


тго2  =  Р  -+-  (}  —  тщ  —  тщ.  (540) 

Проектироваше  этого  равенства  на  подвижный  координатный  оси  (ху:1 
(Неизменно  связанный  съ  двигающимся  твердымъ  гЬломъ,  и  даетъ  диффе- 
ренщальныя  уравнен!я  относительнаго  движешя. 

Движете  твердаго  гЬла  предполагается  заданнымъ  его  шестью  кине- 
матическими элементами 

«01  *)о,  Со,  Ъ  Ъ  Ф  (541^ 

въ  функцш  времени  (§  65).  Эти  элементы  позволяюгь  выразить  въ  функ- 
цш времени  проекцш  г#1ж,  ю1л,  ю19  ускорен1я  ьох  для  каждаго  положеш 
двигающейся  точки,  причемъ  относительный  координаты  этой  точки  х,  у,  г 
войдутъ  линейнымъ  образомъ  въ  эти  выражешя.  А  именно  по  формуламъ 
§§  182  и  183: 

йа  Лг  '  4  2 


А  ~        А  *    '   Р  ^РХ  ~*~  ЧУ  "*"  "^  ~~  *°'Х' 

Аг  Ар  ,  ч  » 

Щ,  =  "и,  "+-  -%  *—  м  г  ■+■  «  (&*•+•  Я.У  -+"  «)  —  ""У. 

-2  у  —  Л  х  _ь  г  (рх  _+-  Щ+  гг)  —  ш% 


(542) 


где  го10х,  ю10у,  ю ш  могутъ  быть  вьфажены  по  формуламъ  (236),  (237) 
и  (47)  въ  функцш  элементовъ  (541),  а  следовательно  въ  функщи  вре- 
мени, и  точно  также  р,  д,  г  и  ихъ  производный  могутъ  быть  выражены 
въ  функщи  гъхъ  же  элементовъ  по  формуламъ  (139).  Замътивъ  это  и 
принявъ  во  внимате  формулы  (249),  проектироватемъ  равенства  (540 1 
да  оси  (хуг)  найдемъ: 

т^~  =  у  -*-  с»  "  яш"-  2т  (г  1л  ~р  §)'   '      (543) 

<Рг         „  л     /     Ау  (1х\ 

Зд*сь  конечно  предполагается,  что  проекцш  X,  У,  2,  силы  Р  выражены, 
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въ  самомъ  общеиъ  случае,  въ  функщи  элементовъ 

Ах    йу     йг  ' 

*»  х>  *  *'  Я'  Л'  Л* 

Неизвестными  являются  отнооительныц  координаты  ж,  у,  я,  который 
должны  быть  найдены  въ  функщи  времени,  а  также  величина  и  напра- 
влете  сопротивлешя  @.  Для  опредйлешя  всЬхъ  неизв4стныхъ,  если  ($ 
не  равно  нулю,  т.  е.  если  точка  несвободна,  требуются  дополнительный 
данныя.  Сопротавлете  ($  можно,  какъ  и  въ  абсолютномъ  движенш,  раз- 
ложить на  двЬ  составляющая: 

гд4  У  нормальное  сопротивление  подвижной  поверхности  или  лиши,  по 
которой  матергальная  точка  принуждена  двигаться,  а  Т — треше,  Пред- 
лоложимъ,  что  движете  происходить  по  поверхности 


Ф  (*,  У,  *)  =  О, 


(544) 


и  пусть  будетъ  /'  коэффищентъ  предЬльнаго  трен1я.  Аналогично  форму- 
ламъ  (508),  (509)  и  (510)  им*емъ: 

V-**     К-**     к-** 

•~  Д    дхч        *~  Д    ду"       %~  Д    дв' 


!,=  -№'■ 


1,=  -Г*- 


т,=-гя 


«2  </д  1/я 

Бъ  послъднихъ  формулахъ  стоить  скорость  относительнаго  движешя,  по- 
току что  трен1е  только  отъ  относительнаго  движешя  и  завысить.  Посль 
этого,  уравиешя  (543)  принимаютъ  следующую  окончательную  форму: 


т 


лричемъ 


(Ь        „Ж  Ах      п     1     Аг  Ау\ 

»'-,-д^-г71л-2",1гл-1,л)' 

^  ]".       Д  <А«  ?;а  Л  \     А1  сИ  I     ' 

■=УШЧ#№Г 


\     (545) 


(546) 


Для  опред-ЬлеНлЯ  четырехъ  неизв4стныхъ  х,  у,  х,  Ж  иагЬемъ  четыре  урав- 
нешя: (545)  и  (544). 
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Нетрудно  было  бы  всЬ  эти  разсуждешя  перенести  на  случай  движе- 
шя матер1альной  точки  по  подвижной  лиши,  подобно  тому,  какъ  это  въ 
§  313  сделано  для  случая  абсолютнаго  движешя. 

Относительный  покой. 

328.  Реаиц'м  инерцш.  Если  матер1альная  точка  находится  въ  покое 
относительно  двигающаяся  тЬла,  то  г;2  =  О,  а  следовательно  и  щ  =  0. 
а  по  формул*  (248)  также  и  ю3  =  0.  Въ  этомъ  случае  зависимость  (540  ^ 
принимаетъ  видъ: 

1?+  <3 >  —  тй),  =  0.  (547) 

Если  сравнить  эту  зависимость  съ  условгемъ  абсолютнаго  равновесш  не- 
свободной матергальной  точки: 

которое  выражаетъ  собою,  что  сопротивлеше  равно  и  прямо  противуположно 
действующей  на  точку  сил*,  то  мы  находимъ  существенную  разницу: 
въ  относительномъ  покое  сопротивлеше  (реакщя)  того  подвижнаго  гЬла, 
на  которомъ  находится  матер1альная  точка,  зависитъ  нетолько  отъ  дей- 
ствующей на  точку  внешней  силы,  но  и  отъ  обстоятельствъ  движешя  са- 
маго  тела,  на  которомъ  покоится  матер1альная  точка: 

Я  =  —  (Р—  тг^).  (518) 

По  принципу:  «действ1е  равно  противодействий»  давлеше  Р,  которое 
матер1альная  точка  оказываетъ  на  тело,  равно  и  прямо  противуположно 
силе  ф;  поэтому  _  _ 

Р=  —  Я  =  Р—  пш)1.  (549) 

Сила  ( — тгох)  называется  реакщею  инерц1и,  а  въ  частности,  если 
переносное  движете  вращательное,  центробежном  силою.  Тождество 
этого  понят1я  ($ъ  даннымъ  раньше  поштемъ  о  центробежной  силе  (§  305) 
нетрудно  усмотреть  (см.  также  §  330). 

Выразимъ,  для  дальнейшаго,  нормальную  составляющую  того  давлешя. 
которое  внешняя  сила  и  реакщя  инерщи  оказываютъ  на  поверхность  дви- 
гающаяся тела.  Формула  (549).даетъ: 

Рп  =  р .  соз  (^Р,  п)  —  тщ  соз  (ю1У  п),  (550) 

причемъ  мы  будемъ  предполагать,  что  для  (п)  принято  то  направлете 
нормали,  которое  съ  внешнею  силою  составляетъ  острый  уголь.  Мы  ви- 
димъ  что,  смотря  по  направленш  и>19  давлеше  можетъ  быть  и  меньше  и 
больше  нормальной  составляющей  внешней  силы. 

329.  Реакщя  инерцш  матер1альной  точки  при  поступательною»  движе- 
Н1И  поверхности,  на  которой  она  покоится.  Для  наглядности  рассмотри мъ 
следуюпцй  определенный  случай.  Тяжелая  матер1альная  точка  укреплена 
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на  горизонтальной  площадке,  которой  посторонними  силами  сообщается 
поступательное  движете  въ  вертикальномъ  направлеши.  Требуется  опре- 
делить давлеше  матер1альной  точки  на  площадку, 

Зд'Ьсь  сов  (ю1ч  п)  =  +  1,  причемъ  щ  какъ  при  опускании,  такъ  и 
при  подъеме  площадки  можетъ  им'Ьть  направлеше  и  вверхъ  и  внизъ. 
Зд^сь  возможны  вообще  четыре  случая: 

1)  площадка  опускается  съ  возрастающею  скоростью;  тогда  гь\  на- 
правлено внизъ; 

2)  площадка  опускается  съ  убывающею  скоростью;  въ  этомъ  случай 
и\  направлено  противуположно  движешю.  т.  е.  вверхъ; 

3)  площадка  подымается  съ  возрастающею  скоростью;  гох  направлено 
вверхъ; 

4)  площадка  подымается  съ  убывающею  скоростью;  щ  противуположно 
движешю,  т.  е.  направлено  внизъ. 

Формула  (550)  въ  случаяхъ  первомъ  и  четвертомъ  даегь: 

Рп  =  т(д  —  юг),  (551) 

а  во  второмъ  и  третьемъ  случаяхъ: 

Ря  =  т(д  +  щ).  (552) 

3.  310.  При  опускании  въ  шахту  скорость  шахтовой  клътки  въ  течете 
первыхъ  5  секундъ,  возрастая  равномерно,  достигаетъ  3  метровъ  въ  секунду 
и  дальше  сохраняетъ  эту  величину,  а  при  кондъ  спуска  въ  течен!е  такого  же 
промежутка  времени  убываетъ  до  нуля.  Насколько  процентовъ  изменяется  на- 
тяжете  каната  въ  сравнен!и  съ  въсомъ  опускаемой  клътки.  Отв.:  При  на- 
чали спуска  натяжен!е  каната  на  6,12  процента  меньше,  а  при  концъ  спуска 
на  столько  же  процентовъ  больше  въса  клътки. 

3.  311.  Человъкъ,  въсящдй  80  килограммовъ,  находится  на  палуби  корабля 
во  время  качки.  Определить  измънен!е  его  въса  въ  предположенш,  что  па- 
луба совершаетъ  въ  вертикальномъ  направлеши  простое  гармоническое  дви- 
жете съ  пер!одомъ  въ  9  секундъ  и  съ  амплитудою  въ  1,2  метра.  Ръш.:  По 
формулъ  для  гармоническаго  движения: 

г.  =  асо8  (--  г) , 
гдъ  а  =  0,6,  Г=:9,  находимы 

•*=  —  $)■«$«>  (563) 


откуда  им-Ьемъ  для  щ  численно  наибольшее  значете 


*1=0*(^)9 


выраженное  въ  меграхъ  въ  секунду.  Поо.тв  этого  остается  применить  формулы 
(551)  и  (552). 

3.  312.  На  ръшетв  находятся  зерна;  ръшето  приводится  въ  колебательное 
(гармоническое)  движете  въ  вертикальномъ  направлен^  съ  амплитудою  въ 
20  сантиметровъ.  Сколько  колебанш  въ  минуту  должно  делать  ръшето,  чтобы 
зерна  могли  встряхиваться?  Ръш.:  Для  этого  численно  наибольшее  значете  «^ 

П.  Сомов*.— Оеновшия  теорет.  механики.  20 
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/2*у 


>9- 


Если  п  число  встряхиванШ  въ  минуту,  то  я  Г  =60.  Подставляя  данный  числа, 
находимъ:  п  >  93. 

3.  313.  При  взв&пшваши  т&ла  на  пружинныхъ  вЪсахъ,  они  выпадаютъ  изъ 
рукъ.  Какой  в'Ьсъ  будутъ  они  показывать  во  время  полета?  Отв.:  В-всъ, 
равный  нулю. 

330.  Реакщя  инерцм  при  вращательноиъ  движеши.  Пусть  движете 
тела,  на  которомъ  покоится  матер1альная  точка,  будетъ  равномерное  вра- 
щение около  постоянной  оси.  Если  г  есть  радоусъ  круга,  который  точка 
при  этомъ  описываетъ,  а  о>  угловая  скорость,  то  (§  162)  ускорете 

гох  =  <о3г 

и  направлено  отъ  окружности  къ  центру  круга,  плоскость  котораго  пер- 
пендикулярна къ  оси  вращешя.  Проектируя  равенство  (549)  на  это  на- 
правлете  (г),  находимъ: 

Р  сов  (Р,  г)  =  Р.  соз  (Р\  г)  —  ти>'г.  (554) 

Эта  формула  показываетъ,  что  давлеше  по  разсматриваемому  направле- 
нию уменьшается  подъ  вл1ян1емъ  вращешя  на  величину  силы  шаг,  ко- 
торая и  называется  центробежного  силою. 

3.  ЗИ.  Определить  вл1ян1е  центробежной  силы,  зависящей 
отъ  вращен1я  земли,  на  ускореше  силы  тяжести,  считая  при  этомъ 
землю  шаромъ.  Реш.:  На  матер1альную  точку  М,  находящуюся  на  гео- 
графической широгЬ  ©,  действуютъ  две  силы: 
тбг,  где  О  ускорение  силы  тяжести,  завися- 
щее только  отъ  притяжен1я  точки  къ  центру 
земли  и  поэтому  отличное  отъ  наблюдаемаго. 
и  центробежная  сила 

тга1  =  то)3г, 

где  о)  =  0,0000729  (задача  88),  г=Ксо8<р, 
причемъ  земной  радеусъ  В  =  6360  киломе- 
трамъ  =  636000000  сантиметрамъ.  Заметимъ 
отсюда,  что  <о2Р  =  3,3852  сантиметрамъ  въ 
секунду.  Если  д  наблюдаемое  ускорете  силы 
тяжести,  то  по  формуле  (549): 

тд  =  тО  —  тго1 
есть  наблюдаемый  весъ.  Ускореше 


Фиг.  139. 


д  —  Ст 


М\ 


(555) 


представляется  диагональю  параллелограмма  (фиг.  139),  построеннаго  на 
МН=С  и  на  МР=гсх.  Чтобы  определить  ду  будемъ  проектировать 
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равенство  (555)  на  направлеше  д: 

д  =  О  созл  —  шаД  соз  <р  соз  (ф  ч-  а),  (556) 

гд-Ь  а  уголь  между  д,  т.  е.  наблюдаемою  отвесною  лишен)  и  земнымъ  ра- 
даусомъ.  Уголъ  а  можетъ  быть  олредЬленъ  изъ  треугольника  МШ,  въ 
которомъ 

(о3Л  соз  ф        <*>*В    .    л 

згп  а  =  згп  ф =  — —  згп  2ф. 

д  2д 

Вычислеше  показываегь,  что  даже  при  наибольшемъ  значенш  згп  2ф,  т.  е. 
на  широгЬ  45°  уголъ  а  не  превосходить  0°6'.  Поэтому,  если  довольство- 
ваться приближенными  результатами,  можно  въ  формул*  (556)  принять 
соз  а  =  1,  згп  а  =  0  и  написать: 

д=  О  —  о)аЛ  соз2  ф.  (557) 

Эта  формула  и  опредЬляетъ  поправку  ускоренш  силы  тяжести  въ  зави- 
симости отъ  вращешя  земли  около  ея  оси. 

3.  315.  Съ  какою  угловою  скоростью  должна  была  бы  вращаться  земля, 
чтобы  т&ла  на  экваторе  не  им&ди  в&са?  Отв.:  Бъ  17  разъ  больше  действи- 
тельной. 

3.  31  в.  На  внутренней  стороне  кругового  конуса,  иъгЬющаго  вертикальную 
ось,  обращеннаго  вершиною  книзу  и  вращающагося  около  этой  оси,  лежитъ 
тяжелое  тъло.  Зная  коэффидДентъ  пред-Ьльнаго  трешя,  определить  пределы  для 
угловой  скорости  конуса,  въ  которыхъ  тъло  можетъ  оставаться  въ  покой  въ 
разстояши  в  отъ  вершины.  Отв.:  Если  черезъ  ос  означить  уголъ  образующихъ 
конуса  съ  его  осью,  а  черезъ  <р  уголъ  предъльнаго  трен1я,  то 

соЬд  (ос  —  <р)  >  о>а  >  — % —  со%д  (а  -+-  <х>). 


8.81П01  '  8.8та 

Шаяше  вращешя  земли  на  движете  матергальной  точки 
около  еа  поверхности. 

331.  0бщ|я  дифференщальныя  уравнен!я  движешя.  Движешя  тяжелой 
точки  на  земной  поверхности  отличается  отъ  движешя,  разсмотрйннаго 
въ  §§275,  290  и  с-гЬд.  всл*дств1е  существовашя  центробежной  силы  тго1 
и  силы  яш>3,  зависящей  отъ  ускорешя  Корюлиса.  Вл1ян1е  первой  изъ 
этихъ  силъ  мы  будемъ  считать  принятымъ  во  внимаше  съ  самаго  начала 
тЬмъ,  что  вместо  ускорешя  О  действительна™  притяжешя  земли  будемъ 
разсматривать  наблюдаемое  ускореше  д,  т.  е.  вместо  силы  Р=тСг  бу- 
демъ разсматривать,  основываясь  на  формул*  (557),  наблюдаемую  силу 
тяжести 

Р  —  ти\  =  тд.  (558) 

Вл1яше  второй  силы  мы  найдемъ,  воспользовавшись  формулами  (252). 
Сохраняя  взятое  для  вывода  этихъ  формулъ  направлеше  координатныхъ 
осей  и  считая  направлеше  ускорешя  д  совпадающимъ  съ  направлешемъ 

20* 
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земного  радауса  (задача  314),  получимъ  по  общей  схем'Ь  (543): 

Я. 


сРх  д&  йу 


т 


д?у 
дЧ 

ас2 


дх 

2(0  81П  ф  -=т 

т  дЬ 


=  —  #-1-2а>  созу  -т-  ч-  — 


т 
Ах 


аг 


т 


(559) 


Сохраняя  достаточную  для  практическихъ  ц'Ьлей  степень  точности, 
можно  будетъ,  какъ  мы  ниже  подробнее  увидимъ,  эти  уравнешя  упростить. 
А  именно,  ограничиваясь  случаями,  когда  пути,  проходимые  точкою,  до- 
статочно малы  въ  сравнены  съ  размерами  земли,  можно  считать  гео- 
графическую широту  <р  постоянною.  КромЬ  того,  принимая  во  вни- 
маше,  что  <о  =  0,0000729  число  весьма  малое,  можно  будетъ  во  всЬхъ 
формулахъ  пренебрегать  членами,  содержащими  о>а. 

332.  Свободное  паден!е  безъ  начальной  скорости.  Сопротивлеше  воз- 
духа не  будемъ  принимать  во  внимая1е.  Полагая  ф=0  и  основываясь 
на  первомъ  изъ  указанныхъ  въ  предыдущемъ  параграфе  упрощенШ,  мо- 
жемъ  уравнения  (559)  одинъ  разъ  проинтегрировать  непосредственно: 

их 


<И 


=  —  2<о  соз  ф .  г  —  2<о  згп  ф .  у  -+-  01: 


ду 

-—-  =  2(0  згп  ф . 


С«, 


йв 

д{ 


—  д%  ч-  2(0  соз  ф .  х  н-  С8. 


(560) 


Если  начальное  положеше  точки  взять  на  оси  (я)  на  высот*  к  надъ  го- 
ризонтальною плоскостью  (ау\  то  при  г0=0  для  произвольныхъ  постоян- 
ныхъ  находимы 

Сх  =  2о>й,  соз  ф,     С2  =  0,     С3  =  О, 

и  уравнешя  (560.)  принимаютъ  видъ: 

дх        л  .,         ч  ^ 

— -  =  2а>  соз  ф .  (л  —  г)  —  2(0  згп  ф .  у, 

» 
-^-  =  2<о  згп  ф .  #, 


ей' 


—  <7#  Ч-  2(0  С05  ф  .  X. 


(561) 


Второе  и  третье  изъ  этихъ  выраженШ  подставимъ  въ  первое  изъ  урав- 
ненШ  (559),  а  первое  изъ  гЬхъ  же  выраженШ  въ  остальныя  два  уравне- 
шя (559): 

4о>2л;, 


д2х 


-—  =  2щ  созу.1 
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§  332,  ф.  562. 


-ф-  =  4<1)а  згп  <р  С05  ф  .  (к 


г)  н-  4<аа  згп2  ф  •  у, 


й2* 

ла 


=  —  (/  н-  4о>а  соз*  ф  —  4<оа  $т  ф  соз  ф .  у. 


Пренебрегал   членами   съ  о>а  (второе  изъ  упрощенШ  §  331),  находимъ 
окончательно  слйдуюпця  уравнешя  движенш: 

д?х       л  ,       йау       л       А*г 

—  =  2<*>дсоз<р.1,     ^  =  0,     ^=-* 


сН2 


ае 


Интегрируя  эти  уравнешя  непосредственно  и  принимая  во  внимаше  для 
опредЪлешя  произвольныхъ  постоянныхъ  начальный  услов1я: 


*>о«  =  °>    *><>•  =  °> 


находимъ: 


"о. 


=  0,     *о  =  °>     Уо  =  0,     *0  =  А> 


х  =  -д<Ю8<р.Р,     у 


О, 


г  =  к  —  2  9?. 


(562) 


Этотъ  результата  показываетъ,  что  въ  вертикальномъ  направленш  паде- 
же гЬла  происходить  по  тому  же  закону,  какъ  еслибы  не  было  вращешя 
земли;  но  это  вращеше  вызываетъ  отклонеше  падающаго  гЬла  отъ  отвес- 
ной лиши  по  горизонтальной  оси  (х).  Такъ  какъ  положительная  ось  (а?) 
взята  по  касательной  къ  параллельному  кругу  къ  востоку  (задача  181), 
а  найденное  для  х  выражение  существенно  положительное,  то  мы  заклю- 
чаема что  падающее  т4ло  получаетъ,  всл*дств1е  вращен1я  земли, 
отклонен1е  къ  востоку;  это  отклонеше  лропорщонально  кубу  времени 
падешя.  Траектор1я  точки  определяется  уравнешемъ,  которое  получается 
исключешемъ  I  изъ  уравнений  (562): 

Для  упрощешя  положимъ 

к  —  г  ■=  г\ 

что  соотв4тствуетъ  переносу  начала  коорди- 
натъ  вверхъ  по  оси  (г)  въ  точку  О'  на  раз- 
стояше  к  и  изм^ненш  направления  оси  (г) 
на  противуположное;  тогда  уравнеше  траек- 
торш  принимаетъ  видъ: 

9         9        '     * 


.*' 


Фиг.  140. 


Эта  линия  называется  полукубическою  параболою  (или  параболою 
Нейля);  она  (фиг.  140)  симметрична  относительно  оси  (V)  и  имЬетъ  въ  О' 
точку  возврата;  движеше  падающей  матер1альной  точки  происходить  по 
одной  ея  (правой)  в*тви. 
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3.  317.  Определить  отклонено  къ  востоку  при  паденш  съ  высоты  158  нет- 
ровъ.  Отв.:  2,84  сантиметра.  Этотъ  результата  былъ  пров&ренъ  на  опытв  Рей- 
хомъ  въ  ФрейбургЬ  падешемъ  шариковъ  въ  шахтв  на  глубину  158  метровъ: 
среднее  изъ  наблюденШ  дало  отклонен!е  въ  2,8  сантиметра. 

3.  318.  Определить  движете  тЬда,  брошеннаго  вертикально  вверхъ  изъ  на- 
чала координатъ,  принимая  во  вшшате  вращеше  земли.  Р4ш.:  Поступая  по- 
добно тому  какъ  въ  §  332,  но  принимая  во  вниманге  измънивпияся  начальный 
условш,  и  пренебрегая  опять  членами  съ  о>3,  получаемъ  сл&дуюшдя  уравнетя: 

сРг 


сРх  (Ру 

^г=_2<т;осо8<р-+-2а)0со*<р.*,.   -^  =  О, 


Л* 


-0. 


Интегрируя  ихъ  и  принимая  во  внимаше  начальный  условм,  находимъ: 

х  =  —  аи>0  сов  <р .  г2  -+-  тг  <*>д  сов  <р .  **,    у  =  0,     г  =  г0Ь  ~-  ^  дЬ*. 

Откдонеше  происходить  къ  западу.  При  достаточно  маломъ  Ь  это  очевидно; 
но  легко  убъдиться,  что  и  вообще  подъемъ  кончается  раньше,  чъмъ  х  сдълается 
положите  льнымъ. 

333.  Движете  по  абсолютно  гладкой  горизонтальной  плоскости.  Теперь 
существуете  сопротивлеше,  имеющее  вертикальное  направлеше,  такъ  что 

«,  =  о,    «г  =  о,    д.  =  лг.  =  *  л 

Принимал  плоскость  движения  за  плоскость  (ху),  им'Ьемъ: 


2=0, 


=  0, 


й2г 


=  0, 


(563) 


и  уравнетя  (559)  принимаете  видъ: 

<Рх 


К  =  9 


Лу 
их 
их 


_  =  -2(о*т<р 


2(0  СОЗ  Ср  -г- 

ас 


(564) 


Начальное  положеше  точки  возьмемъ  въ  начал*  координатъ  и  означимъ 
черезъ  р  уголъ,  образуемый  начальною  скоростью  съ  осью  (х);  тогда, 
интегрируя  непосредственно  первыя  два  изъ  ураввенШ  (564),  получаемъ: 

с1х 

— -  =  ^0  С05  Р  —  2(0  81П  ф  .  у, 

в,у 


(И 


=  у0  игп  (3  -н  2(0  5до  ср  .  #. 


(565) 


Умножая  т4  же  уравнетя  (564)  на  -^  и  -^  и  складывая,  находимъ: 


откуда 


г;2  =  пост.  =  г?0а, 


(566) 
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т.  е.  движете  равномерное.  Движете  происходить  по  кругу;  а  именно, 
по  формуламъ  (565): 

&  =  (^У  Ч-  Ш)*=  V  "+■  *»»  81П*  <р  .  (X*  -4-  I/2) 

-н  4<м?0  зш  ср  .  (х  згп  р  —  у  соз  (5), 
а  на  основанш  равенства  (566): 

„         в        ь\  8т  3            г;п  соя  В 
х*  ч-  г/а  -4-    ° -.--*-  я? ^-^-  у  =  О. 

(1)Шф  О)  ДОП  ф 

Радаусъ  этого  круга  и  координаты  центра  определяются  формулами: 

г  =  -Д— ,     «  =  -   Г»ГР,     Ь  =  ^°^--  (567) 

2(0«Пф'  2(0  81П  ф  2о>  8ЬПф 

Если  движете  происходить  въ  сЬверномъ  полушарш,  т.  е.  если  <р>0,  то 
точка  въ  своемъ  круговомъ  движеши  поворачивается  всегда  вправо,  не- 
зависимо отъ  направлетя  (Р)  начальной  скорости.  Действительно,  пусть 
0<р<|;  тогда  а<0,  6>0,  и  кругъ  им4етъ  положете,  указанное  на 
фигур*  141  сплошною  лишею.  Подобную  же  проверку  можно  произвести 
и  при  всякомъ  другомъ  значенш 
угла    р.    Для   южнаго    полушар1я  »#     .• 

нужно  во  всЬхъ  формулахъ  счи- 
тать ф  <  0;  поэтому  координаты 
центра,  при  томъ  же  р  им-Ьють 
знаки,  противуположные  предыду- 
щимъ,  откуда  заключаемъ,  что  дви-  'с 
гающаяся  матергальная  точка  по- 
ворачивается в  л  4  в  о,  какъ  изобра- 
жено на  фигур*  141  пунктиромъ. 

Нужно  заметить,  что  все  ре- 
зультаты можно  считать  верными  лишь  до  гЬхъ  поръ,  пока  можно  уголь 
Ф  считать  постояннымъ;  поэтому  они  не  приложимы  для  целой  окружности, 
такъ  какъ  ргдоусъ  круга  при  сколько  нибудь  значительной  скорости  V0  ве- 
дякъ,  какъ  показываетъ  формула  (567),  где  въ  знаменателе  входить  весьма 
малое  число  о>  =  0,0000729. 

Последнее  изъ  уравненШ  (564)  показываетъ,  что  N0  а  следовательно 
и  давлете  матер1альной  точки  на  горизонтальную  плоскость  измеряется 
не  однимъ  только  ея  вйсомъ,  а  зависитъ  еще  отъ  географической  широты 
и  отъ  проекцш  скорости  на  ось  (х),  т.  е.  на  касательную  къ  параллель- 
ному кругу.  Впрочемъ.  по  малости  множителя  о>,  это  вл1яте  очень  слабо. 

Полученные  результаты  объясняютъ  различный  явлетя  въ  движети 
•гЬлъ  на  земной  поверхности  каждый  разъ,  когда  это  движете  происхо- 
дить въ  горизонтадьномъ  направлены   или    близко  къ  этому:  отклонете 
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пассатяыхъ  вйтровъ  отъ  направлешя  меридоана,  различный,  иначе  трудно 
объяснимый  отклонешя  въ  морскихъ  течешяхъ,  наблюдаемое  при  выстрел* 
отклонеше  артиллерШскаго  снаряда  въ  правую  сторону  въ  сЪверномъ  по- 
лушарш  и  въ  л-Ьвую  въ  южномъ,  вращеше  плоскости  качашя  маятника 
(маятникъ  Фуко)  и  пр. 

3.  31 9.  На  широгЬ  <р  =  50°  производится  выстр'Ьлъ  изъ  артиллерШскаго  ору- 
доя  приблизительно  въ  горизонтальномъ  направлении  съ  начальною  скоростью 
1«0=400  метровъ  въ  секунду.  Определить  отклонеше  снаряда  въ  сторону  послъ 
того,  какъ  онъ  пролетитъ  7  километровъ.  Ръш.:  По  формул*  (567)  г  =  3636,4 
километра.  Дугв  въ  7  километровъ  соотвътствуетъ  уголъ  ^  равный  0,0019 
окружности,  что  составляете  въ  граду сахъ  0°6 '33*.  Отклонеше  =  г (1 — сову)  — 
665  сантиметрамъ. 

334.  Движете  по  горизонтальной  прямой.  Если  въ  движеши,  разсмо- 
тр*нномъ  въ  §  333,  какая-либо  механическая  преграда  препятствуетъ 
отклонение  матер1альной  точки  вправо  (въ  сЬверномъ  полушарш),  то  эта 
точка  произведетъ  давлеше  на  преграду  въ  горизонтальномъ  направленш. 
Пусть  матергальная  точка  можетъ  двигаться  только  по  горизонтальной, 
абсолютно  гладкой  прямой,  образующей  съ  направленною  къ  востоку 
осью  (х)  уголъ  а.  Опред'Ьлимъ  движете  и  также  сопротивлеше  преграды. 
Теперь  ^  =  N  нормально  къ  лиши  движен1я,  но  (2Я  и  (}9  уже  не  равны 
нулю,  какъ  это  было  въ  §  333.  Принимая  во  внимаше,  что  опять  выпол- 
няются услов1Я  (563,),  им4емъ  уравнешя  (559)  въ  слЪдующемъ  вид*: 


А2х 


Ау 


Аг  А1        т 


ар 


2(0  81П  ф 


Ах 


N1=  тд  —  2та>  со8  <р 


т 
их 
А1 


(568) 


СдЬлавъ  указанное  поел*  формулъ  (565)  преобразоваше  и  принявъ  во  вни- 
маше, что  въ  виду  перпендикулярности  N  къ  лиши  движешя 

^Ув  их  -ь  Ку  Ау  =  О, 

опять  найдемъ,  что  V  =  пост.  =  г?0,  т.  е.  что  движете  равномерное.  Такъ 
какъ  оно  теперь  и  прямолинейное,  то 


А'х  _         Р}1  _ 
АР  ~  °'      АР  —    ' 


Ах 


Ау 
V0со8а,     -^  =  ь^зта, 


и  уравнетя  (568)  даютъ: 

2$х  =  2то>у0  зт  а  зт  <р, 
N  =  —  2тм0  соз  а  зт  ср, 
^  —  тд  —  2юшм70  соз  а  соз  ср. 


(569) 
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§  334,  ф.  570. 


Горизонтальная  составляющая  сопротивленш  2У: 

N1  =  у'Д,3  -н  N,1  =  2тш0  згп  <р.  (570) 

Мы  видимъ,  что  горизонтальное  сопротивлеше  прямой:  1)  пропор- 
щонально  массЬ,  скорости  и  синусу  географической  широты,  2)  величина 
его  не  зависитъ  отъ  угла  а,  т.  е.  огь  направлетя  прямой  въ  горизон- 
тальной плоскости,  3)  оно  въ  сЬверномъ  полушарш  направлено  вл-Ьво 
отъ  направлетя  движешя,  а  въ  южномъ  полушарш  вправо.  Последнее 
заключете  видно  изъ  того,  что 

1д  (2УА,  х)  =  у  =  —  со1д  а 

и  что  при  а<^  и  при  «шф>0  имЬемъ  ДГш>0,  ДГ,<0  (фиг.  142). 

Горизонтальное  давленге  РА  матер1альной  точки  на  линш  движешя 
равно  и  прямо  противуположно  ДГ4  и  следо- 
вательно въ   сЬверномъ   полушарш   напра- 
влено вправо  отъ  лиши  движешя. 

Указанные  зд*сь  результаты  объясняютъ 
н-Ъкоторыя  явлешя  въ  движенш  гЬлъ  на  зем- 
ной поверхности.  Особеннаго  внимашя  за^ 
служиваетъ  наблюдаемое  у  многихъ  р*къ 
явлеше,  состоящее  въ  томъ,  что  (въ  сЬвер- 
номъ полушарш)  правый  берегъ  размывается 
больше  л-Ьваго  (законъ  Бэра),  конечно,  если 
это  явлеше  не  уничтожается  другими,  силь- 
нее ВЛ1ЯЮЩИМИ  обстоятельствами. 

Боковое  давлете  легко  заметить  на  опыт*,  заставляя  кольцо  сколь- 
зить по* палки,  вращаемой  при  этомъ  равномерно  въ  горизонтальной 
плоскости. 

3.  320.  Паровозъ,  въсяпцй  60  тоннъ,  движется  по  прямолинейному  железно- 
дорожному пути  со  скоростью  въ  20  метровъ  въ  секунду  на  съверный  геогра- 
фической широтв  ср=52°.  Определить  его  боковое  давлете  на  правый  рельсъ. 
Отв.: 

60000, 


Фиг.  142. 


Яь 


9,8 


0,0000729.20.0,788  =  14,1  килограмма. 
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ОТДЪЛЪ  ЧЕТВЕРТЫЙ. 
Статика  твердаго  т'Ьла. 


ГЛАВА    X. 

Геометрическая  теор1я  приведения  силъ,  приложен- 
ныхъ  къ  твердому  тЬлу. 

Силы,  приложенный  къ  твердому  т*ду. 

335.  Предметъ  статики  твердаго  т*да.  Абсолютно  неизменяемое  тело, 
которое  для  краткости  мы  условимся  называть  твердымъ  гЬломъ,  мы 
будемъ  представлять  себе  состоящимъ  изъ  некотораго  конечнаго  иди 
безконечно-болыного  числа  матер1альныхъ  точекъ,  взаимный  разстоян1Я 
которыхъ  остаются  постоянными,  независимо  отъ  величинъ  и  направде- 
шй  дЬйствующихъ  на  няхъ  силъ.  Вообще  говоря  силы,  если  он*Ь  дЪй- 
ствуютъ  на  различный  частицы  какого-либо  хотя-бы  и  очень  твердаго 
тела,  способны  изменять  его  форму;  но  во  многихъ  случаяхъ  изм^нетя 
формы  бываютъ  столь  малы  въ  сравненш  съ  размерами  всего  тела  или 
съ  перем'Ьщешями  его  частицъ  въ  пространстве,  что  ими  можно  бы- 
ваетъ  пренебрегать.  Въ  такихъ  случаяхъ  результаты,  которые  мы  най- 
демъ  для  идеально-неизмгЬняемаго  гЬла,  получаютъ  реальное  значеше  для 
д'Ьйствительныхъ  гЬлъ  природы,  достаточно  твердыхъ. 

Не  касаясь  какихъ-либо  теорШ  строен1я  вещества,  мы  будемъ  пред- 
ставлять себ-Ь  твердое  гЬло  сплошнымъ,  т.  е.  будемъ  въ  случай  надоб- 
ности мысленно  делить  тЬло  на  сколь  угодно  малыя,  въ  анадитическомъ 
смысл*  безконечно-малыя  частицы  и  говорить  о  сколь  угодно  близкнхъ 
между  собою  точкахъ  тела. 

Масса  измЬряется  произведешемъ  объема  на  плотность;  поэтому  без- 
конечно-малая  частица  им4етъ  безконечно-малую  массу.  Сила  измеряется 
произведешемъ  массы  на  ускореше;  поэтому  сила,  действующая  на  безно- 
нечно-малую  массу,  тоже  безконечно  мала.  Такимъ  образомъ,  часто  при- 
ходится въ  механике  разсматривать  системы  безконечяо-малыхъ  силъ, 
действующихъ  на  безконечно-болыное  число   безконечно-малыхъ    массъ. 
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Т-Ьмъ  не  менее,  на  практик*  очень  часто  бываетъ  можно  ограничиваться 
разсмотр'Ьшемъ  конечнаго  числа  силъ,  приложенныхъ  въ  отдельныхъ  точ- 
кахъ  тела  и  им*Ьющихъ  конечный  численныя  значешя.  Это  можетъ  слу- 
читься въ  двухъ  случаяхъ:  1)  когда  на  твердое  гЬло,  въ  отдельныхъ  его 

ТОЧКаХЪ  Д'ЬЙСТВуЮТЪ  ВЛ1ЯН1Я   ОКружаЮЩИХЪ  гЬлЪ,   И   еСЛИ    ЭТИ     ВЛ1ЯН1Я  мо- 

гугь  быть,  по  гЬмъ  или  другимъ  причинамъ.  представлены  въ  вид*  ко- 
нечнаго числа  конечныхъ  силъ  (напримеръ  давлешя,  испытываемыя  дан- 
нымъ  гЬломъ  въ  отд'Ьльныхъ  точкахъ  его  поверхности  всл*Ьдств1е  прико- 
сновеюя  къ  нему  въ  этихъ  точкахъ  другихъ  гЬлъ);  2)  когда  силы,  д*Ьй- 
ствуюлця  на  всЬ  частицы  сплошного  твердаго  гЬла  могутъ  быть  приве- 
дены, путемъ  н'Ькоторыхъ  преобразованШ  къ  конечному  числу  силъ,  при- 
ложенныхъ въ  н'Ькоторыхъ  онред'Ьленныхъ  точкахъ  (напримеръ  приведе- 
те силъ  притяжетя  гЬла  землею  къ  одной  равнодействующей,  приложен- 
ной въ  центр*  тяжести  гЬла).  Последняго  рода  случаи  мы  будемъ  изу- 
чать отдельно  (глава  XIV),  а  пока  будемъ  предполагать,  не  вникая  въ 
услов1я  физической  возможности  этого,  что  въ  твердомъ  теле,  въ  отд'Ьль- 
ныхъ п  его  точкахъ,  действуютъ  п  какихъ-либо  силъ,  им'Ьющихъ,  при 
данномъ  положенш  тела,  данныя  величины  и  направлешя;  вопросъ-же  о 
томъ,  каково  число  п,  оставимъ  открытымъ.  Не  будемъ  также  касаться 
въ  настоящемъ  отделе  курса  вопроса  объ  ускоретяхъ,  которымъ  эти 
силы  соответствуют^,  наша  задача  будетъ  состоять  въ  томъ,  чтобы  сра- 
внивать между  собою  различный  системы  силъ,  приложенныхъ  къ  тому- 
же  твердому  телу,  отыскивать  услов1я  эквивалентности  различныхъ 
системъ  силъ  и  способы  приведетя  одной  системы  къ  другой,  ей  экви- 
валентной. Какъ  частный  вопросъ,  явится  при  этомъ  вопросъ  о  р  а  вно- 
ве с  1  и,  т.  е.  о  томъ,  при  какихъ  условгяхъ  данная  система  силъ  экви- 
валентна полному  отсутствш  силъ.  Совокупность  всЬхъ  этихъ  вопросовъ 
составляетъ  предметъ  статики  твердаго  тела. 

336.  Две  силы,  взаимно  уничтожаюидося  въ  твердомъ  т*ле.  Основное 
положеше  статики,  которое  вытекаетъ  изъ  понят  о  неизменяемости  тела, 
состоитъ  въ  томъ,  что  две  силы,  приложенный  въ  различныхъ  его 
точкахъ,  равный  по  величине,  но  противуположно  другъ-другу 
направленныя  и  лежапця  на  одной  прямой,  взаимно  уничто- 
жаются или,  какъ  мы  будемъ  также  говорить,  уравновешиваются. 
Это  положеше  не  можетъ  быть  доказываемо  и  должно  быть  принято  какъ 
определеше  указанной  системы  двухъ  силъ.  Для  объяснены  же  можно 
заметить,  что  такгя  силы  способны  производить  только  сжайе  или  растя- 
женхв  тела,  а  это,  по  неизменяемости  тела,  невозможно. 

337.  Перенооъ  силы  по  прямой  ея  действ! я.  Вышеприведенное  поло- 
жение играетъ  важную  роль  при  преобразовали  системы  силъ  въ  другую 
систему,  эквивалентную  первой:  оно  позволяетъ  заменять  данную  точку 
приложешя  силы  другою  точкою,  лежащею  на  прямой,  по  которой  сила 
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дЗДствуетъ,  или,  какъ  мы  будетъ  говорить  для  краткости,  позволяетъ  пе- 
редвигать векторъ,  изображающий  силу,  вдоль  самого  себя. 
Пусть  будетъ  (фиг.  143)  МР  данная  сила;  въ  какой-нибудь  точки  №  на 

прямой  МР  представимъ  себе  приложенными  две 
*Р       равныхъ  силы 


Л/  М'Р  =  МР,    М'Р"  =  —  МР. 

Таюя  две  силы,  взаимно  уничтожаясь,  никакого 
дЬйств1Я  на  движете  гЬла  не  оказываютъ;  сле- 
довательно данная  сила  эквивалентна  систем* 
трехъ  силъ:  МР\  М'Р'  и  М'Р".  Но  въ  этой 
систем*,  на  основанш  приведеннаго  выше  сообра- 
ф      143  жешя,  взаимно  уничтожаются  силы  МР  и  М'Р"; 

поэтому  система  трехъ  силъ  эквивалентна  силе 
М'Р'.  Изъ  сказаннаго  сл4дуетъ,  что  сила,  приложенная  къ  твердому 
телу,  изображается  передвижнымъ  векторомъ  (§  4). 

338.  Частные  случаи  лриведешя  системы  силъ  къ  одной  равнодей- 
ствующей. Указанное  обстоятельство  позволяетъ  во  многихъ  случаяхъ 
уменьшить  число  точекъ  приложетя  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому 
телу.  Уже  непосредственно  видно,  что  въ  вгЬкоторыхъ  случаяхъ  можно  все 
силы  считать  приложенными  къ  одной  точки  и  следовательно  сложенными 
въ  одну  равнодМствующую  силу.  Между  прочимъ  это  возможно,  если 
прямыя,  содержания  силы,  или  все  вместе  или  последовательно  пересе- 
каются. Впоследствш  (§  361)  мы  увидимъ  впрочемъ  общее  услов1е,  при 
которомъ  силы  приводятся  къ  одной  равнодействующей. 

Паралдедьныа  силы. 

339.  Сложеше  двухъ  параллельныхъ  силъ,  направленныхъ  въ  одну 
сторону.  Существуетъ  одинъ  частный,  но  весьма  важный  случай  при- 
ведения системы  силъ  къ  одной  равнодействующей:  когда  силы  парал- 
лельны. Возможность  этого  уже  легко  предвидеть,  если  принять  во  вни- 
маше,  что  параллельный  прямыя  можно  разсматривать  какъ  пересекаю- 
щаяся на  безконечности.  Прежде  всего  покажемъ,  что  две  силы  Рг 
и  Р2  параллельный  и  направленный  въ  одну  сторону,  при- 
водятся къ  одной  силе  -К,  имъ  параллельной,  въ  ту-же  сто- 
рону действующей,  равной  ихъ  сумме,  лежащей  въ  плоскости 
данныхъ  силъ  и  разделяющей  разстояюе  между  ихъ  прямыми 
внутреннимъ  образомъ  обратно  пропорщонально  величинамъ 
этихъ  силъ. 

Въ  Ах  и  А2,  точкахъ  приложетя  данныхъ  силъ  (фиг.  144)  приложимъ 
силы  произвольной  величины  Р1  и  Р2,  равныя,  лежапця  на  прямой  Л{А2 
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и  противуположно  другъ-другу   направленный.   По  неизменяемости  тела, 

он*  на  него  дЪйствш  не  оказы- 

ваютъ.  Составивъ  силы  / 

и  перенеся  ихъ  въ  точку  С  ихъ 
пересЬчен1я,  разложимъ  ихъ  опять 
на  составляюпця  Рх\  Рг*  и  Р2', 
Р3',  паралдельныя  прежнимъ.  Силы 
Р/  и  Р2'  взаимно  уравновеши- 
ваются, и  остаются  силы  1\'  и 
Р2',  даюпця  равнодействующую 

В=Г1'+Рш'=Р1-*-Рш.  (571) 
Заметимъ  точку  С  пересЬчешя  прямой,  по  которой  действуетъ  сила  В\ 
съ  прямою  АХА^  изъ  подоб1Я  треугольниковъ  АХС'С,  Я^ОР^  и  А^СС\ 
<КРШ'С  находимъ:         А^  _  с&       АС  _  СО 

Рх  ' 


Рг 


откуда 


ЛХС 
~А]С 


Р> 


*1 


Р* 


Но  если  АЕ  перпендикуляръ  къ  даннымъ  силамъ,  то  предыдущую  про- 
порщю  можно  заменить  сле- 
дующею: г  Р±  .  т  _Д 

1)Е  ~  Рг*  ^ * 4' ^ — и 

что  вместе  съ  равенствомъ 
(571)  и  выражаетъ  формули- 
рованный выше  результата. 

340.  Сложеше  двухъ  иа- 
раллельныхъ  силъ,  противу- 
положно друпг-другу  напра- 
влеиныхъ.  Положимъ  теперь, 
что  силы  Рх  и  Р2  проти- 
вуположно направлены.  Де- 
лая преобразовате,  подобное 
предыдущему  (фиг.  145),  мы 
легко  найдемъ,  что  ихъ  рав- 
нодействующая имъ  парал- 
лельна, равна  ихъ  разности, 
направлена  въ  сторону  большей  силы  и,  въ  плоскости  данныхъ  силъ,  ле- 
жать на  прямой,  которая  делить  разстояше  между  прямыми  ихъ  дМ- 
ств1я  внЬшнимъ  образомъ  обратно  пропорцюнально  ихъ  величинамъ. 


Фиг.  145. 


01дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


—   318   — 

Если  бы  силы  Рг  и  Г2,  будучи  противуположно  направлены,  были 
равны,  то  указанное  правило  дало  бы  равнодействующую,  равную  нулю 
и  лежащую  на  безконечно-далекой  прямой.  Между  гЬмъ  непосредственный 
опытъ  показываетъ,  что  такая  система  силъ  способна  привести  т4ло  во 
вращательное  движете;  поэтому  мы  должны  принимать,  что  къ  этому  слу- 
чаю общее  правило  не  приложимо  и  что  эта  система  силъ  не  можетъ 
быть  заменена  одною  силою.  Она,  какъ  мы  увидимъ  ниже,  составляете 
особый  элементъ  статики,  называемый  парою  силъ  и  играюпцй  важную 
роль  въ  дальнййшемъ  (§  345  и  сл*д.). 

341.  Центръ  двухъ  параллельныхъ  силъ.  Равнодействующая  В  можетъ 
быть  приложена  въ  любой  точки  прямой  СС  (фиг.  144  и  145);  точка  С 
отличается  однако-же  отъ  другихъ  точекъ  этой  прямой  сл^дующимь  свой- 
ствомъ:  если  данныя  сялы  изменять  свое  направление,  оставаясь  парал- 
лельными и  приложенными  въ  гЬхъ-же  точкахъ,  то  равнодействующая 
тоже  повернется,  но  прямая  ея  д*йств1я  будетъ  попрежнему  проходить 
черезъ  точку  С.  Эта  точка  называется  центромъ  параллельныхъ  силъ. 

342.  Сложеме  большего  числа  параллельныхъ  силъ.  Правило  для  сло- 
жешя  параллельныхъ  силъ  можетъ  быть  последовательно  приложено  къ 
какому-угодно  числу  ихъ.  Если  все  силы  направлены  въ  одну  сторону, 
то  равнодействующая  равна  ихъ  ариеметической  сумме.  Можетъ  быть 
также  указана  точка,  центръ  параллельныхъ  силъ,  обладающая  свой- 
ствомъ,  что  при  изменены  направлены  всехъ  параллельныхъ  силъ  равно- 
действующая, тоже  меняетъ  свое  яаправлеше,  продолжаетъ  проходить  че- 
резъ эту  точку.  Ниже  (§  448)  будутъ  даны  обпця  формулы,  определяю- 
пця  положеше  этой  точки.  Если  не  все  параллельный  силы  направлены 
въ  одну  сторону,  то  ихъ  равнодействующая  равна  ихъ  алгебраической 
сумме,  въ  которой  силы,  направленный  въ  одну  сторону,  входятъ  съ 
однимъ  знакомь,  а  силы  направленный  въ  другую  сторону,  со  знакомь 
противуположнымъ;  направлеше  равнодействующей  определяется  при 
этомъ  знакомь  всей  алгебраической  суммы. 

Очевидно,  что  всякая  сила  можетъ  быть  разложена  на  две  параллель- 
ныхъ силы  и  что  прямая  дгЬйств1я  одной  изъ  слагаемыхъ,  а  также  и  ве- 
личина последней  могутъ  быть  выбираемы  произвольно.  Понятно,  что  вся- 
кая сила  можетъ  быть  разложена  и  на  большее  число  параллельныхъ  силъ. 

3.  321.  Показать,  что  центръ  трехъ  равныхъ  параллельныхъ  силъ,  дей- 
ствую щихъ  въ  одну  сторону  и  нриложенныхъ  въ  вершинахъ  треугольника, 
раздъляетъ  медгану  треугольника  въ  отношенш  1  : 2. 

3.  322.  Показать,  что  центръ  четырехъ  равныхъ  параллельныхъ  силъ,  дъй- 
ствующихъ  въ  одну  сторону  и  нриложенныхъ  въ  вершинахъ  тетраэдра,  раз- 
дъляетъ въ  отношенш  1 : 3  прямую,  соединяющую  вершину  тетраэдра  съ  цен- 
тромъ параллельныхъ  силъ,  нриложенныхъ  въ  вершинахъ  его  основанш. 

3.  323.  Указать,  какъ  измъняются  результаты  двухъ  предыдущихъ  задачъ, 
если  .не  вс&  силы  въ  одну  сторону  направлены. 
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3.  324.  Разложить  данную  силу  на  три  парадлельныхъ  силы,  проходящихъ 
черезъ  вершины  даннаго  треугольника  или  тетраэдра. 

3.  325.  Разложить  данную  силу  на  двЪ  параллельныхъ,  изъ  которыхъ 
бдна  им'ьеть  данную  величину  и  лежитъ  на  данное  прямой. 

3.  326.  Разложить  данную  силу  на  п  параллельныхъ  силъ,  изъ  которыхъ 
п — 1  силъ  им-Ьютъ  данпыя  величины  и  лежатъ  на  данныхъ  прямыхъ. 

3.  327.  Бъ  какомъ  отношеыш  должны  находиться  параллельный  силы, 
приложенный  въ  вершинахъ  треугольника,  чтобы  ихъ  центръ  совпадалъ  съ 
дентромъ  вписаннаго  въ  треугольникъ  круга.  Отв.:  Силы  должны  быть  про- 
пропорпДональны  сторонамъ  треугольника,  соответственно  противулежащимъ 
тьмъ  вершин  амъ,  въ  которыхъ  силы  приложены. 

Приведете  системы  силъ  въ  двумъ  равнодФйствующимъ. 


343.  Построение  двухъ  равнодЫствующихъ.  Если  система  силъ,  при- 
ложенныхъ  къ  твердому  гЬлу}  не  можеть  быть  заменена  одною  равнодей- 
ствующею, то  она  во 
всякомъ  случае  мо- 
жетъ  быть  замене- 
на двумя  равнодей- 
ствующими. Доста- 
точно показать,  что  три 
произвольно  заданный 
силы  могутъ  быть  за- 
менены двумя,  имъ 
эквивалентными;  послЬ- 
довательнымъ  соедине- 
шемъ  двухъ  получен- 
ныхъ  равнодЬйствую- 
щихь  съ  четвертою  дан- 
ною силою  въ  две  но- 
выя  равнодЬйствуюпця 

II  Т.  Д.  МОЖНО  ПОСЛе  ЭТО- 
ГО какое  угодно  число 
силъ  привести  къ  двумъ. 

Пусть  будугъ  М1Л  3/2.  Мг  (фиг.  146)  точки  приложешя  трехъ  дан- 
ныхъ силъ,  причемъ  предполагается,  что  эти  силы  лежатъ  на  какихъ-нибудь 
не  пересекающихся  между  собою  прямыхъ  дитяхъ.  Заметимъ  плоскость, 
содержащую  силу  1*х  и  прямую  ЖхМг,  а  также  плоскость,  содержащую 
силу  -Р3  и  прямую  М2Мг.  Эти  плоскости  пересекаются  по  прямой,  про- 
ходящей черезъ  точку  Мг.  На  этой  прямой  21 3 А  возьмемъ  произвольную 
точку  В  и  разложимъ  силы  Р1  и  Г2  соотвествено  по  прямымъ:  ВМ1У 
М2Л1г  и  1Ш3,  МЪМ2\  такъ  что 


Фиг.  146. 


1\  =  *У  -ь  IV7, 


*'.' 
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Силы  Рх'  и  2<у  могутъ  быть  пересены  въ  точку  В  и  сложены  потомъ  въ 
одну  равнодействующую  В';  а  силы  1\*  и  Р2"  можно  перенести  въ  точку 
Мь  и  сложить  ихъ  вместе  съ  силою  Рг  въ  одну  равнодействующую  В\ 

344.  Разнообраз1е  приведен^.  Приведете  системы  силъ  къ  двумъ  равно- 
дЬйствующимъ  можетъ  быть  сделано  безчисленнымъ  множествомъ 
способов  ъ,  причемъ  каждый  разъ  получатся  равнодМствуюпия,  различ- 
ный по  величине,  направленно  и  положетю,  которыя  однако  же  будутъ 
всегда  эквивалентны  данной  системе  силъ.  Въ  самомъ  дЪл'Ь:  1)  можно 
исходить  отъ  различныхъ  троекъ  даняыхъ  силъ;  2)  вместо  пересечен1я 
плоскостей  (1?1М1Мг)  и  {1\М2Мг)  разсматривать  пересечете  плоскостей 
(РХМХМ2)  и  (РгМгМ2)  или  (Р2М2МХ)  и  {РгМгМху,  3)  можно  на  лиши 
пересЬчешя  двухъ  плоскостей  точку  В  выбрать  произвольно;  4)  можно 
еще  до  преобразовашя  перенести  точку  приложешя  каждой  силы  въ  про- 
извольную другую  точку  на  прямой  ея  действ1я.  Итакъ,  существу етъ 
безчисленное  множество  системъ  двухъ  равнодействующихъ, 
эквивалентныхъ  данной  системе  силъ. 

3.  228.  Показать,  что  силы,  расположенный  въ  одной  плоско- 
сти, приводятся,  вообще  говоря,  къ   одной  равнодействующей. 

3.  329.  Указать  геометрическое  условге,  чтобы  шесть  силъ,  лежащихъ  на 
ребрахъ  какого-либо  тетраэдра,  приводились  къ  одной  равноствующей.  Отв.: 
Равнодействующая  трехъ  силъ,  лежащихъ  на  сходящихся  въ  одной  вершине 
ребрахъ  тетраэдра,  должна  пересъкать  прямую,  которая  содержитъ  равнодей- 
ствующую трехъ  остальныхъ  силъ. 

3.  330.  Три  силы,  векторы  которыхъ  служатъ  не  пересъвающимися  реб- 
рами куба,  привести  къ  двумъ  равиодвйствуюшимъ. 

Пара   силъ. 

345.  Пара  силъ,  канъ  самостоятельный  элеиентъ  статики.  Непосред- 
ственный опытъ  показываетъ,  что  две  равныя  по  величин*  силы,  дей- 
ствующи на  параллельныхъ  прямыхъ  и  противуположно  другъ  другу  на- 
правленный, не  уравновешиваются:  он*  способны  привести  гЬло  во  вра- 
щательное движеяге.  Такая  две  силы  не  могутъ  быть  также  никакимъ 
способомъ  заменены  одною  равнодействующею  (§  340);  система  ихъ  со- 
ставляете поэтому  особый  элементъ  статики,  разсматриваемый  отдельно, 
на  ряду  съ  обыкновенными,  одиночными  силами.  Этотъ  влементъ,  назы- 
ваемый парою  силъ,  играетъ  въ  механике  такую  же  важную  роль,  какъ 
и  обыкновенная  сила,  и  долженъ  быть  поэтому  обстоятельно  изученъ. 

346.  Параллельный  переносъ  силы.  О  важномъ  значенш  пары  можно 
уже  заключить  изъ  следующаго: 

Всякую  силу,  приложенную  къ  твердому  телу,  можно  пере- 
нести на  прямую,  ей  параллельную,  безъ  изменен1я  ея  дей- 
ств1я,  если  только  при  этомъ  присоединить  къ  ней  н4которун> 
пару  силъ. 
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Пусть  будетъ  дана  сила   1\   приложенная  въ  точки  А  (фиг.  147). 
Въ  какой  нибудь  другой  точк*  В  твердаго  т*ла  приложимъ  дв*  силы: 


Р'  =  р,     Р"  = 


Р. 


Эти  силы,  будучи  равны  и  прямо  противупо- 
ложны  друп>  другу,  взаимно  уравновешиваются  и 
поэтому  никакого  вл1ян1я  на  д*йств1е  другихъ  силъ 
на  твердое  т*ло  не  оказываютъ.  Но  система  трехъ 
силъ,  Р,  Р\  Р\  эквивалентная  сил*  Р,  можетъ 
быть  разсматриваема  какъ  состоящая  изъ  силы  Р' 
и  изъ  пары  силъ,  Г  и  Р".  Итакъ,  пара  силъ, 
образующаяся  при  перенос*  силы  на  па- 
раллельную ей  прямую,  состоитъ  изъ  дан- 
ной силы  и  изъ  силы  ей  равной,  но  про- 
тивуположно  направленной,  лежащей  на  той  прямой,  куда  пере- 
несена данная  сила. 

347.  Моиеитъ  пары.  Будемъ  называть  моментомъ  пары  произведе- 
те одной  изъ  составляющихъ  ея  силъ  на  разстояше  между  прямыми,  по 
которымъ  он*  д*йствуютъ.  Это  разстояше  называется  плечомъ  пары. 
Моментъ  пары  можно  изобразить  въ  вид*  площади  параллелограмма,  у 
котораго  двумя  параллельными  сторонами  служатъ  силы  пары.  Но  по  со- 
ображетямъ,  которыя  будутъ  видны  изъ  нижесл*дующаго.  удобн*е  изо- 
бражать моментъ  пары  въ  вид*  вектора,  перпендикулярнаго  къ 
плоскости  пары  Этотъ  векторъ  содержитъ  въ  себ*  столько  условно 
принятыхъ  линейныхъ  единицъ,  сколько  единицъ  содержится  въ  произ- 
ведеши  одной  изъ  силъ  пары  на  плечо.  Началомъ  этого  вектора  мо- 
жетъ служить  произвольная  точка  пространства;  такимъ  образомъ, 
моментъ  пары  изображается  векторомъ  переноснымъ  (§  4).  Этотъ 
векторъ  условимся  откладывать 
въ  ту  сторону  на  перпендику- 
ляр* къ  плоскости  пары,  откуда 
вращен1е,  которое  пара  стремит- 
ся сообщить  т*лу,  кажется  поло- 
жительнымъ,  т.е.направленнымъ 
по  часовой  стр*лк*  (фиг.  148). 

Указанный  способъ  изображать 
моментъ  пары,  и  вообще  введете  въ 
механику  понят  о  момент*  пары, 
основывается  на  томъ,  что  д*йств1е 
пары,  какъ  это  будетъ  ниже  показано,  опред*ляется  исключительно 
величиною  и  направленгемъ  ея  момента. 

На  важное  значеше  паръ   въ  механик*   обратилъ  вниманге   въ  осо- 


Фиг.  148. 


II.  Сомовъ.  —  ОснованЫ  тсорет.  механики. 
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бенности  Пуансо  (Рошзо!)  въ  начал*  прошлаго  столе™  *)  и  на  осно- 
вами ихъ  построилъ  всю  теорга  преобразовашя  силъ,  приложенныхъ  къ 
твердому  гЬлу. 

348.  Возможный  преобразовашя  пары.  Чтобы  показать,  что  дЪйстше 
пары  определяется  исключительно  ея  моментомъ,  нужно  показать,  что 
при  всякомъ  изьгЬнеши  нары,  при  которомъ  величина  и  направлеше  ея 
момента  сохраняются,  дЬйств1е  ея  остается  безъ  изменешя.  Но  все  та- 
кого рода  преобразбватя  пары  могугь  быть  составлены  изъ  следующих* 
трехъ:  1)  изъ  параллельнаго  переноса  силъ  пары  въ  плоскость,  парал- 
лельную первоначальной,  съ  сохранешемъ  величины  силъ  и  плеча;  2)  изъ 
вращешя  силъ  пары  въ  ея  плоскости  около  какой-нибудь  точки,  тоже 
безъ  изм'Ьнешя  величины  силъ  и  плеча;  3)  изъ  измЬнеи1я  въ  плоскости 
пары  величины  ея  силъ  и  ея  плеча  такимъ  образомъ,  чтобы  произведе- 
те силы  на  плечо  оставалось  неизм'Ьннымъ.  Кроме  того  возможность  пе- 
реноса точки  приложешя  каждой  изъ  силъ  пары  по  прямой,  по  которой 
эта  сила  действуетъ,  подразумевается  сама  собою;  на  основами  этого  въ 
случа*  надобности-  можно  предполагать,  что  силы  пары  приложены  на 
концахъ  плеча. 

349.  Параллельный  переносъ  пары.  Пусть  будутъ  1\  и  Рй  силы  пары 
и  АХА2  ея  плечо  (фиг.  149).    Примемъ   за   новое    ея    плечо   отрЪзокъ 

АХ'А2\  равный  и  параллельный  плечу 
АХА2,   притомъ  не  лежащей  вообще 
говоря   въ   плоскости  пары.  Ничего 
не    изменится    въ    дЬйствш   данной 
пары,    если    въ   точкахъ   Ах'  и  А« 
приложить  но  две  новыхъ  силы,  изъ 
которыхъ  одна  геометрически  равна 
силе  Рп  а  другая  —  силе  Р2.  Таш 
четыре  силы,  Р/,   Рх"   и  Р2',   Р2  ". 
взаимно  уничтожаясь,  не  измЬняютъ 
дЬйств1Я  данной  нары,  которая  сле- 
довательно эквивалентна  шести    силамъ:    Рп  Р3,  Р,\  Р/',  Р3',  Р2".  Но 
очевидно  (§  339),  что  силы  Рх  и  Р3"  могутъ  быть  заменены  одною  равно- 
действующею Р,  приложенною  на  срединЬ  С  прямой  А}А2'  и  равною  21\: 
также   силы  Р2  и  Р*  слагаются  въ  одну  равнодействующую  В'  =  21\. 
приложенную  на  средине  прямой  А2АХ\  т.  е.  въ  той  же  точке  С.  Силы 
И  и  В\   какъ  равныя,  приложенный    въ  одной  точке  и  противуположно 
направленный,  взаимно  уравновешиваются.  Остаются  силы  Р/  и  Р3 ,  ко- 
торый и  составляюсь  новую  пару,  эквивалентную  данной. 

350.  Вращеже  пары.  Покажемъ,  что  можно  силы  пары,  безъ  йзмене- 
Н1я  величины  плеча,   вращать   въ  ея  плоскости.  Для   этого  возьмемъ  на 


Фиг.  149. 
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плеч*  пары  или  на  его  продолжены  произвольную  точку  В  (фиг.  150)  и 
около  нея  повернемъ  прямую  АХА2  на  произвольный  уголъ  въ  плоскости 
пары.  Въ  новомъ  положеши  от- 
резка АХА2,  въ  точкахъ  АХ'А2\ 
приложимъ  силы  Р/,  Ргц  и  Р2', 
Р2",  равныя  силамъ  Рх  и  Р2,  пер- 
пендикулярный къ  Аг'А2  и  по- 
парно противуположныя.  Эти  силы, 
взаимно  уничтожаясь,  опять  ничего 
не  изм-Ьняютъ  въ  дЬйствш  данной 
пары.  Заметивъ  точки  С  и  I),  въ 
которыхъ  пересекаются  перпен- 
дикуляры къ  отрйзкамъ  А^А 2  и 
АХА2,  проведенные  черезъ  ихъ 
концы,   перенесемъ  въ  эти  точки 

силы  Р,   и  Р/'.  Р2  и  Р2".   Изъ  построетя   сл'Ьдуетъ,  что   прямая  СВ 
совпадаете  съ  биссектриссою  угла  (А^ВА^)  и  что  равнод'Ьйствующтя: 


Фиг.  150. 


К  =  Р1  +  Р,", 


Р," 


расположены  по  этой  прямой,  равны  и  противуположно  направлены.  По- 
этому силы  К  к  В'  взаимно  уравновешиваются;  после  этого  остаются  силы 
Рх  и  Р2',  образуюпця  пару,  эквивалентную  данной,  но  съ  повернутымъ 
плечомъ. 

351.  ИзиЪнеше  плеча  пары.  Чтобы  показать,  что  изм-Ьнеше  длины 
плеча  не  м-Ьняетъ  дЬйств1я  пары,  если  только  сохраняется  ея  моментъ, 
продолжимъ  первоначальное  плечо 


А^А2  на  произвольную  длину  А2А2' 
(фиг.  151)  и  въ  точкахъ  А2  и  А2' 
приложимъ  силы  Рх\  Рх"  и  Р2',  Р2", 
перпендикулярный  къ  А2А2\  по- 
парно противуположныя  и  удовле- 
творяюпия  условт: 


5 


Я 


к 


Р,  .  АхАг  =  Р/ 


А  2^2  * 


(571') 


V" 
Р* 

Фиг.  161. 


К 


Сложимъ  силы  Рх  и  Р2"  въ  одну 
равнодействующую  по  закону  сложетя  параллельныхъ  силъ;  эта  равно- 
действующая проходить  черезъ  точку  А2  и  равна  В  =  Рх-{-  Р2".  Она 
уничтожается  силами  Р/'  и  Р2,  образующими  такую  же  равнодействую- 
щую В'  =  Р2  -+-  Р/'  =  Р1  -ь  Р2",  но  только  направленную  противупо- 
ложно первой.  Остающаяся  после  этого  пара  силъ  эквивалентна  данной; 
равенство  же  (571)'  показываетъ,  что  и  моментъ  этой  пары  равенъ 
прежнему. 

21* 
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352.  Сложеше  паръ.  Всякая  система  паръ  силъ  эквивалентна 
одной,  равнодействующей  пар*,  моментъ  которой  равенъ  гео- 
метрической суммЪ  моментовъ  данныхъ  паръ. 

Достаточно  доказать  этотъ  законъ  сложетя  паръ  для  случая  двухъ 
паръ,  какъ  нибудь  расположенныхъ  одна  относительно  другой.  Посл'Ьдо- 
вательнымъ  сложешемъ  можно  поел*  этого  показать,  что  этотъ  законъ 
в'Ьренъ  для  какого  угодно  числа  паръ.  Пусть  будутъ  (Рм  Ра)  и  ((^^  (?2) 
пары,  лежапця  въ  плоскостяхъ  Я  и  3"  (фиг.  152).  Мы  знаемъ,  что  вся- 
кая пара  можетъ  быть  перемещена  произвольнымъ  образомъ  въ  своей 


Фиг.  152. 


плоскости;  пом4стимъ  данньтя  пары  такъ,  чтобы  плечи  ихъ  лежали  на 
прямой  пересЬчешя  ихъ  плоскостей.  Притомъ  возьмемъ  произвольный 
отрйзокъ  АВ  этой  прямой  за  общее  плечо  об'Ьихъ  паръ,  изм*нивъ  силы 
паръ  такъ,  чтобы  ихъ  моменты  Мх  и  М2  остались  прежте: 

Мх  =  А,В,  .  Р,  =  АВ  .  Р/,     М2  =  А2В2  .ЯХ  =  АВ.  <?/.  (572) 
Складывая  геометрически  измененный  силы  паръ: 

р/  +  «7=^    р;'  +  ы  =  в2, 


мы  получимъ  новую  пару  (-Кп  Р2),  моментъ  которой 

М=  АВ  .  Кг 


(573) 


Что    силы    Вх   и  В2  действительно  образуютъ  пару,   легко  видеть 
изъ  того,   что   он*  являются  д1агоналями  двухъ  равныхъ  параллелограм- 
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мовъ  съ  соответственно  параллельными  сторонами.  Моменты  (572)  и  (573) 
всЬхъ  трехъ  паръ.  изображенные  линейно  и  проведенные  изъ  точки  Ал 
образуютъ  стороны  и  дгагональ  параллелограмма  АМ2ММ„  подобнаго 
параллелограмму  А(}1'111Р1';  потому  что  углы  обоихъ  четырехугольниковъ, 
какъ  углы  между  соответственно  перпендикулярными  сторонами,  равны, 
а  стороны  пропорщональны,  какъ  это  видно  изъ  равенствъ  (572)  и  (573). 
Итакъ 

Вообще  система  паръ  съ  моментами  М19  Ж"2,  .  .  .  Мп  эквивалентна 
одной,  равнодействующей  пар*  съ  моментомъ 


м=2з/,, 


какъ  это  легко  видеть,   прикладывая  къ  равнодействующей  двухъ  паръ 
третью  и  т.  д. 

353.  Разложеше  пары.  Всякая  пара  можетъ  быть  разложена  на  две 
или  несколько  составляющихъ  паръ.  Для  этого  нужно  только  сделать  раз- 
ложете  момента  пары  на  несколько  геометрическихъ  составляющихъ. 
Каждая  изъ  нихъ  будетъ  представлять  собою  моментъ  одной  изъ  соста- 
вляющихъ паръ;  плоскость  такой  пары  перпендикулярна  къ  ея  моменту; 
въ  остальныхъ  же  отношешяхъ  положете  пары  остается  произвольнымъ, 
такъ  же  какъ  и  величина  ея  плеча  и  силъ,  лишь  бы  произведете  плеча 
и  силы  имело  требуемую  величину. 

Полезно  еще  разъ  заметить,  что,  говоря  о  парахъ,  мы  можемъ  не 
изображать  силъ,  образующихъ  пары,  а  ограничиваться  изображешемъ 
моментовъ  и  оперировать  надъ  последними,  какъ  надъ  всякими  другими 
переносными  векторами. 

3.  331.  Показать,  что  система  трехъ  силъ,  д-Ьйствующихъ  по  сторонамъ 
треугольника,  равныхъ  этимъ  сторонамъ  и  направленныхъ  такъ,  что  каждая 
вершина  треугольника  служить  концомъ  одного  вектора -силы  и  началомъ 
другого,  приводится  къ  паре,  и  определить  моментъ  этой  пары. 

3.  332.  Решить  ту  же  задачу  въ  предположении,  что  силы  изображаются 
сторонами  какого-нибудь  плоскаго  многоугольника.  Ръшенге  можетъ  осно- 
вываться на  предыдущемъ,  если  площадь  многоугольника  ддагоналями  раз- 
бить на  треугольники  и  представить  себе,  что  по  каждой  ддагонали  двйст- 
вуютъ  двъ  противуположно  направленный  силы,  равныя  этимъ  дгагоналямъ. 

3.  333.  Указать  моменты  тъхъ  паръ,  который  являются  при  перенос*  силы, 
действующей  по  ребру  трехгранной  призмы,  на  другая  ея  ребра,  и  покавать, 
что  эти  моменты  образуютъ  треугольникъ,  подобный  поперечному  сЬчен(ю 
призмы. 

3.  334.  Сила,  действующая  по  образующей  кругового  цилиндра,  перено- 
сится на  друг!я  его  образуюшдя;  моменты  являющихся  при  этомъ  паръ  от- 
кладываются отъ  одной  и  той  же  точки.  Определить  геометрическое  место 
копцовъ  моментовъ. 
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3.  336.  Одна  изъ  силъ  пары  изшЬняетъ  свое  положеше;  определить  геоме- 
трическое мЪсто  прямыхъ,  на  которыхъ  она  должна  лежать,  чтобы  моментъ 
пары  не  м'внялъ  своей  величины. 

3.  336.  Предполагая  свойства  паръ  известными,  вывести  при  помощи  этого 
законъ  сложешя  параллельныхь  силъ.  Р&ш.:  Перенося  одну  изъ  параллель- 
ныхъ  силъ  на  прямую  двйств1я  другой  силы,  мы  получаемъ  равнодействую- 
щую и  пару.  Переносомъ  равнодействующей  можно  вызвать  другую  пару 
съ  моментомъ,  равнымъ  и  противу  по  ложны  мъ  моменту  первой  пары.  По  за- 
кону сложены  моментовъ  они  даютъ  моментъ,  равный  нулю,  т.  е.  пары  взаимно 
уничтожаются.  После  этого  легко,  определяя  положеше  перенесенной  равно- 
действующей, показать,  что  она  удовлетворяетъ  доказаннымъ  въ  §§  339  и  340 
свойствами. 

3.  337.  Разложить  данную  пару  на  три  пары,  лежащдя  въ  координатныхъ 
плоскостяхъ,  и  показать,  что  одна  изъ  силъ  каждой  пары  можетъ  быть  при- 
ложена въ  начале  координатъ,  а  другая  въ  точке  на  одной  изъ  координат- 
ныхъ осей  на  разстояши  единицы  длины  отъ  начала  координатъ.  Укавать  для 
каждой  пары  число  такихъ  положенШ. 

3.  338.  Къ  рукояткамъ  ворота,  расположеннымъ  на  концахъ  его  оси,  ра- 
внымъ по  длине  и  направленнымъ  противу  по  ложно  другъ-другу,  приложены 
силы,  перпендикулярный  къ  оси  и  образующая  пару.  Разложить  эту  пару  на 
две  съ  моментами  параллельнымъ  и  перпендикулярнымъ  къ  оси  ворота. 

Приведете  системы  сидъ  къ  сил*  и  къ  пар*. 

354.  Приведете  двухъ  равнодЪйствующихъ  данной  системы  силъ  въ  сил* 
и  къ  пар*.  Возможность  приведения  системы  силъ,  приложенныхъ  къ  твер- 
дому тЬлу.  къ  двумъ  равнод'Ьйствующимъ  силамъ  показываетъ,  что  эта 
система  можетъ  быть  также  приведена  къ  одной  силгЬ  и  къ  одной  пар* 

силъ.    Пусть   будутъ  В1  и  В2   (фиг.  153) 
д  силы,  эквивалентный  данной   системе;  въ 

/{Ч V?  точкгЬ  А2  приложимъ  дв*  силы: 

А1  Й        ""     >В1  Силы  В/  и  Д,  слагаются  въ  одну  равно- 

/  действующую  ~В  =  В1'-+-В1,   а   силы  Вг 

/  и  В^  образуютъ  пару. 

I?,"  Очевидно,  что  это  приведете  возможно 

Фиг.  153.  безчисленнымъ  множествомъ  способовъ,  так- 

же кякъ  и  приведете  къ  двумъ  равнод'Ьй- 
ствующимъ. Мы  увидимъ  впрочемъ  (§  356),  что  во  всЬхъ  результатахъ 
приведенШ  есть  нЪчто  общее. 

355.  Непосредственное  приведете  системы  силъ  къ  сил*  и  къ  пар*. 

Основываясь  на  закон*  сложетя  паръ,  можно  приводить  систему  силъ 
къ  сил*  и  къ  паргЬ  другимъ  путемъ,  который  важнее  предыдущаго,  по- 
тому-что:  1)  это  приведете  делается  непосредственно  отъ  данной  системы 
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сидъ  и  2)  этотъ  путь  служить   основатель  для  аналитическая  р4гаешя 
вопроса  о  приведеши  системы  силъ. 

Въ  §  346  было  показано,  что  можно,  сохраняя  величину  и  направле- 
те  силы,  переносить  точку  ея  приложен1я  во  всякую  точку  пространства, 
присоединяя  некоторую  пару.  Воспользуемся  этимъ,  чтобы  всЬ  данныя 
силы  1\,  7^,  .-.Рп  перенести  въ  одну  произвольно  выбранную  въ  про- 
странств* точку  О,  которую  мы  будемъ  называть  центромъ  приве- 
дешя  силъ.  Этимъ  переносомъ  вводятся  п  паръ  силъ;  пусть  будутъ 
ЛГ1Э  Л/а, ...  Л/„  ихъ  моменты.  Все  силы,  приложенный  въ  точке  О  и  гео- 
метрически равныя  даннымъ,  можно  сложить  въ  одну  равнодействующую 


К  =  Р\  -+-  1\  -+-  . . .  н-  ^ 


;  =2  т* 


1  =  1 


а  все  пары  въ  одну  равнодействующую  пару  съ  моментомъ 


(574) 


(575) 


•=1 


Итакъ,  вся  система  силъ  определяется  двумя  векторами,  В  и  М,  изъ  ко- 
торыхъ  первый  передвижной,  а  второй  переносный. 

356.  Статически  инвараангь.  Кроме  этого  различ1я  между  векторами 
В  и  М  нужно  заметить  еще  следующее,  тоже  весьма  существенное.  Ве- 
личина и  наиравлен1е  силы  В  не  зависятъ  отъ  подожеюя 
центра  приведен1я,  потому-что  съ  изменетемъ  его  не  меняются  гео- 
метричесыя  слагаемый  въ  сумме  (574).  Величина  и  направлеюе  мо- 
мента М  зависятъ  отъ  положен1я  центра  приведен!я,  потому-что 
отъ  этого  зависитъ  величина  и  направлете  момента  каждой  пары,  полу- 
чаемой отъ  переноса  силы.  Только,  если  центръ  приведетя  передвигать 
по  прямой  действ1я  силы  Вч  моментъ  равнодействующей  пары  не  изме- 
няется, какъ  это  будетъ  видно  изъ  дальнейшаго. 

Изменете  момента  М  въ  зависимости  отъ  измйиешя  центра  приве- 
ден1я  подчиняется  следующему  закону:  Проекц1Я  момента  равно- 
действующей пары  на  напра- 
влен1е  равнодействующей  силы 
остается  постоянною.  Пусть  бу- 
дутъ В  и  М  сила  и  моментъ  пары,  по- 
лученные при  приведенш  системы  силъ 
къ  центру  О.  Если  за  центръ  приве- 
детя взять  другую  точку,  О'  (фиг. 
154),  то  получатся  друпя  сила  и 
моментъ  пары,  В'  и  М\  однако  же  эквивалентные  прежнимъ,  такъ  какъ 
они  эквивалентны  данной  системе  силъ.  Съ  другой  стороны  мы  знаемъ, 
что  -В'  =  В;  поэтому  система  (В\  М')  должна  получиться  изъ  системы 
(Я,  М)  перенесетемъ  точки   приложешя   силы  В  изъ  О  въ  0\  Отсюда 


Фиг.  154. 


0|дШгес)  Ьу 


Соодк 


—    328   — 

с.тЬдуетъ,  что  пара  съ  моментомъ  Ж1  отличается  отъ  пары  съ  моментомъ 
Ж  только  всл*дств1е  того,  что  при  переносЬ  силы  В  является  новая  пара 
съ  н-Ькоторымъ  моментомъ  Ж";  такъ*  что 


М'  =  М-+-ЖШ 


(576) 


Векторъ  Ж"  перпендикуляренъ  къ  Д,  потому-что  вообще  моментъ  пср- 
пендикуляренъ  къ  силамъ  соответствующей  пары;  поэтому,  проектируя 
геометрическое  равенство  (576)  на  направлеше  Д,  им'Ьемъ: 

Ж9  оо$  (М\  В)  =  Ж  соз  (Ж,  Д), 
что  и  требовалось  доказать. 

Это  можно  еще  такъ  выразить: 

В'М'  соз  (К\  Ж')  =  НИ  соз  (Я,  Ж),  (577) 

т.  е.  геометрическое  произведете  (§  10)  изъ  равнодействующей 
силы  и  момента  равнодействующей  пары  при  всякомъ  приведе- 
на системы  силъ  остается  одно  и  то  же. 

Это  геометрическое  произведете  называется  инвар1антомъ  данной 
системы  силъ  или  статическимъ  инваргантомъ. 

357.  Теорема  Шаля.  Этому   инвар1анту   можно  дать  другое  геометри- 
ческое представлете.  Мы  видЬли  (§  343),  что  данную  систему  силъ  можно 

бёзчисленнымъ     множе- 
*Д'  „  #     ствомъ  способовъ  замЬ- 

*  нять  двумя  равнодей- 
ствующими. Можно  пока- 
зать (теорема  Шаля),  что 
при  всякихъ  приведе- 
н1яхъ  системы  силъ 
объемъ  тетраэдра,  по- 
строеннаго  на  ихъ 
двухъ  равнодЬйству- 
ющихъ,  остается 
одинъ  и  тотъ  же. 
Прямыя  АВ,  АС, 
ВВ  и  ВС.  соеднняюпдя  начала  и  концы  равнодЬйствующихъ  Я1  и  1\\ 
(фиг.  155),  можно  разсматривать  какъ  ребра  тетраэдра.  Объемъ  его: 

1 


К± 


V 


(площадь  АВС) .  ВЕ, 


где  ВЕ  высота.  СдЬлаемъ  приведете  силъ  Вх  и  Л2  къ  силе  и  паре; 
для  этого  силу  В2  перенесемъ  параллельно  такъ,  чтобы  точка  ея  прило- 
жешя  совпала  съ  точкою  А  ириложешя  силы  Вх.  Этотъ  иереносъ  вызы- 
ваетъ  пару,  моментъ  которой,  Ж,  измеряется  численно  площадью  парал- 
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делограмма  ВСАК  или  ВС1Л,  т.  е.  удвоенною  площадью  ЛВС  основа- 
Н1я  тетраэдра,  а  векторъ,  его  нзображающШ,  къ  этому  основанш  перпен- 
дикуляренъ.  Перенесенная  сила  В2  складывается  съ  Вх  въ  одну: 

В  =  Ж1^-  ~В2, 

конецъ  которой  находится  на  той  же  высот*  надъ  основашемъ  тетраэдра, 
какъ  и  точка  I);  поэтому 

ВЕ=  Всо8(В,М). 
Итакъ,  можно  написать: 

У=1  ВМ  сов  (Д,  Л/),  (578) 

о 

т.  е.  объемъ  тетраэдра  численно  равенъ  одной  шестой  статическаго  инва- 
р1анта. 

Динама. 

358.  Поняло  о  динами  Система  силъ,  состоящая  изъ  силы  и  изъ 
пары,  моментъ  которой  этой  сил*  параллеленъ,  называется  динамою. 
Отношете  момента  пары  динамы  къ  сил*  называется  параметромъ  ди- 
намы, прямая  д*йств1я  силы  осью  динамы,  а  совокупность  оси  динамы 
и  ея  параметра  винтомъ  динамы.  Мы  условимся  считать  параметръ 
динамы  положительным^  если  сила  и  моментъ  пары  направлены  въ 
одну  сторону,  и  отрицательнымъ,  если  они  направлены  противуположно 
другъ-другу. 

Сила  можетъ  быть  разсматриваема  какъ  динама,  параметръ  которой  ра- 
венъ нулю,  а  пара — какъ  динама,  параметръ  которой  равенъ  безконечности. 

359.  Приведете  системы  силъ  къ  динам*.  Всякая  система  силъ, 
приложенныхъ  къ  твердому  т*лу,  эквивалентна  н*которой  ди- 
нам*. Чтобы  это  показать,  приведемъ  сначала  систему  силъ  какъ-ни- 
будь  къ  одной  равнод*йствующей  сил*  В,  приложенной  въ  произвольно 
взятой  точк*  О,  и   къ  равнод'Ьйствую- 

щей  пар*,  моментъ  которой  не  будетъ, 
вообще  говоря,  параллеленъ  сил*  В. 
Разложимъ  поел*  этого  равнод*йствую- 
щую  пару  на  дв*  (фиг.  156),  съ  мо- 
ментами: М0>  параллельнымъ  В,  и  М\ 
иерпендикулярнымъ  къ  В.  Мы  знаемъ 
(55  356),  что  при  иараллельномъ  пере- 
нос*  силы   является   пара    съ  момен- 

томъ,  перпендикулярнымъ  къ  сил*;  въ  виду  этого  можно  сд*лать  зам*нъ 
силы  В  параллельною  ей  силою  В0  такимъ  образомъ,  чтобы  явилась  пара 
съ  моментомъ  М\  противуположнымъ  моменту  М'  и  равнымъ  ему  по  ве- 
личин*, т.  е.  такъ,  чтобы  ЪГ  -+-  ЪГ  =  О;  поел*  этого  останется  динама 


/Т     °' 

V 

/ м 
/    ° 
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>иг.  156. 
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(В0,  М0).  Чтобы  выполнить  требуемый  переносъ  силы,  проведемъ  00 
перпендикулярно  къ  В  и  къ  М'  и  отложимъ 

вл'Ьво  отъ  направлетя  силы  В,  если  смотреть  съ  конца  момента  Л'  на 
его  начало,  и  приложимъ  въ  точкЬ  О'  дв4  силы: 

В0  =  В,    1Г  =  —  В. 

Силы  .й  и  В"  дадутъ  требуемую  пару  съ  моментомъ  М\  а  прямая  силы 
В0  будетъ  осью  искомой  динамы. 

Такъ  какъ  щ  _  ы  С()8  (М  в^  (;37Ш 

а  по  §  356  при  всЬхъ  приведешяхъ  М  сон  ГЛ/,  В)  постоянно,  то  мы  за- 
ключаема что  моментъ  динамы  есть  наименьнпй  изъ  всЬхъ  мо- 
ментовъ  равнод'Ьйствующихъ  иаръ,  получаемыхъ  при  какихъ- 
либо  приведен1яхъ  данной  системы  силъ. 

Статически  инваргантъ  очевидно  равенъ  произведенш  силы  на  мо- 
ментъ динамы  или  также,  на  основанш  равенства 

Р=^°,  (380) 

онъ  равенъ  произведенш  параметра  динамы  на  квадрагь  равнодействую- 
щей силы. 

360.  Аналопя  между  статическими  и  кинематическими  элементами.  Сила 
есть  векторъ  передвижной,  моментъ  пары— векторъ  переносный.  Угловая 
скорость  есть  векторъ  передвижной,  поступательная  скорость  —  векторъ 
переносный.  Благодаря  этому  соотв-Ьтствш  существуетъ  полная  аналойя 
между  преобразовашями  скоростей  въ  движенш  твердаго  тЬла  и  преобра- 
зованиями системы  силъ,  къ  нему  приложенныхъ.  Эта  аналопя  настолько 
гЬсная,  что  об*  теорш  преобразованШ  можно  въ  геометрическомъ  отно- 
шенш  считать  вполне  тождественными.  Пользуясь  этою  аналойею  КоЬег! 
Ва11  (Боллъ)  построилъ  такое  изложеше  механики  *),  при  которомъ  об- 
щимъ  основнымъ  элементомъ  является  «винтъ»;  на  этомъ  строится  «теория 
винтовъ»  (ЪЬеогу  оГ  зсге^в],  и  результаты  ея  потомъ  одинаковымъ  обра- 
зомъ  переносятся  въ  кинематику  (винтовая  скорость)  и  въ  кинетику 
(динама).  Этимъ  достигается  замечательная  общность  и  единство  изсл*Ь- 
довашя.  Изложеше  этого  выходить  однакоже  за  пределы  «основашй» 
теоретической  механики. 

361.  Общее  условае  приводимости  системы  силъ  къ  одной  равнодей- 
ствующей. Понягсе  о  динамЬ  приводить  насъ  къ  общему  условш,  которое 
должно  быть  выполнено  для  того,  чтобы  система  силъ.  приложенныхъ  къ 


а)  ТЪеогу  о?  8сге\\'8  и  др.  его  статьи. 

ТЪеогеИзсЬе  МесЬатк  вЪаггег  8ук1;ете.  Н.  ОгауеНивГпо  работамъБолла\ 
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твердому  гЬлу,  приводилась  къ  одной  равнодействующей.  Это  услов1е  оче- 
видно равносильно  условш,  чтобы,  по  приведеши  системы  силъ  къ  ди- 
нам*, моментъ  последней  оказался  равнымъ  нулю;  а  для  этого,  на  осно- 
вами формулы  (579),  необходимо  и  достаточно,  чтобы  было: 

М.соз(М,  В)  — О,  (581) 

т.  е.  чтобы,  при  приведена  системы  силъ  къ  какому-либо  центру, 
моментъ  равнодействующей  пары  былъ  перпендикуляренъ  къ 
равнодействующей  сил*.  Условге  (581)  можно  и  такъ  написать,  если 
предполагать,  что  В  не  равна  нулю: 

В  .  И .  соз  (В,  М)  =  О,  (582) 

т.  е.  статически  инвар1антъ  долженъ  быть  равенъ  нулю. 

3.  339.  Чему  аналогичны  въ  кинематике:  сложеше  силъ,  приложен  ныхъ 
въ  одной  точк-Ь,  сложеше  параллельныхъ  силъ,  сложен!е  паръ,  параллельный 
переносъ  силы,  приведете  системы  силъ  къ  двумъ  равнодъйствующимъ,  при- 
ведете къ  силъ  и  къ  паръ,  статическШ  инваргантъ,  услов!е  приводимости  си- 
стемы силъ  къ  одной  равнодействующей  или  къ  одной  паръ? 

Статичесюе  моменты. 

362.  СтатическШ  моментъ  относительно  точки  и  его  тождество  съ  ио- 
иентоиъ  пары.  Статическ1о  моменты  представляютъ  собою  приложете  къ 
вектору-сил*  общаго  понят  о  момент* 
вектора  (§  78).  Въ  виду  важной  роли 
статическихъ  моментовъ  въ  механик* 
исвязи'ихъ  съ  моментами  паръ  теперь 
будетъ  снова  выяснено  это  геометриче- 
ское понятие. 

Условимся  называть  статическимъ 
моментомъ  силы  относительно  дан- 
ной точки  площадь  параллелограмма 
ОЛРВ  (фиг.  157)  построеннаго  на  сил* 
АУ  и  на  вектор*,  проведенномъ  изъ  дан- 
ной точки  О  къ  точк*  приложешя  силы. 
Очевидно,  что  этотъ  моментъ  тоадественъ 
съ  моментомъ  пары,  которая  образова- 
лась бы  при  параллельномъ  перенос* 
силы  въ  ту  точку  О,  относительно  кото- 
рой разсматривается  моментъ.  Сообразно 
съ  этимъ  мы  будемъ  статическгй  моментъ  изображать  въ  вид*  вектора, 
перпендикулярнаго  къ  плоскости  параллелограмма  и  отложеннаго  въ  ту 
сторону,  откуда  вращеше,  которое  получило  бы  т*ло  иодъ  д*йств1емъ  дан- 
ной силы,  еслибы  точка  О  была  укр*плена  неподвижно,  казалось  бы  про- 
исходящимъ  по  часовой  стр*лк*. 


Фиг.  157. 
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363.  Статически  иоментъ  относительно  оси.  Проведемъ  черезъ  точку  О 
произвольную  прямую  или  ось  ВС  и  пересЬчемъ  ее  перпендикулярною 
къ  ней  плоскостью  5.  Условимся  называть  статическимъ  моментомъ 
силы  относительно  оси  проекщю  разсмотрЬннаго  выше  параллело- 
грамма ОАГВ  на  плоскость  5.  Желая  изобразить  этотъ  моменгь  въ  вид*Ь 
вектора,  условимся  откладывать  его  на  оси  ВС  (или  на  прямой,  ей  па- 
раллельной) въ  ту  сторону,  откуда  вращете,  которое  получило  бы  гЬло 
подъ  дййствхемъ  силы  Р\  проекщи  данной  силы  Р  на  плоскость  5,  ка- 
залось бы  происходящимъ  по  часовой  стр^лкЬ. 

Изъ  указанныхъ  опред'Ьлетй  сл'Ьдуетъ: 

1)  СтатическШ  моментъ  относительно  оси  не  зависитъ  отъ  положешя 
плоскости,  на  которую  проектируется  сила,  въ  ряду  всЬхъ  перпендику- 
лярныхъ  къ  оси  плоскостей. 

2)  СтатическШ  моментъ  относительно  оси  не  зависитъ  также  отъ  по- 
ложешя точки  О  на  этой  оси. 

3)  СтатическШ  моментъ  относительно  оси  равенъ  произведешю  изъ 
проекщи  силы  на  плоскость,  перпендикулярную  къ  оси,  и  изъ  кратчай- 
шая разстоятя  между  силою  и  осью,  потому  что  это  кратчайшее  раз- 
стояше  равно  высогЬ  параллелограмма,  площадью  котораго  измеряется 
моментъ  относительно  оси. 

4)  Векторъ  М'  изображаюшдй  статически  моментъ  относи- 
тельно оси,  равенъ  проекцш  на  эту  ось  вектора  Ж,  изобра- 
жающая статическ1й  моментъ  той  же  силы  относительно  какой- 
нибудь  лежащей  на  этой  оси  точки,  т.  е. 

М9  =  М  соз  (М,ЗГ). 

Это  сл^дуетъ  изъ  того,  что  проекщя  площади  какой-нибудь  плоской  фи- 
гуры на  другую  плоскость  равна  произведение  этой  площади  на  конусъ 
угла  между  нормалями  къ  плоскостямъ.  Въ  частности,  изъ  предыдущаго 
сл^дуетъ: 

Статический  моментъ  относительно  оси,  пересекающей  пря- 
мую, на  которой  лежитъ  сила,  равенъ  нулю. 

Статическ1й  моментъ  силы  относительно  параллельной  ей 
оси,  равенъ  нулю.  Посл'ЬднШ  случай  можно  впрочемъ  соединить  съ 
первымъ,  разсматривая  параллельный  прямыя  какъ  пересЬкаюпцяся  на 
безконечности. 

364.  СтатическШ  иоментъ  системы  силъ.  ДЪлая  приведете  силъ,  при- 
ложенныхъ  къ  твердому  гЬлу,  къ  какому-нибудь  центру  (§  355),  мы  по- 
лучаемъ  систему  паръ,  определяемую  системою  ихъ  моментовъ.  Теперь 
можно  сказать,  что  мы  им^емъ  систему  статическихъ  моментовъ 
данныхъ  силъ  относительно  ихъ  центра  приведетя.  Равнодей- 
ствующая пара  определяется  моментомъ,  равнымъ  геометрической  сумм* 
моментовъ  всЬхъ  отдЬльныхъ  паръ  (§  352);  а  такъ  какъ  статические  мо- 
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менты  изображаются  гЬми  же  векторами,  какъ  моменты  паръ,  то  можно 
представить  себ*  статическШ  моменгь,  геометрически  равный  моменту 
равнодействующей  пары,  и  сказать,  что  система  силъ  определяется 
равнодействующею  силою  и  равнодЪйствующимъ  статическимъ 
моментомъ.  Этотъ  моменгь  мы  будемъ  назвать  статическимъ  мо- 
ментомъ  системы  силъ  относительно  даннаго  центра  ихъ  приведетя. 

3.  340.  Какое  геометрическое  место  описываетъ  конецъ  момента  равно- 
действующей пары,  если  равнодействующую  силу  параллельно  переносить 
въ  какой-нибудь  плоскости?  Предполагается,  что  начало  момента  оставляется 
безъ  измёнешя.  Отв.:  Прямую,  перпендикулярно  къ  плоскости. 

3.  341.  Три  силы,  векторами  которыхъ  служатъ  непересекаюпцяся  ребра 
куба,  привести  къ  сил*  и  паре  и  определить  моментъ  последней. 

3.  342.  Определить  въ  предыдущей  задачи  ось  динамы  и  параметръ  ея  винта. 

3.  343.  Какъ  нужно  изменить  центръ  приведен1я  силъ,  чтобы  измененный 
моментъ  равнодействующей  пары  былъ  равепъ  первоначальному  и  образо- 
вал ъ  съ  нимъ  данный  уголъ  а?  Для  решенгя  нужно  принять  во  внимаше, 
что  вс*  равные  по  величин*  моменты,  соответствуюшДе  различнымъ  эквива- 
лентнымъ  при  веде  н1ямъ  системы  силъ,  одинаково  наклонены  къ  равнодей- 
ствующей и  что  при  измененш  центра  приведетя  силъ  является  пара  съ 
моментомъ,  перпендикулярнымъ  къ  равнодействующей. 

3.  344.  Система  силъ  приведена  къ  силъ  п  паръ;  найти  геометрическое 
место  точекъ,  въ  которыя  можно  переносить  центръ  приведетя  силъ  такъ, 
чтобы  величина  момента  пары  не  изменялась.  Отв.:  Принимая  во  внимаше, 
что  все  изменные  моменты  могутъ  въ  данномъ  случае  образовать  съ  равно- 
действующею силою  только  такой  же  уголъ,  какъ  и  первоначальный  моментъ, 
находимъ,  что  искомымъ  геометрическимъ  местомъ  служитъ  круговой  ци- 
линдръ,  радДусъ  основашя  котораго  равенъ  отношен  1Ю  слагаемой  даннаго  мо- 
мента, перпендикулярной  къ  равнодействующей  силе,  къ  величине  этой  силы, 
а  ось  параллельна  этой  силе  и  лежите  въ  плоскости,  которая  перпендику- 
лярна къ  вышеупомянутой  слагаемой  первоначальнаго  момента. 

3  345.  Вычислить  статическШ  инваргантъ  двухъ  равныхъ  и  взаимнопер- 
пендикулярныхъ  силъ  .Р,  имеющихъ  кратчайшее  разстояше  8.  Отв.:  Онъ  ра- 
вевгь  ^8^а,  где  выборе  знака  зависите  отъ  относительнаго  расположения  дан- 
ныхъ  силъ. 

3.  346.  Определить  параметръ  динамы,  эквивалентной  системе  силъ,  дан- 
ной въ  предыдущей  задаче.  Отв.:  Р=  ^■ 

3.  247.  Чему  равепъ  объемъ  тетраэдра  Шаля,  если  система  силъ  приво- 
дится къ  одной  равнодействующей?  Отв.:  Онъ  равенъ  нулю. 

3.  348.  Указать  систему  всёхъ  прямыхъ,  на  которыхъ  должна  находиться 
данная  по  величине  сила,  чтобы  ея  статическш  моментъ  относительно  дан- 
ной оси  имелъ  данную  величину.  Отв.:  Система  прямыхъ,  удовлетворяющихъ 
условию: 

8  8%П  <р  =  ПОСТ., 

где  <р  уголъ,  а  8  кратчайшее  разстояше  между  силою  и  осью. 

3.  349.  Указать  геометрическое  место  точекъ,  относительно  которыхъ  ста- 
тически моментъ  данной  силы  имеете  или  данную  величину  или  данное  на- 
правление. Отв.:  Первое  геометрическое  место  круговой  цилиндръ,  осью  ко- 
тораго служитъ  прямая  действ1я  данной  силы;  второе  геометрическое  место 
плоскость,  проходящая  черезъ  прямую  действ1я  данной  силы. 
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3.  350.  Точка  приложены  силы  не  меняется:  определить  геометрическое 
мйсто,  на  которомъ  долженъ  находиться  конецъ  вектора-силы,  чтобы  моменть 
ея  относительно  данной  осп  имйлъ  данную  величину.  Отв.:  Плоскость,  па- 
раллельная оси  и  отстоящая  отъ  нея  на  разстояте,  равное  отношение  мо- 
мента къ  разстоягпю  точки  отъ  оси. 

РавновФеде  твердаго  тФла  и  эквивалентность  двухъ 

системъ  сидъ. 

365.  Равнов'ЬЫе  силъ  и  равновЪЫе  гЬла.  Нужно  различать  понятая:  о 
равнов4с1и  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому  тйлу,  и  о  равно- 
в$с1и  твердаго  т4ла.  Въ  первомъ  случай  предполагается,  что  вс*  при- 
ложенныя  къ  гЬлу  силы  взаимно  уничтожаются,  и  поэтому  твердое  гЬло 
находится  въ  такомъ  состоянш,  какъ  еслибы  на  него  никаюя  силы  не 
действовали.  При  этомъ  оно  можетъ  или  оставаться  въ  поко*  или  нахо- 
диться въ  такомъ  движенш,  какое  оно  совершаетъ  по  инерщи.  Говоря 
же  о  равнов^сш  твердаго  гЬла,  подразумевать,  что  оно  находится  въ 
покой  при  дЫстши  приложенныхъ  къ  нему  силъ  и  гЬхъ  сопротивлений, 
которыя  на  него  оказываютъ  «точки  опоры». 

Если  гЬло  свободно,  т.  е.  если  оно  можетъ  совершать  всяюя  двн- 
жешя,  как1я  вообще  для  него  геометрически  возможны,  то  равнов,Ьс1е 
его  возможно  только  при  равнов'Ьсш  данныхъ  силъ.  Если  же  твердое 
тЬло  не  свободно,  т.  е.  или  существуютъ  преграды  для  его  движешя  или. 
какъ  мы  будемъ  выражаться,  механическ1я  связи,  то  оно  можетъ  на- 
ходиться и  тогда  въ  равновйсш,  когда  данныя  силы  не  уничтожаются 
взаимно,  потому  что  можетъ  оказаться,  что  то  движете,  которые  эти  силы 
стремятся  гЬлу  сообщить,  задерживается  существующими  механическими 
связями.  Впрочемъ,  такъ  какъ  эти  связи  способны  уничтожать  дЬйсше 
данныхъ  силъ,  то  д1}йств1е  связей  можно  рассматривать  какъ  дЪйсттае 
нЪкоторыхъ  новыхъ  силъ,  которыя  уравновешиваются  съ  данными.  Эти 
силы  называются  сопротивленгями  связей.  Такимъ  образомъ,  вопросъ 
о  равновйсш  несвободная  твердаго  гЬла  можетъ  быть  сведенъ  на  вопросъ 
о  равнов'Ьсш  системы  силъ,  состоящей  изъ  первоначально  данныхъ  силъ 
и  изъ  сопротивлешй  связей. 

366.  Принципъ  освобождаеиости.  Включивъ  эти  сопротивлетя  въ  число 
данныхъ  силъ.  мы  можемъ  твердое  тЬло  разематривать  уже  какъ  свободное. 
Положимъ.  что  несвободное  твердое  тЪло  находится  при  данныхъ  силахъ 
въ  равновйсш.  Если  его  связи  уничтожить,  то  равновйме,  вообще  говоря, 
нарушится;  но  можно  возстановить  равновМе,  введя  новыя  силы,  спо- 
собный уничтожить  д,Ьйств1е  данныхъ,  т.  е.  способный  произвести  то,  что 
производили  бывпця  раньше  механичесгая  связи.  А  таюя  силы  мы  и  на- 
звали сопротивлен1ями  связей.  Отсюда  слйдуегь,  что  услов1я,  которыя  мы 
найдемъ  для  равнов'Ьая  силъ,  д'Ьйствующихъ  на  свободное  тЬло,  могуп. 
быть  приложены  и  къ  случаю   несвободнаго  гЬла,   если  къ  даннымъ  си- 
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ламъ  присоединить  сопротивлени  связей.  Это  заключеше  можно  разсма- 
тривать  какъ  общШ,  весьма  полезный  въ  механик*  принципъ.  Для  крат- 
кости, мы  будемъ  называть  его  принципомъ  освобождаемости.  Онъ 
будете»  иметь  приложеше  и  къ  равнов*Ьс1ю  изменяемыхъ  системъ  мате- 
р1альныхъ  точекъ.  Особенная  важность  его  состоитъ  въ  томъ,  что  онъ 
позволяет^  определять,  при  помощи  «условШ  равнов*Ьс1я»,  сопроти- 
влен]я  связей,  какъ  это  будстъ  выяснено  дальше. 

Нужно  впрочемъ  заметить,  что  если  не  требуется  определять  сопро- 
тнвлешя  связей,  а  вопросъ  состоитъ  только  въ  томъ,  чтобы  определить 
для  данныхъ  силъ  услов1я,  которыя  должны  быть  выполнены,  чтобы 
несвободное  твердое  гЬло  находилось  въ  равновесш,  то  можно  и  не  при- 
лгать къ  принципу  освобождаемости,  чтобы  не  вводить  въ  уравнетя,  вы- 
ражающ1я  условхя  равновес1я,  новыхъ  неизвестныхъ. 

367.  Общая  постановка  вопроса  объ  эквивалентности  двухъ  системъ 
силъ.  Изучеше  условШ  равнов-Ьс1Я  силъ,  приложенныхъ  къ  твердому  тЬлу. 
помимо  своего  непосредственнаго  значетя,  ведетъ  къ  ргЬшенш  въ  самомъ 
общемъ  вид*  вопроса  о  преобразован^  одной  системы  силъ  въ  другую, 
ей  эквивалентную.  Положимъ,  что  дана  система  силъ  2*',,  Р2,  ....  Ря,  не 
находящаяся  въ  равнов-Ьсш,  и  пусть  будетъ  Р,,  Р2, ....  Рт  система  силъ, 
пока  неизвестная,  но  эквивалентная  первой.  Эта  последняя  система  оче- 
видно уравновешивается    силами    Р,',  Р2' Рт\   равными   силамъ  Р%, 

Р2, ....  Рт,  лежащими  на  гЬхъ  же  прямыхъ,  но  противуположно  имъ  на- 
правленными. Этими  же  силами,  вслкдств1е  предположенной  выше  экви- 
валентности, уравновешивается  и  данная  система  Р\,  Р2 1<\.  Поэтому 

можно  условия  равновесгя,  которыя  будутъ  ниже  указаны,  приложить  къ 
системе  силъ:  р ,    р ,         р  , 

н  получить  такимъ  образомъ  некоторое  число  уравненШ  для  отыскашя 
неизвестных^  которыми  определяется  система  Р/,  Р2',  ....  Рт',  а  следо- 
вательно и  система  Рп  Р2 Рт.  Если  число  этихъ  неизвЬстныхъ  больше 

числа  уравнений,  то  задача  остается  неопределенною;  это  ноказываетъ, 
что  тогда  некоторые  изъ  элементов!»,  характеризующихъ  искомую  систему 
силъ,  могутъ  быть  выбраны  произвольно.  Можетъ  быть  и  обратный  слу- 
чай, когда  задача  оказывается  въ  общемъ  видЬ  невозможною  и  стано- 
вится возможною,  только  если  данная  система  силъ  удовлетворяетъ  уже 
иЬкоторымъ  уСЛОВ1ЯМЪ. 

Со  всеми  обстоятельствами  этого  вопроса  мы  познакомимся  въ  ана- 
литической статике  (глава  XI),  а  пока  будемъ  разсматривать  услов1я 
равновЬая  въ  геометрической  форме. 

368.  Услов1Я  равновеЫя  свободиаго  твердаго  т*ла.  Чтобы  определить 
необходимый  и  достаточный  услов1я  для  существовали  равновеыя  сво- 
бодна™ твердаго  гЬла,    предноложимъ,  что   данная  система   силъ  приве- 
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дена  къ  одной  сил*  и  къ  одной  пар'Ь,  и  зам'Ьтимъ.  что  сила  не  можетъ 
уравновесить  л  ару,  потому  что  сила  можетъ  быть  уничтожена  только  та- 
кою системою  силъ,  которая  приводится  къ  сил*,  равной  и  прямо  проти- 
вуположной  данной;  пара  же  силъ  не  можетъ  быть  заменена  одною  силою 
никакимъ  преобразоватемъ.  Отсюда  следует!,,  что  для  равнов,Ьс1я  сво- 
бодна™ твердаго  т*ла  необходимо  и  достаточно,  чтобы  равно- 
действующая всЬхъ  силъ,  иеренесенныхъ  въ  одну  точку  и  мо- 
ментъ  равнодействующей  всЬхъ  паръ,  лолученныхъ  отъ  этого 
переноса,  въ  отдельности  равнялись  нулю.  т.  е. 

В  =  О,       М  =  О.  (583) 

Можно  также  сказать:  Для  равновесия  свободнаго  твердаго  тела 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  равнодействующая  всехъ  силъ. 
иеренесенныхъ  въ  одну  точку,  и  обпцй  статическ1й  моментъ 
всехъ  силъ  относительно  этой  точки  (§  364)  равнялись  нулю. 

369.  Условия  эквивалентности  двухъ  систеиъ  силъ.  Если  две  системы 
силъ  взаимно  уравновешиваются,  то,  по  приведении  силъ  каждой  системы 
къ  одному  и  тому  же  центру,  мы  получимъ  равныя  и  прямо  противупо- 
ложно  направленный  равнодействующая  и  также  равные  и  противупо- 
ложно  направленные  моменты  равнодействующихъ  паръ;  такъ  какъ  въ 
противномъ  случае  для  совокупности  обеихъ  системъ  силъ  не  выполня- 
лись бы  услов1я  (583).  Принимая  во  внимаше  сказанное  въ  §  367,  от- 
сюда заключаемъ: 

Для  того,  чтобы  две  системы  силъ  были  эквивалентны,  не- 
обходимо и  достаточно,  чтобы,  по  приведен^  ихъ  къ  одному  и 
тому  же  центру,  ихъ  равнодействуюпия  и  моменты  ихъ  равно- 
действующихъ  паръ  были  геометрически  равны. 

3.  351.  Дапы  двъ  системы  силъ  (2*\,  2^а ....  Еп)  и  (Р„  Р2  —  Рщ)»  прпложен- 
ныя  къ  одному  и  тому  же  твердому  твлу;  по  приведении  ихъ  къ  общему 
центру  оказалось,  что  ихъ  равнодъйствуюпця,  Я  и  К\  геометрически  равны, 
а  моменты  равнодъйствующихъ  паръ  М  и  М'  различаются.  Дополнить  вторую 
систему  силъ  такъ,  чтобы  она  стала  эквивалентною  первой.  Р&ш.:  Нужно 
определить  геометрическую  разность  И1 — М  моментовъ  равнодействующих* 
паръ  и  ко  второй  система  силъ  присоединить  такую  пару,  чтобы  ея  момеятъ 
былъ  равенъ  этой  геометрической  разности. 

3.  352.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предположенш,  что  моменты  паръ 
геометрически  равны,  а  равнодъйствуюпця  силы  различаются. 

3.  353.  Даны  двъ  пеэквивалентныхъ  системы  силъ.  Дополнить  вторую  си- 
стему двумя  силами  такъ,  чтобы  она  стала  эквивалентною  первой,  и  пока- 
зать, что  эта  задача  допускаетъ  без  числе  иное  множество  ръшешй. 

3.  354.  Даны  двъ  неэквивалентныхъ  системы  силъ.  Показать,  что  нельзя, 
вообще  говоря,  дополнить  вторую  систему  одною  силою  такъ,  чтобы  она 
стала  эквивалентна  первой,  и  указать  услов1я,  при  которыхъ  это  возможно- 
сти* тъ  сводится    къ  тому,    что  нельзя,   вообще  говоря,   систему  силъ  зам*- 
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нить  одною  силою,  и  что  для  возможности  такого  замЪненш  статическ!й  ин- 
вар1анть  (§  356),  определяемый  геометрическою  разностью  равнодвйствующихъ 
силъ  об&ихъ  данныхъ  системъ  и  геометрическою  разностью  моментовъ  ихъ 
равнодвйствующихъ  наръ,  долженъ  быть  равенъ  нулю. 

Равнов4с1в  несвободнаго  твердаго  т1ша  въ  раздичныхъ 
вааснФйшихъ  случаяхъ. 

370.  Пр1емъ  для  опред%леи1я  условМ  равновеЫя.  Зам4тимъ,  впредь  до 
выяснешя  въ  глав*  XVI  общей  аналитической  методы,  следуюпцй  эле- 
ментарный щпемъ,  которымъ  можно  пользоваться  во  многигь  простыхъ, 
но  практически  важныхъ  случаяхъ. 

Преграды,  ограничиваюпця  подвижность  тела,  мы  будемъ  пока  пред- 
ставлять себе  въ  вид*  отд*льныхъ  точекъ, — «точекъ  опоры», — или  иногда 
лиши  и  дЬлыхъ  поверхностей  опоры.  Относительно  этихъ  опоръ  мы  бу- 
демъ предполагать,  что  он*  принадлежать  неподвижнымъ,  абсолютно 
твердымъ  гЬламъ;  такъ  что  никаюя  силы,  которыми  измеряется  давлеше 
даннаго  подвижнаго  гЬла  на  эти  тела,  не  въ  состояши  преодолеть  являю- 
щихся въ  нихъ  сопротивлешй.  Здесь  нужно  различать  два  случая: 

1)  Точка  опоры  можетъ  быть  такого  рода,  что  совпадающая  съ  нею 
точка  тЬла  не  можетъ  сдвинуться  ни  въ  какую  сторону.  Тогда,  если  эту 
точку  взять  за  центръ  приведен1я  силъ,  равнодействующая  ихъ  непре- 
менно уничтожится  сопротивлешемъ  этой  точки;  равнов4с1е  гЬла  будетъ 
зависать  лишь  отъ  того,  уничтожается  ли  равнодействующая  пара,  которая 
очевидно  можетъ  вращать  тело  около  этой  точки,  сопротивлешемъ  осталь- 
ныхъ  точекъ  опоры. 

2)  Точка  опоры  можетъ  оказывать  сопротивлеше  не  по  всемъ  напра- 
влешямъ.  наприьгбръ,  когда  твердое  тЬло  опирается  одною  точкою  своей 
поверхности  на  неподвижную  твердую  поверхность.  Если  нетъ  трен1я, 
которое  мы  будемъ  пока  исключать  изъ  разсмотренгя,  то  эта 
поверхность  оказываетъ  сопротивлеше  только  въ  томъ  случае,  если  равно- 
действующая сила  В  направлена  по  нормали  къ  поверхности  и  притомъ 
въ  ту  сторону,  съ  которой  находится  неподвижная  поверхность;  при  вся- 
комъ  же  другомъ  направленш  силы  В,  она  будетъ  способна  сдвинуть 
тело  съ  места,  потому  что  у  нея  будетъ  составляющая,  касательная  къ 
поверхности;  а  по  этому  направленш  тЬло  можетъ,  при  отсутствш  трешя, 
свободно  переместиться,  если  этому  не  препятствуютъ  друг1я  точки  опоры. 

Если  сила  В  уничтожается  сопротивлешемъ  точки  опоры,  то  для 
равновесгя  тела  нужно  еще,  чтобы  равнодействующая  пара  уничтожалась 
сопротивлешями  остальныхъ  точекъ  опоры.  Решеше  этого  вопроса  облег- 
чается известными  намъ  свойствами  пары.  Напримеръ  можно  силы,  обра- 
зуюпця  пару,  всегда  перенести  такъ,  чтобы  одна  изъ  силъ  была  прило- 
жена въ  одной  изъ  точекъ  опоры;  если  она  уничтожается  сопротивлешемъ 
этой  опоры,  то  вопросъ  о  равновесш  сводится  къ  разсмотренш  действ1я 
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другой  пары.  Приложете  этихъ  и  другихъ,  подобныхъ  нмъ  разсуаденШ 
выяснится  на  нЬсколькихъ  нижесхЬдуюпщхъ  наиболее  важныхъ  случаяхъ. 

371.  Равновесие  твердаго  т*ла  съ  неподвижною  точкою.  Примемъ  эту 
точку  О  за  цеятръ  приведетя  силъ.  Равнодействующая,  приложенная  въ 
этой  точи*,  уничтожается  сопротивлен1ями  гЬхъ  преградъ,  который  удер- 
живаютъ  точку  О  неподвижною.  Поэтому  величина  и  направлеше  век- 
тора В  могутъ  быть  какими  угодно.  Равнодействующая  пара  способна, 
при  всякихъ  величине  и  направлены  ея  момента  И>  повернуть  гкю 
около  оси  0;  поэтому  для  равновес1я  необходимо  и  достаточно,  чтобы 
этотъ  моментъ  былъ  равенъ  нулю.  Это  можно  и  такъ  формулировать:  не- 
обходимо и  достаточно,  чтобы  геометрическая  сумма  моментовъ  всехъ 
паръ,  полученныхъ  при  перенос*  всехъ  силъ  въ  неподвижную  точку, 
равнялась  нулю.  Наконецъ,  пользуясь  тождествомъ  моментовъ  паръ  съ 
статическими  моментами,  можно  дать  условш  равновеая  следующую 
окончательную  форму: 

Для  равнов*с1я  необходимо  и  достаточно,  чтобы  геометри- 
ческая сумма  статическихъ  моментовъ  всехъ  данныхъ  силъ 
относительно  неподвижной  точки*  была  равна  нулю. 

Сопротивлен1е  въ  неподвижной  точке  можетъ  быть  определено,  на 
основанш  принципа  действ1Я  и  противодЬйств1я,  какъ  сила,  равная  и 
прямо  противуположная  равнодействующей  всехъ  данныхъ  силъ. 

372.  РавновЪЫе  твердаго  тела  съ  неподвижною  осью.  Неподвижность 
оси  вращешя  можно   установить   темъ,   что   сделать  неподвижными  двЪ 

точки  твердаго  тела,  О  и  О'  (фиг.  158).  Взявъ 
точку  О  за  центръ  приведетя  всехъ.  силъ  и  по- 
строивъ  векторы  В  и  Ж,  мы  опять  находимъ. 
что  В  уничтожается  сопротивлешемъ  этой  точки: 
поэтому  для  В  никакого  услов1Я  не  требуется. 
Чтобы  уяснить  себЬ  дЬйсгае  равнодействующей 
пары,  разложимъ  ея  моментъ  на  два: 

м=М  +  ж77, 

изъ  которыхъ  первый  направленъ  вдоль  оси  00\ 

а  второй  къ  ней  перпендикуляренъ.  Силы  пары 

съ  моментомъ  ЗГ  лежать  въ  плоскости,  ему  пер- 

Фпг.  158.  пендикулярной,    а    следовательно   параллельной 

оси  00'.  По  известнымъ  свойствамъ  паръ  можно 

предположить,  что  эти  силы  находятся  въ  плоскости,  содержащей  ось  00\ 

а  отрезокъ  00'  принять  за  плечо  пары,  поместивъ  точки  приложешя  ея 

силъ,  Р"  и  $',  въ  точки  О  и  О'  и  взявъ  величины  этихъ  силъ  такъ,  чтобы 

00'  .  Г  =  М\ 
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Силы  Рч  и  ф",  уничтожаясь  сопротивлетями  гЬхъ  связей,  которыя 
удерживаютъ  точки  О  и  (У  неподвижными,  не  могутъ  привести  тЬло  въ 
движете.  Остается  пара  съ  моментомъ  Ж7;  плоскость  ея  перпендикулярна 
къ  оси  00\  и  мы  можемъ  эту  плоскость  принять  проходящею  черезъ 
точку  О  и  одну  изъ  силъ  Р7,  $  этой  пары,  напрнм-Ьръ  ф',  считать  при- 
ложенною въ  точки  О.  Эта  сила  уничтожается  существующимъ  въ  этой 
точке  сопротивлетемъ;  другая  же  сила,  Р\  приложенная  въ  некоторой 
точке  -4,  не  лежащей  на  оси,  способна  эту  точку  и  следовательно  все 
тЬло  привести  во  вращательное  движете  около  оси  00'.  Чтобы  этого  не 
случилось,  нужно,  чтобы  моментъ  М'  равнялся  нулю.  Отсюда  заключаемъ: 
для  равнов*с1я  твердаго  гЬла  съ  неподвижною  осью  необходимо  и  до- 
статочно, чтобы  моментъ  равнодействующей  пары,  получаемой  отъ  при- 
ведетя  всЬхъ  силъ  къ  одной  изъ  точекъ  на  оси  вращетя,  былъ  къ  ней 
перпендикуляренъ.  Или  иначе:  необходимо  и  достаточно,  чтобы  алгебраи- 
ческая сумма  проекщй  на  ось  вращетя  моментовъ  всЬхъ  паръ,  получен- 
ныхъ  отъ  переноса  силъ  въ  одну  изъ  точекъ  этой  оси,  была  равна  нулю. 
Принимая  во  внимате,  что  проекщя  момента  пары  на  ось  есть  то  же 
самое,  что  статическШ  моментъ  относительно  оси  той  силы,  которая  сво- 
имъ  переносомъ  въ  одну  изъ  точекъ  оси  дала  пару,  можно  окончательно 
выразить  услов1е  равнов^ая  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Для  равновес1я  твердаго  тЬла,  им^ющаго  неподвижную  ось, 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  алгебраическая  сумма  стати- 
ческихъ  моментовъ  всЬхъ  даяныхъ  силъ  относительно  этой 
оси  равнялась  нулю. 

Легко  вм'ЬсгЬ  съ  тЬмъ  видеть,  что  сопротивлетя  въ  точкахъ  опоры 
равны  и  прямо  противуположны  сл'Ьдующимъ  силамъ:  въ  точке  О  сил* 

В^В+ф  +  О*,  (584) 

а  въ  точк*  О'  силе  Р". 

373.  РавновеЫе  твердаго  т*ла  съ  вольною  осью.  Вольною  осью  назы- 
вается такая,  около  которой  тЬло  можетъ  вращаться  и  вдоль  которой  оно 
можетъ  двигаться  поступательна  Очевидно,  что  услов1е  равновЬая  пре- 
дыдущаго  параграфа  и  теперь  должно  быть  выполнено,  чтобы  гЬло  не 
получило  вращен1я  около  вольной  оси;  но  теперь  это  условие  недоста- 
точно: равнодействующая  В  всехъ  силъ,  перенесенныхъ  въ  точку  О  на 
вольной  оси,  можетъ  теперь  сообщить  телу  поступательное  перемещете 
вдоль  оси,  такъ  какъ  точка  О  можетъ  перемещаться  вдоль  этой  оси.  Раз- 
ложимъ  силу  В  на  две  составляюпця,  В'  вдоль  оси  и  В1\  къ  ней  пер- 
пендикулярную. Сила  В1'  не  можетъ  сдвинуть  точку  О  по  оси  ни  въ  ту 
ни  въ  другую  сторону,  а  всякое  другое  перемещете  точки  невозможно, 
благодаря  существующимъ  связямъ;  поэтому  сила  В"  уничтожается  со- 
противлетями этихъ  связей.  Въ  виду  этого  относительно  равнодействую- 
щей необходимо  только,   чтобы  у  нея  не  было   составляющей  вдоль  оси. 

22* 
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Такъ  какъ  В'  есть  проекщя  силы  В  на  вольную  ось,  а  сила  В  есть 
геометрическая  сумма  всЬхъ  данныхъ  силъ,  то  можно  условхя  равновЪсЫ 
формулировать  сл'Ьдующимъ  образомъ: 

Для  равнов4с1я  твердаго  тйла  съ  вольною  осью  необхо- 
димо и  достаточно:  1)  чтобы  алгебраическая  сумма  проекщй 
всЬхъ  силъ  на  эту  ось  равнялась  нулю  и  2)  чтобы  алгебраи- 
ческая сумма  статическйхъ  моментовъ  вс*хъ  силъ  относи- 
тельно этой  оси  равнялась  нулю. 

Сопротивлешя  вольной  оси  можно,  какъ  и  въ  случа*  §  372,  пред- 
ставить себ4  сосредоточенными  въ  двухъ  точкахъ  на  оси,  О  и  О';  л 
разница  теперь  будетъ  только  въ  томъ,  что  теперь  формула  (584)  даго 
силу  5,  перпендикулярную  къ  оси,  а  поэтому  сопротивлете  оси,  вызы- 
ваемое этою  силою,  тоже  къ  оси  перпендикулярно. 

374.  РавновОДе  твердаго  тЬла,  имеющего  только  поступательное  дви- 
жеше  по  определенному  направлешю.  Такому  условш  можно  подчинить 
движете  твердаго  тЬла,  если  устроить  въ  немъ  вольную  ось,  параллель- 
ную заданному  направленш  движешя  и  заставить  крон* 

М'  С        того  какую-нибудь  точку  N  тЬла  (фиг.  159),  не  лежа- 

щую на  вольной  оси,  двигаться  по  прямой  ВС,  парал- 
лельной тому  же  направленш.  Сравнивая  этотъ  случай 
^       съ  случаемъ  §  372,  мы  видимъ,  что  теперь  для  равно- 
вЬс1я  не  нужно,  чтобы  пара  съ  моментомъ  М1  отсут- 
ствовала, такъ  какъ,  изм^нивъ  соотв&гственнымъ  обра- 
зомъ плечо  этой  пары,  можно  одну  изъ  силъ  ея,  Р. 
]         представить  себ*  приложенною  въ  точкЬ  Л7;  причемъ 
Фиг.  159.  эта  сила?  какъ  перпендикулярная  къ  возможному  пере- 

мЬщешю  точки  N.  будетъ  уничтожаться  сопротивлениями 
связей;  другая  же  сила  #',  приложенная  на  оси  скольжешя  и  къ  ней 
перпендикулярная,  тоже  не  можетъ  сообпщть  гЬлу  движенхя.  Съ  другой 
стороны,  услов1е  для  равнодействующей  Д  которое  мы  разсматривали  въ 
случай  §  373,  и  теперь  остается  въ  сил*.  Отсюда  получаемъ: 

Для  равновгЬс1Я  твердаго  т*ла,  которое  можетъ  им4ть  только 
поступательное  перем'Ьщеюе  по  определенному  направлен1ю. 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  алгебраическая  сумма  про- 
екц1й  всЬхъ  силъ  на  это  направлеюе  равнялась  нулю. 

375.  Равногкяе  твердаго  ткла,  имЪющаго  движете  только  параллельно 
данной  плоскости.  Чтобы  твердое  гЬло  могло  двигаться  только  парал- 
лельно плоскости,  достаточно,  чтобы  три  точки  его,  ЛГ1Э  АГ8,  М„  не  ле- 
жапця  на  одной  прямой,  были  принуждены  всегда  оставаться  въ  одной 
плоскости.  Примемъ  одну  изъ  этихъ  точекъ,  ЛГ„  за  центръ  приведения 
всЬхъ  силъ  и  разложимъ  приложенную  къ  ней  равнодействующую  на  дв*, 
В1  и  В"  (фиг.  160),  изъ  которыхъ  первая  была  бы  перпендикулярна  къ 
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плоскости  движешя,  а  вторая  въ  ней  лежала.  Сила  В\  стремясь  вывести 
точку  М1  изъ  плоскости,  уничтожается  сопротивлешемъ  тЬхъ  преградъ, 
которыя  удерживаютъ  точку  Мх  въ  плоскости;  сила  же  -К",  способная 
привести  гЬло  въ  движете  параллельно  плоскости,  въ  случа'Ь  его  равно- 
в*Ьс1я  должна  отсутствовать. 
Моментъ  равнодействующей  ^\ 

пары,  полученной  отъ  приве- 
дения всЬхъ  силъ"  къ  одному 
центру,  разложимъ  на  два, 
Ж  и  Ж",  перпендикулярный 
и  параллельный  плоскости. 
Проведя  въ  этой  плоскости 
прямую  МгС,  перпендикуляр- 
ную къ  моменту  М",  можемъ 
соответствующую  этому  мо- 
менту пару  преобразовать 
такъ,  чтобы  ея  силы  (2г  и  $  были  приложены  въ  точкахъ  Л,  я  С  и  были 
перпендикулярны  къ  плоскости  движешя.  Наконецъ  силу  ($  можно  разло- 
жить на  две  ей  параллельный  силы  ($!  и  ($2,  приложенный  въ  точкахъ  М1 
и  М2.  Силы  (д19  (?а,  ($г  уничтожаются  сопротивлен1ями  гЬхъ  преградъ,  кото- 
рыя мешаютъ  точкамъ  Мх,  М2,  Мг  выходить  изъ  плоскости.  Остающаяся 
пара,  съ  моментомъ  М\  можетъ  привести  гЬло  въ  движете,  потому  что 
ея  силы  дЬйствуютъ  параллельно  плоскости;  чтобы  этого  движешя,  враща- 
тельнаго  около  перпендикулярной  къ  плоскости  оси,  не  произошло,  пара 
съ  моментомъ  М'  должна  отсутствовать.  Итакъ,  для  равновесгя  твер- 
даго  тела,  для  котораго  возможно  движенхе  только  параллельно 
плоскости,  необходимо  и  достаточно,  1)  чтобы  алгебраическая 
сумма  проекщй  всЬхъ  силъ  на  всякую  лежащую  въ  этой  плос- 
кости прямую  равнялась  нулю  и  2)  чтобы  также  равнялась 
нулю  алгебраическая  сумма  статическихъ  моментовъ  всЬхъ 
силъ  относительно  какой-либо  оси,  перпендикулярной  къ  плос- 
кости движен1я. 

Легко  видеть,  какъ  определяются  сопротивления  въ  точкахъ  опоры: 
сопротивлеше  въ  точке  М1  равно  и  прямо  противуположно  равнодей- 
ствующей силъ  В'  и  (^^  въ  точкахъ  М2  и  Ж3  сопротивлешя  равны  и 
прямо  противуположны  силамъ  <22  и  <23. 

376.  Равновесие  твердаго  тела,  опирающагося  на  плоскость  тремя  точ- 
ками. Такъ  какъ  для  тела  возможны  все  движешя  предыдущаго  случая, 
то  для  его  равновес1я  необходимо  должны  быть  выполнены  оба  пре- 
дыдущая услов1я;  но  теперь  они  недостаточны.  А  именно,  гЬло  будетъ 
только  тогда  оставаться  въ  покое,  когда  во  всехъ  трехъ  точкахъ  опоры 
давлен1я,  зависяпця  отъ  дЬйств!я  данныхъ  силъ,  будутъ  направлены  въ  ту 
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сторону  плоскости,  куда  гЬло  не  можетъ  проникать;  поэтому,  какъ  до- 
бавочное услов1е,  мы  итгЬемъ  требоваше,  чтобы  силы  (}Х9  (22,  ф3г  полу- 
ченный указаннымъ  въ  §  375  преобразовашемъ,  были  направлены  въ 
отмеченную  выше  сторону. 

3.  355.  Указать  услов1я,  необходимый  для  того,  чтобы  можно  было  дан- 
ную систему  силъ  уравновесить  двумя  силами,  приложенными  въ  двухъ  дан- 
ныхъ  точкахъ,  и  найти  эти  две  силы.  Для  ръшен1я  см.  §  372.  Усдовге  воз- 
можности уравнов-Ьшивашя  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  моментъ  равнодействую- 
щей пары,  полученной  отъ  приведешя  всъхъ  силъ  къ  одной  равнодействую- 
щей, приложенной  въ  одной  изъ  данныхъ  точекъ,  былъ  перпендикуляренъ 
къ  проходящей  черезъ  эти  точки  прямой. 

3.  356.  Тяжелый  однородный  цилиндрический  стержень  АВ  (фиг.  161),  въ- 
сящШ  Р  килограммовъ,  имъетъ   на  концов  А  неподвижную  точку  вращешя  и 

удерживается  въ  равновъсш 
въ  наклониомъ  къ  вертикаль- 
ной лпн1и  положеши  сопро- 
тивлешями  двухъ  нитей  ВСХ 
и  ВС7,  прикреплении хъ  въ 
другому  концу  стержня  и  за- 
крепленныхъ  другими  ихъ 
концами  въ  двухъ  неподвиж- 
ныхъ  точкахъ  Сх  и  С2.  Сделать 
построешя,  опредъляющ1я  на- 
тяжешя  нитей  и  сопротивле- 
ше  въ  точке  А.  Реш.:  Пусть 
будетъ  ($  равнодействующая 
сопротивленш  <2Х  и  (^^  кото- 
рыя  оказываютъ  нити.  Пара,  полученная  отъ  переноса  силы  <2  въ  точку  А, 
должна  иметь  моментъ,  равный  и  противуположный  моменту  той  пары,  ко- 
торая получается  отъ  переноса  силы  Р  въ  точку  А\  поэтому  плоскости  обе- 
ихъ  паръ  совпадаютъ,  т.  е.  плоскость  первой  пары  есть  вертикальная  плос- 
кость, содержащая  прямую  АВ.  Этимъ  определяется  направлеше  силы  ф, 
такъ  какъ  оно  кроме  того  лежитъ  въ  плоскости  обЬихъ  нитей.  Величина 
силы  @  определяется  изъ  услов1я:  $  .  АВ  =  Р  .  А Ел  где  АВ  перпендикулярна 
къ  <{),  а  АЕ  горизонтальна.  Зная  <2,  найдемъ  разложешемъ  (^х  и  (?й.  Сопроти- 
влеше  въ  точке  А  равно  и  прямо  противуположно  равнодействующей  пере- 
несенпыхъ  въ  эту  точку  силъ  Риф. 

3.  357.  Решить  ту  же  задачу  въ  предположен ш,  что  число  нитей  равно 
тремъ,  и  указать  произвольный  элементъ  въ  этомъ  решети.  Отв.:  Если  не 
припимать  во  впимаше  растяжимости  нитей,  подчиняющейся  законамъ  упру- 
гости, а  считать  нити  идеально  нерастяжимыми,  то  задача  остается  неопре- 
деленною: для  равнодействующей  трехъ  сопротивленШ  нитей  можно  прини- 
мать въ  вертикальной  плоскости,  содержащей  прямую  АВ,  всякое  направле- 
ше, не  выходящее  изъ  области  образуемаго  нитями  трехграннаго  угла. 

3.  358.  Определить  сопротивлешя  петель  дпери,  вращающейся  около  вер- 
тикальной оси.  Размеры,  вЪсъ  двери,  а  также  разстояше  между  ея  петлями 
предполагаются  данными. 

3.  359.  Решить  ту  же  задачу  въ  предположенш,  что  ось  вращешя  накло- 
нена подъ  угломъ  а  къ  вертикальной  линш,  и  определить  величину  этого 
угла,  при  которой  нижняя  петля  не  испытывав тъ  никакого  давлен!я. 


Фиг.  161. 
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3.  360.  Въсы,  коромысло  которыхъ  имъетъ  длину  2,   нагружены  на  чаш- 
кахъ  гирями  въса  Ри?и  находятся  въ  равновъсш,  отклонившись  отъ  сред- 
няго  положены  на  уголъ  а.  Определить  разность  Р  —  Р,  зная  въсъ  самыхъ  въ- 
совъ  и  разстояше  ихъ  центра  тяжести  отъ  оси  вращешя. 
3.  361.  Однородный  стержень  СВ  (фиг.  162),  под- 
верженный двйствгю  силы  тяжести,  подвъшанъ  своими 
концами   на  двухъ    нерастяжимыхъ    нитяхъ    равной 
длины  8,  укръпленныхъ  въ  двухъ  неподвижныхъ  точ- 
кахъ  Л  и  Р,   находящихся   на    равной  высоте  и   въ 
разстоянш  другъ  отъ  друга,  равномъ  длин*  стержня  2г. 
Зная   въсъ  Р'   стержня,   опредълить:    1)   моментъ  М 
пары,  которую   нужно   къ    нему   приложить,    чтобы 
удержать  его  въ  равновъсш  повернутымъ  около  вер- 
тикальной оси  на  уголъ  а,  и  2)  сопротивления  ^=^' 
нитей.  Ръш.: 

.  2#  сов  р  —  Р  =  0,     2#  в»»  (3  .  г  сов  -  —  М  =  0, 

8  .  8ХП  {3  =  2Г  8ХП   -у  • 

Отсюда,  исключивъ  (3,  можно  опредълить  М  л  ($. 

3.  362.  На  призматическомъ  стержни  насажена  муфта  въ  видъ  параллеле- 
пипеда съ  ввадратнымъ  поперечнымъ  съчешемъ  (фиг.  163).  Бъ  четыремъ  вер- 
ши намъ  его  А,  Р,  С,  Д  въ  плоскостях*,  проходя  щихъ  черезъ  ось  стержня, 
приложены  равныя  силы  Р,  Р',  Р",  Р"',  образующая  равные  углы  а  съ  реб- 
рами призмы.  Опредълить  величину  силы  <2,  которую  нужно  приложить  къ 
муфтъ  подъ  данпымъ  угломъ  [3  къ 
осп  стержня,  чтобы  удержать  муфту 
въ  равновъсш,  и  ръшить  вопросъ, 
итраеть  ли  какую-либо  роль  точка 
приложешя  силы  (^.  Отв.: 

^  С08  р 

Если  не  касаться  вопроса  о  со- 
противленш,  которое  стержень  ока- 
зываетъ  муфтъ,  то  точка  приложе- 
ния силы  (^  значешя  не  имъетъ. 

3.  363.  Концы  ножекъ  стола,  стоящаго  на  горизонтальной  плоскости,  на- 
ходятся въ  вершинахъ  равносторонняго  треугольника.  Кромъ  въса  Р  стола, 
силы,  которую  можно  считать  проходящею  черезъ  центръ  треугольника,  дъй- 
ствуетъ  направленная  вертикально  внизъ  сила  Ъ\  пересекающая  одну  изъ 
бпссектрисъ  треугольника  и  дълящая  ее  въ  отношенш  т :  п.  Определить  да- 
влешя  ножекъ  сгола  на  полъ.  Отв.: 


Фиг.  163. 


**, 


Р 
3" 


-.-^  * 


2  (т-+-п) 


Р 
3" 


2  (т  -н  п) 


К 


3.  364.  Опредълить  въ  предыдущей  задачъ  область  на  крышкъ  стола, 
внутри  которой  можетъ  быть  взята  точка  приложешя  силы  Е,  при  условш, 
чтобы  столъ  при  этомъ  не  опрокидывался.  Отв.:  Треуголъникъ  подобный  и 
подобно  расположенный  съ  тъмъ,  который  образу ютъ  концы  ножекъ  стола, 
Отвоюете  между  сторонами  этихъ  треугольпиковъ  (Р  -ь-  1Г)  :  1?. 
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Равновесие  твердаго  тФда  при  существовании  третя 
въ  точвахъ  опоры* 

377.  Область  положешй  равиовОДя.  Въ  §  312  мы  видели,  что  при 
опредгЬлети  равновЪсш  матерхальной  точки,  находящейся  на  поверх- 
ности, при  дЬйствш  силъ,  въ  составъ  которыхъ  входить  треше,  является 
неопределенность,  состоящая  въ  томъ,  что  возможно  безчисленное  мно- 
жество  положенШ  равнов$с1я,  образующихъ  на  поверхности  цЪлыя  об- 
ласти. Подобное  же  обстоятельство  является  и  въ  вопросахъ  о  равнов*- 
сш  несвободнаго  твердаго  тЬла,  въ  точкахъ  опоры  котораго  дЪйствуетъ 
трете:  для  него  оказывается  возможнымъ  непрерывный  рядъ  различныхъ 
положенШ  равнов^сш,  не  выходящихъ  однако  же  за  некоторые  предЬлы. 
Совокупность  всЬхъ  возможныхъ  положенШ  равновМя  мы  можемъ,  въ 
переносномъ  смысле,  тоже  называть  областью  положен1й  равновгЬс1я. 

Сопротивлешя  въ  точкахъ  опоры  могутъ,  при  различныхъ  положешяхъ 
равновйсш,  тоже  оказаться  различными,  и  для  нихъ  могутъ  быть  нахо- 
димы тоже  некоторые  пределы. 

378.  0бщ1я  соображежя  относительно  составлешя   условМ    равногксм. 

Не  вдаваясь  въ  общее  изслЪдоваше  вопроса  о  равнов*Ьсш  твердаго  тЬла 
при  существовали  третя,  мы  ограничимся  лишь  гЬмъ,  что  на  простомъ 
случай  пояснимъ  некоторые  пр1емы,  которые  могутъ  быть  здЬсь  приме- 
няемы. Для  этого  предварительно  зам-Ьтимъ,  что  сопротивление  (}  въ  точкЬ 
опоры  уже  не  нормально  къ  поверхности,  по  которой  т*до  прикасается 
къ  опор*,  а  состоитъ  изъ  двухъ  слагаемыхъ:  АГ}  нормальной  къ  поверх- 
ности, и  Г,  къ  ней  касательной,  обусловливаемой  существовашемъ  трешя. 
Но  и  теперь,  по  принципу  дЬйств1я  и  противодЬйсшя,  сила  ($  должна 
считаться  равною  и  прямо  противуположною  тому  давлетю,  которое  гЬло 
производить  на  опору.  Особенность  настоящаго  случая  состоитъ  въ  томъ, 
что  для  существовали  равнов1*с1Я  нгЬтъ  необходимости,  чтобы 
давлен1е  было  нормально  къ  поверхности  опоры:  достаточно 
только,  чтобы  тангенц1альная  составляющая  давленгя  не  пре- 
восходила предельной  величины  треюя. 

Чтобы  воспользоваться  раньше  указанными  приемами  въ  вопросахъ 
о  равнов'Ьсш  можно  опять  прибегнуть  къ  принципу  освобождаемости 
и  прилагать  изв'Ьстныя  уже  намъ  услов1Я  равнов,Ьс1я  свободнаго  твердаго 
тЬла  къ  систем*  силъ,  состоящихъ:  изъ  всЬхъ  данныхъ  силъ,  всЬхъ  нор- 
мальныхъ  сопротивленШ  и  всЬхъ  силъ  третя.  При  этомъ,  если  принять 
во  внимаше,  что  въ  случай  равновМя 

гд-Ь  /"  коэффищентъ  предйльнаго  трешя  (§  310),  нужно  въ  услов1ЯХЪ 
равновЬс1я  положить 

Т=кХ 
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и  предлагать,  что  О^к^Г  (585) 

Все  возможный  положены  равнов'Ьсш  будутъ  соответствовать  различнымъ 
значешямъ  к  въ  указаннйхъ  пред-Ьлахъ. 

Въ  случае  я'Ьсколькихъ  точекъ  опоры  будетъ  существовать  несколько 
неравенствъ  вида  (585): 

О  ^  кх  ^  /;.    Оё^  /;,  ...  (586) 

и  всякой  комбинащи  значенШ  ки  &а, . . .  въ  этихъ  пределахъ  будетъ  со- 
ответствовать положеше  равновес1я.  Все  эти  положешя  равнов4с1я  и 
составляютъ,  можно  сказать,  целую  область. 

Положешя  равнов*С1я,  соотв'Ьтствуюпця  значешямъ  к1  =  /%1,  к2  =  р2, ... 
называются  предельными. 

379.  Графически  пр|'емъ  для  решешя  вопроса  о  равновЪсш  съ  тре- 
те» въ  одноиъ  изъ  просгЬйшихъ  случаевъ.  Приложете  приведенныхъ 
выше  разсуждешй  будетъ  показано  въ  аналитической  статике  (§  404); 
теперь-же  укажемъ  графическШ  пр1емъ,  позволяюпцй  во  многихъ  слу- 
чаяхъ  судить  о  томъ,  находится  ли  твердое  тело,  положеше  котораго 
дано,  въ  равновйсш  при  существовали  трешя,  а  также  указывать  пре- 
дельный положешя  равнове^я.  Этотъ  пр1емъ  особенно  удобенъ,  когда 
тело  можетъ  двигаться  только  параллельно  плоскости;  мы  этимъ  случаемъ 
и  ограничимся,  причемъ  будемъ  предполагать,  что  гЬло  изображается 
плоскою  фигурою,  а  силы  дМствують  въ  ея  плоскости. 

Положеше  плоской  фигуры  вполне  определено,  если  даны  две  непо- 
движный лиши,  на  который  она  опирается  своимъ  контуромъ.  Пусть  бу- 
дутъ (фиг.  164)  ДГХ  и  -№а  нормальный 
сопротивления  въ  точкахъ  опоры,  а 

Тх  =  к1№1,     12  =  к2г12у 

при  услов1яхъ  (586),  силы  трешя  въ 
этихъ  точкахъ.  Данныя  силы,  какъ 
лежания  въ  одной  плоскости,  приво- 
дятся вообще  говоря  къ  одной  равно- 
действующей В.  Въ  случае  равновешЕ 
она,  по  принципу  освобождаемости, 
должна  уравновешиваться  силами 

Фиг.  164. 

а  для  этого,  прежде  всего,  все  три 

силы,  Д  (}1%  <2а,  должны  пересекаться  въ  одной  точке.  Иначе  можно  ска- 
зать: сила  В  должна  проходить  черезъ  точку  В  пересечен1я 
сидъ  (2Х  и  фа.  Но  эти  последняя  силы  не  имеютъ  определеннаго  напра- 
влетя;  онЬ  вызываются  данными  силами  и  поэтому  при  различныхъ  на- 
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правленшхъ  этихъ  силъ  могутъ  оказаться  направленными  разл#шымъ 
образомъ.  Несомненно  однако-же  (§  378),  что,  такъ  какъ 

то  силы  (^  и  (^2  не  отклоняются  отъ  соответственных^  нормалей  бохЬе 
чгЬмъ  на  углы  предЬльныхъ  трети  (§  311).  Понятно,  что  если  при  этомъ 
три  силы  Д  (2^  (?2  пересекаются  въ  одной  точк'Ь,  то  равновЪае  непре- 
менно будетъ  существовать;  потому  что,  какова  бы  ни  была  сила  В,  она 
можетъ  быть  теперь  разложена  на  дв-Ь  составляющихъ,  давлетя  идущ1я  къ 
точкамъ  опоры;  а  если  эти  составляются  образуютъ  съ  нормалями  въ 
точкахъ  опоры  углы,  не  превосходяпце  угловъ  трешя,  то  он*  непременно 
будутъ  уничтожаться  сопротивлешями  (}х  и  (22  преградъ,  такъ  какъ  эти 
сопротивлешя  только  давленгями  и  вызываются  и,  по  принципу  действ1я 

и  противодейств1я,  имъ  равны  и  прямо 
противуположны.  Остается  поэтому  толь- 
ко разсмотр-Ьть,  въ  какой  области  мо- 
жетъ находиться  точка  В;  для  этого 
сд-Ьлаемъ  следующее  построеше.  Отъ 
нормалей  въ  точкахъ  касашя  плоской 

фигуры    СЪ     ОПОРНЫМИ     ЛИН1ЯМИ     отло- 

жимъ  въ  обе  стороны  соответственные 
углы  уг  и  <р2  предел ьныхъ  тренШ. 
имЬюпце  вершины  въ  точкахъ  касашя, 
и  заметимъ  (фиг.  165)  область  четырех- 
угольника СВЕГ,  заключенную  между 
сторонами  этихъ  угловъ.  Очевидно,  что 
точка  В  пересЬчешя  силъ  <?х  и  ф2  мо- 
жетъ находиться  только  внутри  или  на 
границе  этого  четырехугольника;  по- 
этому равнов'Ьые  непременно  будетъ  существовать,  если  прямая,  на  кото- 
рой лежитъ  сила  В,  пересекаетъ  область  означеннаго  четырехугольника. 

380.  Распространен'^    указаннаго    пр1еиа    на    более  сложные  случаи. 

Когда  разсматривается  равнов1>с1е  тела,  которое  опирается  на  несколько 
опорныхъ  поверхностей  и  можетъ  совершать  различный  движешя  въ  про- 
странстве трехъ  измеренШ,  то  можетъ  быть  приложенъ  предыдущШ 
пр1емъ,  если  углы  трешя  заменить  конусами  трешя  (§  312).  На  развитш 
этого  пр1ема  мы  не  будемъ  останавливаться. 

3.  36Б.  Однородный  тяжелый  стержень,  двигающдйся  въ  вертикальной 
плоскости,  опирается  на  двъ  прямыя  1г  и  72,  наклоненныя  къ  горизонту  подъ 
углами  (хх  и  а2.  Зная  углы  ©х  и  ср2  предъльнаго  трешя  на  этихъ  прямыхъ,  опре- 
делить, находится-ли  стержень  въ  данномъ  положен1и  въ  равновъсш  или  нътъ. 

3.  366.  Въ  предыдущей  задачъ  прямыя  1г  и  /3  вмъств  съ  стержнемъ,  со- 
храняющимъ  относительно  этихъ  прямыхъ  свое  положеше,  поворачиваются 
около  горизонтальной  оси.  При  какихъ  паклонетяхъ  всей  системы   равновъ- 
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с  1е  стержня  сделается  предельным?».  Отв.:  Когда  вертикальная  прямая,  про- 
веденная черезъ  средину  стержня,  пройдетъ  черезъ  правую  или  череаъ  левую 
вершину  четырехсторонника,  построеннаго  указаннымъ  въ  §  379  способомъ. 
3.  367.  Лестница,  стоящая  на  горизонтальном^  полу  и  прислоненная  къ 
вертикальное  стене,  находится  въ  равновЪсш.  Показать,  что  если  человъвъ 
станетъ  на  эту  лестницу,  то  вообще  говоря  не  при  всякое  его  высоте  она 
будетъ  оставаться  въ  равновъсш.  Определить  наивысшее  его  возможное  по- 
лоакеше  при  данномъ  угль  а  лъстницы  съ  горизонтомъ  и  данпыхъ  коэффп- 
щентахъ  Д  и  /а  предельнаго  трешя.  Определить  кроме  того,  пренебрегая  ве- 
сом-ь  лестницы  въ  сравненш  съ  весомъ  человека  предельное  значеше  угла  а, 
при  которомъ  во  всякомъ  положенш  человека  на  лестнице  ея  равновес1е  со- 
храняется. Реш.  перваго  вопроса  основано  на  томъ,  что  равнодействующая 
веса  лестницы  и  человека  можетъ  и  не  пересечь  область  четырехугольника, 
упоминаемаго  въ  §  379,  и  что  въ  предйльномь  положенш  человека  эта  равно- 
действующая проходить  черезъ  вершину  четырехугольника.  Отв.  на  второй 
вопросы  Если  /х  коэффнщентъ  предельнаго  тре- 
шя лъстницы  съ  подомъ,  то  а=  о  —  агеЬд  /,. 

3.  368.  Внутри  вертикально  поставленная 
обруча  лежитъ  палка,  опирающаяся  въ  него 
своими  концами.  Определить  ея  крайн!я  поло- 
жснгя  равновес!я,  зная  коэффнщентъ  трен1я  /. 

3.  369.  Тяжелый  призматическШ  брусъ  ле- 
житъ на  круговомъ  цилиндре  перпендикулярно 
къ  его  оси,  которая  горизонтальна.  Коэффищентъ 
трешя  дань.  Определить  предельное  наклонете 
бруса  къ  горизонту  и  показать,  что  образующая 
цилиндра,  по  которой  происходить  при  этомъ  ка- 
саше,  лежитъ  въ  той  вертикальной  плоскости, 
которая  содержитъ  цептръ  тяжести  бруса. 

3.  370.  Стержень  ЛВ  (фиг.  166)  опирается  однимъ  своимъ  концомъ  въ  вер- 
тикальную стену  и  въ  некоторой  своей  точке  на  горизонтально  укреплен- 
ный штифтъ  С;  на  другой  конецъ  стержня  действу етъ  вертикальная  сила  <^. 
Зиая  предельные  углы  треп1я  въ  точкахъ  Л  и  С,  узнать,  находится-лп  стер- 
жень въ  равновесш  въ  данномъ  положенш. 
Для  реш.  см.  построете  на  фигуре  166. 

3.  371.  Наследовать  воэможныя по ложешя  рав- 
но вес1я  тяжелой  однородной  трехгранной  приз- 
мы СЮЕ  съ  горизонтальными  ребрами,  опираю- 
щейся на  два  неподвижныхъ  ребра  А  и  2?,  па- 
раллель ныхъ  ребрамъ  призмы  и  находящихся 
на  различной  высоте  (фиг.  167). 

3.  372.  Рассмотреть  предыдущую  задачу  для 
цилиндра  съ  эллиптически мъ  основашемъ  и  ука- 
зать при  данномъ  угле  ср  предельнаго  трешя  гео- 
метрическое условие  для  эллиптическаго  сечешя, 
при  которомъ  всякое  положеше  цилиндра  было- 

бы  положетемъ  равновесия.  Отв.  на  послЬднш  вопросъ  сводится  къ  тому,  что 
эксцентриситетъ  эллипса  долженъ  быть  настолько  малъ,  чтобы  центръ  эллипса 
всегда  оставался  внутри  угла  2ср,  имеющаго  своею  биссектриссою  какую-либо 
нормаль  къ  эллипсу. 


Фиг.  166. 
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ГЛАВ  А  XI. 


Аналитическая  теорш  приведешя  силъ,  приложен- 
ныхъ  кЪ  твердому  тЬлу. 

Шесть  статических*  эдементовъ. 

381.  Координаты  вектора-силы.  Сила,  действующая  на  материальную 
точку,  определяется  аналитически  тремя  ея  слагаемыми  по  координатнымъ 
осямъ  и  тремя  координатами  ея  точки  приложетя.  Но  сила,  действующая 
въ  твердомъ  теле,  является  векторомъ  передвижнымъ,  а  поэтому  коорди- 
наты ея  точки  приложетя  не  им*ютъ  вполне  опред'Ьленныхъ  значена, 
удовлетворяя  лишь  двумъ  уравнетямъ  прямой,  по  которой  действуете 
сила.  Въ  §  75  было  показано,  что  передвижной  векторъ  аналитически  мо- 
жетъ  быть  опредйляемъ  шестью  «координатами»  и*,  и~,  иг,  р.5,  ц-,  рг,  свя- 
занными между  собою  зависимостью 

и^  ч-  и^  -4-  игу.^  =  О. 

Координаты  вектора- силы  мы  будемъ  обозначать  такъ: 

Е,  Н,  2,  МЕ,  МЧ1  Мс.  (587) 

Удобство  пользоваться  этими  элементами  въ  приложенш  къ  силе,  дей- 
ствующей въ  твердомъ  гЬл4,  явствуетъ  уже  изъ  того,  что  три  последшя 
координаты  вектора-силы  М»,  М^,  М*  им^ють  непосредственное  статиче- 
ское значен!е.  А  именно,  изъ  показаннаго  въ  §§  78  и  79  геометрнче- 
скаго  значен1я  этихъ  элементовъ  следуетъ,  что  они  представляютъ  собою 
статическге  моменты  силы  (§  363)  относительно  координатныхъ 
осей  или  также  проекцги  на  координатныхъ  осяхъ  статическаго 
момента  силы  относительно  начала  координатъ. 

Принимая  же  во  внимаше  тождество  этого  послйдняго  момента  съ  мо- 
ментомъ  той  пары,  которая  образуется  отъ  параллельнаго  переноса  силы 
въ  начало  координатъ  (§  362),  заключаемъ,  что  М„  М^,  М*  суть  сла- 
гаемый по  координатяымъ  осямъ  момента  пары  силъ,  которую 
нужно  присоединить  къ  данной  сил*,  когда  делается  переносъ 
последней  въ  начало  координатъ. 

По  формуламъ  §  75: 

М?  =  ч2  — ЕН, 


Мч=^2—  52, 


(586) 


причемъ  6,  %  ^  означаютъ  координаты  точки  приложеюя  силы 
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до  ея  переноса,  или  вообще  какой-нибудь  точки  на  прямой  д*й- 
СТВ1Я  силы. 

382.  Непосредственный  выводъ  выраженШ  для  моментовъ  силы.  Въ  виду 
большой  важности  предыдущихъ  формулъ,  сдЬлаемъ  непосредственный  вы- 
водъ ихъ,  исходя  изъ  понят1я  о  перем'Ьн'Ь  точки  приложетя  силы  въ  твер- 
домъ  тЬд*.  Силу  Р,  приложенную  въ  точки  А  (Е,  т),  С),  разложимъ  на  ея 
составлявшая  Е,  Н,  2,  по  прямымъ.  параллельнымъ  координатнымъ  осямъг 
и  каждую  изъ  этихъ  составляющихъ,  разсматривая  ее,  по  закону  сложе- 
шя  и  разложешя  силъ,  какъ  отдельную  силу,  перенесемъ  по  прямой  ея 
дЬйствхя  въ  точку  перес4чен1я  ея  съ  координатного  плоскостью.  Пусть 
будетъ  А  (фиг.  168)  точка  пересЬчен1я  прямой  д4йств1я  силы  Е  съ  пло- 

2 


Фиг.  168. 

скостью  (-<&).  После  этого  сдЬлаемъ  переносъ  силы  Е  въ  начало  коорди- 
натъ  двумя  последовательными  пр1емами.  Сначала  перенесемъ  ее  въ  точ- 
ку А",  основаше  перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  А'  на  ось  (т|).  При 
этомъ  перенос*  образуется  пара  (Е,  Е")  съ  моментомъ  СЕ,  параллель- 
нымъ оси  (у{)  и  направленным^  при  Е  >  о  и  С  >  0,  въ  положительную 
сторону  этой  оси.  Потомъ  перенесемъ  силу  Е  изъ  ея  новаго  положешя  Ег 
въ  начало  координатъ.  Отъ  этого  образуется  пара  (Е',  Е17)  съ  моментомъ, 
параллельнымъ  оси  (С),  численно  равнымъ  произведешю  т)Е,  но  напра- 
вленнымъ,  при  Е  >  О  и  г\  >  О,  въ  отрицательную  сторону  оси  (С);  по- 
этому этогь  моментъ  долженъ  быть  взять  съ  отрицательнымъ  знакомь. 

Итакъ,  переносъ  силы  Е  въ  начало  координатъ  вызываетъ  пары  съ 
моментами  СЕ  и  — т)Е,  направленными  соответственно  по  осямъ  (у\)  и  (ц). 
Перенося  подобнымъ  же  образомъ  силы  Н  и  2  мы  получаемъ  еще  че- 
тыре пары:   Ш  и  —  СН,  *)2  и  — Е2,  направленный  соответственно  по 
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осямъ  (у)  и  ($),  (?)  и  (т]).  Вс4  шесть  моментовъ  могутъ  быть  расположены 
въ  следующей  таблиц*: 


\ 

■ц 

с 

Е 

О 

-ЧЕ 

н 

-;н 

0 

Ш 

2 

т]2 

— %ъ 

О 

Моменты,  лежапце  на  одной  и  той  же  оси,  слагаются  алгебраически  и 
даютъ  формулы  (588);  а  силы  Н,  Н,  2,  перенесенныя  теперь  въ  начало 
координатъ,  могутъ  быть  опять  сложены  геометрически  и  даютъ  силу, 
геометрически  равную  первоначальной. 

383.  Шесть  суииъ,  опредЪляющихъ  систему  силъ,  приложенныхъ  яъ 
твердому  тклу.  Д*лая  приведете  системы  п  данныхъ  силъ  къ  равнодей- 
ствующей сил*  В  и  къ  равнодействующей  пар*  съ  моментомъ  М  и  при- 
нимая за  центръ  приведешя  (§  355)  начало  координатъ,  можно  для  ана- 
литическая опредЬлешя  векторовъ  В  я  И  воспользоваться  геометриче- 
скими равенствами  (574)  и  (575).  Проектируя  всЬ  векторы  на  три  коор- 
динатныхъ  оси,  находимы 

л^=  н^н, -+-... -»-нй=ен,, 


(589) 


ЛГ,=  (Е|Н1-Ч|Е1)+(Е,Н1-Ч1а1)- 

(*■  = 


-••■+(СА-^==ВДЕ,-6,2Д 
-...+( $пН-^Зя)==1(^-7),.Е,). 

1,  2,  . . .  п). 


(59( 


Такъ  какъ  векторы  В  и  М  вполне  опредЬляютъ  д4йств1е  данной  си- 
стемы силъ,  то  можно  сказать,  что  аналитически  дЭДств1е  системы  силъ 
на  твердое  гЬло  вполне  определяется  шестью  суммами  (589)  и  (590). 

384.  ПерегЬна  центра  приведежя.  Если  за  дентръ  приведет*  прини- 
мается не  начало  координатъ,  а  какая-нибудь  другая  точка  О'  съ  коор- 
динатами $0,  т]0.  ^0,  то  суммы  (589)  очевидно  остаются  прежшя,  но  мо- 
мента равнодействующей  пары  изменяется  (§  356);  выражешя  для  его 
слагаемыхъ  получатся  изъ  формулъ  (590),  если  въ  нихъ  координаты  каж- 
дой точки  приложетя  заменить  разностями  Е,  —  50,  чц  —  4<и  С*  ~~  Со»  п0" 
тому-что  эти  разности  представляютъ  собою  координаты  точекъ  прилозке- 
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шя  силъ  относительно  координатныхъ  осей,  парахлельныхъ  прежнимъ  и 
проходящихъ  черезъ  точку  О'.  Итакъ: 

3/е'=2[(Ч,-Чв)2|-С;-^)Н|]  =  Е(чЛ-дН4)-11в2:2(  +  ^2Н,. 

Составляя  подобнымъ  же  образомъ  выражен1я  для  двухъ  другихь  момен- 
товъ,  можемъ  написать: 

М^  =  М^  —  У10Вг-^^Е^ 

14^=31^—  Со^  +  ^Г'  (591) 

ЛГС'  =  ЛГС—    ^4-7)^. 

Статическ1й  инваршнтъ  и  динама. 

385.  Аналитическое  выражеше  статичеснаго  инвар|'анта.  Формулы  (591) 
легко  обнаруживают^  существоваше  статическаго  инвар1анта  (§  356).  Такъ 
какъ  при  извгЬненш  центра  приведешя  величина  и  направлеше  равно- 
действующей силы  не  изменяются,  то 

Е^  =  Е^    В^  =  В^    В^  =  В/, 

поэтому  изъ  формулъ  (591),  умножая  ихъ  первыя  части  на  В*\  В'  Вг\  а 
вторыя  на  В*,  В* ,  В г,  выводимъ: 

а  это  есть  аналитическое  выражеше  равенства  (577),  потому-что 

В.М.со8(В,  М)  = 

=  В31[С08(В,  1)С08(М,  ?)Ч-СОв(Д,  ГЬ)С08(М,  Т|)  ■+-  СО*  (Д  ±)С08(М,  ф] 

=  В^М^  -ь  Дч  АГЧ  -ь  В^М^.  (593) 

ЗамЪтшъ  кстати,  что  одна  шестая  часть  этого  выражешя  равна  чи- 
сленно объему  тетраэдра  Шаля  (§  357). 

386.  Аналитическое  опредЪлеже  динамы.  Формулы  (591)  позволяютъ 
также  определить  динаму.  эквивалентную  данной  систем*  силъ  (§§  358 
и  359).  Пусть  будетъ  310  моментъ  пары  этой  динамы.  Мы  найдемъ  по 
формул*  (591)  его  слагаемый,  если  за  центръ  приведешя  силъ  возьмемъ 
какую-нибудь  точку  на  оси  динамы;  въ  этомъ  случай,  такъ  какъ  векторъ 
Л0  параллеленъ  Д,  им*емъ: 

М°Е  _  М^  _  МК 

Итакъ,  предполагая,  что  тг)0,  ^,  Е0  суть  координаты  какой-либо  точки  на 
оси  динамы,  находимъ  для  нихъ.слгЬдуюпця  два  уравнешя: 

3/,  -  -ПоВ*  -ъ  ^В~       М   _  ;07?  н_  \0В         м,  —  Ь0В  -ь  у\0В 

' Ъ\ =  -~—в{ "  =    г— й7 "•  (594) 
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Нужно  заметить,  что  когда  система  силъ  дана,  то  здЪсь  вс*  коэффициенты 
могутъ  быть  заранее  вычислены  по  формуламъ  (589)  и  (590).  Такъ  какъ 
уравнешя  (594)  удовлетворяются  координатами  всякой  точки,  лежащей  на 
оси  динамы,  то,  если  50,  т)0,  ^0  считать  текущими  координатами,  эти  урав- 
нены представдяютъ  собою  уравнешя  прямой  лиши,  служащей  осью  динамы. 
Для  величины  момента  динамы  по  формул*  (579)  находимъ: 


М0  =  М  соз  (Л/,  В)  =  М+  соз  (Д  Е)  и-  Ж-  соз  (В,  у\)  -+-  М*  соз  ( Д  ъ) 
?еЖе  -ь  В^ 


ДЖ,  -+-  В„Мъ  -ь  вгмг 


(595) 


У'Щ  ■+■  В^  и-  В,' 

а  для  параметра  динамы,  по  формул*  (580): 

В.М.  -4-  В-Мъ  -+-  вгмг 

387.  Аналитическое  услов1е  приводииости  системы  силъ  къ  одной  равно- 
действующей.  Формула  (581)  въ  связи  съ  (595)  даетъ  непосредственно 
это  условхе:  д^  ^  ^^  ^  д^  =  0  (59?) 

3.  373.  Зная  слагаемые  данной  силы  и  ея  моменты  относительно  осей, 
проходящихъ  черезъ  точку  (50,  т]0,  С0)>  определить  ея  моменты  относительно 
осей,  проходящихъ  черезъ  точку  (61э  т^,  ^х)  и  параллельныхъ  прежнимъ. 

3.  374.  Зная  моменты  силы  относительно  координатныхъ  осей,  определить 
ея  моментъ  относительно  оси  (*),  проходящей  черезъ  начало  координатъ  п 
образующей  съ  осями  координатъ  углы  а,  р,  у.  Отв.: 

М1  =  Му  соз  а  ч-  Жу|  со*  Э  -+•  &г  сов  Т-  (&9Ф 

3.  375.  Относительно  какой  прямой  (I),  проходящей  черезъ  начало  коорди- 
натъ, моментъ  данной  силы  наиболышй?  Отв.:  Относительно  прямой,  парал- 
лельной моменту  данной  силы  относительно  начала  координатъ. 

3.  376.  Зная  моменты  силы  относительно  координатныхъ  осей,  определить 
ея  моментъ  относительно  прямой: 

$  =  аС  -+-  Ъу      у\  =  сС  -+-  Л. 

Ръш.:  Нужно  провести  координатный  оси  черезъ  какую-либо  точку  этой  пря- 
мой, параллельныя  даннымъ,  и  по  формуламъ  (591)  определить  моменты  силы 
относительно  этихъ  осей,  а  потомъ  приложить  формулу  (698). 

3.  377.  По  какому  геометрическому  мъсту  можно  передвигать  точку  при- 
ложенш  силы,  не  мъняя  ея  момента  относительно  оси  (/),  проходящей  черезъ 
начало  координатъ  и  образующей  съ  осями  координатъ  углы  а,  р,  у?  Отв.:  По 
плоскости 
(Н  сое  у  —  2  соз  р)  $  -н  (2  соз  а  —  3  соз  у)  т)  -4-  (Е  соз  р  —  Н  соз  а)  С  =  М1  =  пост. 

3.  378.  Вычислить  объемъ  тетраэдра,  построеннаго  на  двухъ  данныхъ  си- 
лахъ  (Еь  Ну  2г)  и  (Е2,  Н2,  22),  приложенныхъ  въ  точкахъ  ($1т  ?)„  ^)  и  ((-2,  т<2,  У- 
Отв.:  Для  рЪшешя  составить  выраженге  статическаго  инварианта  данной  си- 
стемы силъ. 
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3.  379.  СдЬдать  аналитические»  путемъ  приведете  двухъ  силъ  предыду- 
щей задачи  къ  динам*. 

3.  380.  Можно  ли,  изменяя  одну  слагаемую  одной  изъ  силъ  данной  си- 
стемы, привести  последнюю  къ  одной  равнодействующей.  Отв.:  Можно,  по- 
тому-что  это  приводится  къ  ръшенио  уравнешя  (597)  относительно  одной  изъ 
входящихъ  туда  слагаемыхъ  данной  системы  силъ. 

3.  381.  Зная  параметръ  Р  динамы,  направление  (а,  р.  у)  ея  оси  и  величину 
силы  Е  динамы,  определить  слагаемый  ея  момента.  Отв.: 

М0у  =  РЕ  соз  а,      ЛЦ  =  РЕ  сое  %      МоГ=РЕсо8-{. 

3.  382.  Предполагается,  что  данная  система  силъ  приводится  къ  одной 
равнодействующей.  Определить  прямую,  на  которой  эта  равнодействующая 
находится.  Отв.:  По  услов1ю.  что  если  какую-либо  точку  этой  прямой  взять 
за  центръ  приведения  силъ,  то  моментъ  равнодействующей  пары  долженъ  ока- 
заться равнымъ  нулю,  мы  получимъ  уравнен1я  искомой  прямой,  приравнявъ 
нулю  два  изъ  выраженШ,  стоящихъ  во  вторыхъ  частяхъ  форму лъ  (591)  и  счи- 
тая при  этомъ  Ёо>  ^о)  0>  текущими  координатами. 

3.  383.  Найти  геометрическое  мъсто  такихъ  точекъ,  что  если  въ  одну  изъ 
яихъ  перенести  точку  приложешя  одной  изъ  силъ  данной  системы,  то  эта  си- 
стема приведется  къ  одной  равнодействующей.  Отв.:  Плоскость,  уравнение 
которой  легко  составить,  пользуясь  услов1емъ  (597). 

Аналитически*  усдов1я  равновйсш  и  эквивалентности 
оистемъ  силъ,  приложенныхъ  въ  твердому  т4ду. 

388.  Услов(я  равиовЪЫя  свободнаго  твердаго  гЬла.  Для  равновесия  силъ, 
приложенныхъ  къ  твердому  гЬлу,  им*емъ  услов1я  (583).  Для  равенства 
нулю  какого-либо  вектора  необходимо  и  достаточно,  что  всЬ  три  его  сла- 
гаемый по  осямъ  координатъ  равнялись  нулю;  т.  е.  теперь 

В^  =  0,    В^  =  0,    Д,,  =  0,        Ж?  =  0,    Ж^  =  0,    М^  =  0. 

Нтакъ,  по  формуламъ  (589)  и  (590)  находимъ  слЪдуюпця  шесть  необ- 
ходимыхъ  и  достаточныхъ  условШ  равнов^с1я  силъ,  приложен- 
ныхъ къ  твердому  т*лу  и,  что  то  же  самое,  (§  366),  шесть  услов1й 
равнов'Ьсгя  свободнаго  твердаго  т4ла: 

ЕН,-  =  0,  I  (599) 

22,  =0,  1 

2(т),.2,-;.н,.)  =  о, 

2(^2-5,2,)  =  0,  (600) 

2(е,Н|.-т1Д)  =  0, 

гд4  число  членовъ  въ  каждой  сумм*  равно  числу  данныхъ  силъ. 

Если  за  центръ  приведетя  силъ  нужно  почему-либо  взять  не  начало 
координатъ,  а  какую-либо  другую  точку  ($0,  т)0,  ^Д  то,  хотя  выражешя 
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моментовъ  и  изменяются,  какъ  это  показываютъ  формулы  (591),  видъ 
условШ  (600)  сохраняется,  потому-что,  всл*дств1е  условШ  (599),  вторые 
и  третьи  члены  въ  выражетяхъ  (591)  моментовъ  исчезаютъ. 

389.  Услов1я  эквивалентности  двухъ  систевъ  силъ.  Будемъ  отмечать 
значкомъ  (')  все  элементы  системы  т  силъ,  эквивалентной  систем*  п 
данныхъ  силъ.  Выражая  указанный  въ  §  369  услов1я  эквивалентности 
въ  аналитической  форм*,  находимы 


дгЕ'=дгр 


В/  =  Вп 


или 


(601) 


(602) 


ЕН/=ЕН„ 

2  (Ъ;ъ;  -  г;/н/)  =  е  кг,  -  да, 

О"  =  1,  2,  ....  ш),     (*  =  1,  2,  ....  п). 
Здесь  правыя  части  предполагаются  известными,  а  л*выя  искомыми. 

390.  Степень  определенности  въ  вопрос*  объ  эквивалентности.  Если 
принять  во  внимаше,  что  каждая  сила,  какъ  передвижной  векторъ,  опре- 
деляется пятью  независимыми  элементами  (§  76),  то  легко  видеть,  что 
каждый  разъ,  когда  число  неизвестныхъ  силъ  больше  единицы,  вопросъ 
объ  эквивалентности  остается  неопределеннымъ;  въ  случае  же  одной  силы 
эта  задача  не  всегда  возможна,  что  впрочемъ  и  такъ  уже  известно  изъ 
предыдущаго.  Итакъ,  если  искомыхъ  силъ  более  одной,  то  для  опреде- 
ленности решетя  требуется  задаше  добавочныхъ  условШ.  Нужно  впро- 
чемъ заметить,  что  въ  случаяхъ,  наиболее  важныхъ  въ  практическомъ  от- 
ношеши,  число  добавочныхъ  условШ  бываетъ  часто  не  соответствующимъ 
определенности  решетя,  такъ  что  могутъ  потребоваться  еще  некоторый 
спещальныя  предположетя  относительно  данной  системы  силъ  для  того, 
чтобы  решете  было  возможнымъ  (см.  §§  392  и  393). 

391.  ЗаиЪнен1е  системы  силъ  одною  силою.  Пусть  будутъ  5,  ^  ,5^  ,  5г 
искомая  сила  и  ея  слагаемый,  а  а,  Ь,  с  координаты  ея  точки  приложетя. 
Формулы  (601)  и  (602)  даюгь: 


8,  = 


Щ    >       ^7)    =     ^Т)    '        ^ 

Ъ8^  —  с8у,  =  Л/?  , 

с8%  —  а#;  =  МТ  , 

а8~  —  Ъ8ъ  =  М*  , 
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причемъ  вторыя  части  определяются  данными  силами.  Изъ  уравнешй 
<604)  только  два  различны;  а  именно,  если  умножить  ихъ  нервыя  части 
на  $5  ,  5^  ,  5г  ,  а  вторыя  части  на  В$  ,  В^ ,  В^  ,  равныя  имъ  на 
основанш  равенствъ  (603),  и  сложить,  то  получимъ: 

В%ЛЦ  ч-  В^М^-*-  Вг^Мг  =  0,  (605) 

зависимость,  не  содержащую  неизвЬстныхъ.  Смыслъ  этой  зависимости 
уже  изв4стенъ  (§  387> 

392.  Замкнете  системы  силъ  двумя  силами,  случай  1-й.  Пусть  будутъ 
заданы  точки  приложеюя,  01  и  02,  искомыхъ  силъ  ^  и  52.  Возь- 
мемъ  начало  координатъ  въ  точки  Оп  а  ось  (ц)  направимъ  черезъ  точку 
О^,  такъ  что  для  координатъ  этихъ  точекъ  будемъ  им*Ьть: 

а,  =0,    Ьх  =  0,   сх  =  0,       а3  =  О,   Ь2  =  0,   с2  =  Ох09. 

Условия  эквивалентности  даютъ: 


(606) 


(607) 

Последнее  уравнете  показываетъ,  что  задача  не  всегда  можетъ  быть 
решена:  для  ея  возможности  проекщя  статическаго  момента  данной  си- 
стемы силъ  на  прямую,  проходящую  черезъ  точки  приложешя  искомыхъ 
силъ,  должна  равняться  нулю.  Когда  это  условге  выполнено,  мы  им-Ьемъ 
пять  уравнешй  (606)  для  опредЬлешя  шести  неизвЬстныхъ  и  находимъ: 
8п,  ДЦ,  в1р  517)  и  51Г-+-/5ЗГ.  Что  силы  81Г  и  82Г  не  могутъ  быть 
найдены  каждая  въ  отдельности,  это  понятно;  потому  что  эти  силы  д4й- 
ствуюгь  по  одной  прямой  и  следовательно  могутъ  быть  какъ  угодно  сла- 
гаемы и  разлагаемы,  лишь  бы  сохранялась  ихъ  алгебраическая  сумма. 

393.  Другой  случай  заиЪнежя  системы  силъ  двумя  силами.  Пусть  бу- 
дутъ даны  направлен1я  силъ  3^  и  5,.  Возьмемъ  ось  (5)  параллельно 
сил*  5^,  а  плоскость  (Ьч\)  параллельно  сил-Ь  52;  тогда 

(608) 
5Я.  =  52  соз  у,       82г  =  #2  згп  у,      82Г  =  0,    | 

гд*  ср  уголъ  между  данными  направлетями  силъ.  Кром-Ь  того,  пользуясь 
тЬмъ,  что  точку  приложешя  силы  можно  въ  твердомъ  гЬл'Ь  передвигать 
по  прямой  дЫстшя  силы,  предположимъ,  что  об*  искомыхъ  силы  прило- 

23* 


#^  -+-  #2^  =  в^ , 

011Г|  -+-    027|  =     Х1^  , 

81Г  -+-  82~  =   Вг  , 

■»                    ч                    •*         ' 

с,ЙЦ  =  М^  ,         с8^  =  М^ 

Мг  =  0. 
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жены  въ  точкахъ  плоскости  (тф  (фиг.  169),  т.  е.  что  ах  =  О,  а2  =  а 
Неизвестными  остаются  шесть  величинъ:  5„  <§2,  Ьп  е19  Ь3,  с2;  но  мы 
увидимъ,  что  съ  одной  стороны  опять  задача  не  всегда  возможна,  а  съ 
другой  стороны  въ  р4шенш  остается  неопределенность.   Услов1я  эквива- 


А, 


А± 


&ё 


+8, 


лентности  даютъ: 

5!  -+-  52  соз  <р  =  В*, 

й25г'пф  =  2^, 


Вг  =  0; 


(609) 
(610) 


'О 


* 


Фиг.  169. 


(611) 


—  с^  зт  у  =   ЗА, 

с  Д  -+-  с283  соз  <р  =  Му , 

Уравнеше  (610)  не  содержитъ  искомыхъ  величинъ  и  показываетъ. 
что  для  возможности  задачи  система  данныхъ  силъ  должна  удовлетворять 
условш,  чтобы  алгебраическая  сумма  ихъ  проекщй  на  прямую,  перпенди- 
кулярную къ  заданнымъ  направлешямъ  обйихъ  искомыхъ  силъ,  была  равна 
нулю.  Если  это  услов1е  выполнено,  то  уравнешя  (609)  опредйляють  величины 
силъ  Я^  и  5,-,-при  этомъ,  согласно  съ  формулами  (608),  знаки  этихъ  вели- 
чинъ укажутъ,  въ  какую  сторону  силы  направлены.  Уравнетя  (611)  опре- 
дйляютъ  сх  и  с2,  а  поэтому  и  с2 — с19  величину  кратчайшаго  разстояшя 
между  прямыми  дЪйсттая  силъ  ^  и  й»а.  Для  Ьх  и  Ь2  остается  одно  уравнеше; 
такимъ  образомъ  одну  изъ  этихъ  координатъ  можно  задать  произвольно. 

3.  384.  Заменить  систему  силъ  двумя  силами,  изъ  воторыхъ  для  одной 
даны  величина  и  направление,  а  для  другой  всъ  три  ея  статическихъ  момента. 

3.  385.  Заменить  систему  силъ  тремя  силами  5П  52,  53,  лежащими  въ  пло- 
скостяхъ  (т]С),  (СЕ),  (Хг{)  и  параллельными  осямъ  (т)),  (С)  и  ($). 

3.  386.  Разобрать  услов1я  равновЪсгя  трехъ  силъ,  какъ-нибудь  лежащпхъ 
въ  трехъ  координатныхъ  плоскостяхъ,  и  показать,  что  направления  этихъ  силъ 
должны  между  прочимъ  пересекаться  въ  начале  координатъ. 

3.  387.  Заменить  систему  силъ  шестью  силами  54,  821  ....  56,  лежащими  на 
шести  данныхъ  прямыхъ: 

сова: 


соз  р,- 


соз  у,- 


(*  =г  1,  2,  ....  6), 


гдъ  (•,-,  Т),-,  С,-,  координаты  одной  изъ  точекъ  каждой  прямой,  предполагаются  дан- 
ными. Отв.:  Задача  сводится  къ  рйшеадю  относительно  ф,  $»....^  шести  уравне- 

Н1  '     ^  сов  ах  -*-  6^  соз  а2  •+- —  2^  ,  ) 

54  СОЗ  ^  -4-  #2  соз  Р2  •+- —  #~  , 

.^  соз  *(1  ч-  52  соз  у,  -*- =  Вг  , 

§!  (7),  соз  у,  —  Сх  соз  {3,)  4-  82  (7)2  соз  ^2  —  С2  соз  р2)  -4- =  М$  , 

5?!  (Сх  соз  а1  —  ^  соз  у^  4-  &  (С2  соз  <х2  —  Еа  соз  л(2)  ■+■ =  ЛД«, 

^  ($1  сое  {3,  —  т]1  соз  ах)  -+-  &)  (?з  с05  ?2  —  *)* С05  аа)  -*- =  ЛГг  • 


(612) 
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Для  возможности  задачи  необходимо,  чтобы  определитель,  составленный 
изъ  воэффидДентовъ  этихъ  уравнений,  не  быль  равенъ  нулю. 

3.  388.  При  каномъ  условш  могутъ  взаимно  уравновешиваться  шесть  силъ, 
лежащихъ  на  шести  данныхъ  прямыхъ?  Отв.:  Необходимо,  чтобы  определи- 
тель предыдущей  задачи  былъ  равенъ  нулю.  Неизвестными  являются  отно- 
шен1я  пяти  силъ  къ  шестой;  такъ  что  абсолютный  величины  силъ  остаются 
произвольными. 

3.  389.  При  кавихъ  услов!яхъ  могутъ  взаимно  уравновешиваться  пять  или 
меньшее  число  силъ,  лежащихъ  на  данныхъ  прямыхъ?  Отв.:  Эти  условия  вы- 
ражаются равенствомъ  нулю  двухъ  или  болыпаго  числа  определителей,  соста- 
влении хъ  изъ  воэффипдентовъ  при  неизвестныхъ  величинахъ  силъ  въ  ура- 
внсшяхъ,  подобныхъ  уравненшмъ  (612). 

Аналитически  условга  равнов*сш  неовободнаго  твердаго 

тфда. 

394.  Число  условШ  равновЗДя  въ  зависимости  отъ  постановки  вопроса. 

Число  условШ  равнов4сш  будетъ  каждый  разъ  различно,  смотря  по  тому, 
будемъ  ли  мы  выражать  только  услов1я,  которыя  должны  быть  выполнены 
для  данныхъ  силъ,  чтобы  существовало  равновесие  тела,  или  также  бу- 
демъ отыскивать  сопротивления  связей.  Въ  первомъ  случае  число  условШ 
равнов-Ьс1я  будетъ  менее  шести,  во  второмъ  же  случае,  согласно  прин- 
ципу освобождаемости  (§  303),  мы  всегда  будемъ  иметь  полное  число 
уравненШ,  причемъ  некоторый  изъ  нихъ  будутъ  служить  для  опредЬлешя 
сопротивлений  связей.  Вопросъ  объ  опред'Ьленш  этихъ  сопротивлений  на- 
ходится въ  тесной  связи  съ  вопросомъ  о  зам^ненш  данной  системы  силъ 
другою,  ей  эквивалентною.  А  именно,  если  данная  система  силъ  уравно- 
вешивается сопротивлешями  ф1э  ()2, .. .,  то  она  можетъ  быть  заменена  и 
всякою  другою  системою  силъ,  уравновешивающеюся  теми  же  сопротив- 
лешями; но  въ  числе  такихъ  силъ  находится  система  силъ  ф/,  ф,', ...., 
равныхъ  сопротивлешямъ,  лежащихъ  на  гЬхъ  же  прямыхъ,  но  противу- 
положно  имъ  направленныхъ.  Определивъ  силы  #/,  фа', ....  по  услов1ямъ 
эквивалентности  ихъ  съ  данною  системою  силъ,  мы  найдемъ,  изм'Ьнивъ 
ихъ  направлешя,  т.  е.  перемЬнивъ  знаки  у  ихъ  слагаемыхъ  по  коорди- 
натнымъ  осямъ,  и  сопротивлешя  (}п  <22, ....  Наоборотъ,  составивъ  услов1я 
равновес1Я  данныхъ  силъ  съ  сопротивлешями  (^  #3, ... ,  определивъ  от- 
сюда последн1я  и  изменивъ  знаки  у  ихъ  проекщй,  мы  получимъ  силы 
<2/э  Яз)—-)  эквивалентный  даннымъ.  Понятно,  что  и  степень  определен- 
ности въ  задаче  объ  определенш  сопротивленШ  такая  же,  какъ  въ  задаче 
объ  эквивалентности  (§  390). 

Дальше  будутъ  составлены  аналитически  услов1я  равновЬс1Я  для  техъ 
случаевъ,  которые  были  разсмотрены  въ  главе  X  геометрическимъ  путемъ. 
При  этомъ  знакъ  2  будетъ  распространяться  только  на  данный  силы. 

395.  Твердое  тЬло  съ  неподвижною  точкою.  Принимая  эту  точку  за 
начало   координатъ   и  применяя  формулы   (588),   находимъ   по  условгю 
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§  371  следуюпця  три  услов1Я  равновесия  1У 

Е  (т,2  —  ОД  =  О,   | 

Е  (Й  —  62)  =  О,  (613) 

2(Ш—  чЕ)  =  0.    ' 

Применяя  же,  для  определения  сопротивлешя  (}  въ  точке  опоры,  прин- 
ципъ  освобождаемости,  мы  должны  нашсать  все  шесть  уравнешй,  изт> 
которыхъ  первыя  три  будутъ: 

ЕЕ  н-  Яъ  =  О, 

2Нч-дч=0,   }  (614) 

Е2  -н  <?,  =  О, 

а  остальныя  своего  вида  (613)  не  изм*няютъ,  потому-что  статичесше  мо- 
менты сопротивлешя  относительно  координатныхъ  осей  равны  нулю,  такъ 
какъ  эта  сила  приложена  въ  начале  координатъ. 

Если  начало  координатъ  почему  либо  не  можетъ  быть  взято  въ  не- 
подвижной точке,  то  уравнешя  (613)  должны  быть,  согласно  формуламъ 
(591),  заменены  следующими: 

Е  (т)2  —  СН)  -  т,0Е2  —  ;0ЕН  =  О, 
2  ДЕ  —  Щ  -  СоХЕ  -  Е022  =  О, 
2  (Ш  —  т|Е)  —  *02Н  -   т)0ЕЕ  =  О; 

а  если  опять,  для  опредЬлетя  сопротивлешя,  применить  принципъ  осво- 
бождаемости, то  къ  этому  присоединяются  уравнешя  (614). 

396.  Твердое  тЬло  съ  неподвижною  осью.  Принимая  эту  ось  за  ось 
(ъ)  и  выражая  услов1е  §  372,   получимъ  одно  уравнеше  равновес1я: 

1(Ш-7)Е)  =  0.  (615) 

Вопросъ  объ  опредЬленш  сопротивлеяШ  на  оси  вращешя  можетъ  быть 
рЬшенъ  при  помощи  уравнешй  (606)  и  (607):  соаротивлешя  <}1  и  ф2  въ 
точкахъ  опоры,  которыми  определяется  положеше  неподвижной  оси,  равны 
и  прямопротивуположны  силамъ  5Х  и  52,  эквивалентнымъ  данной  системЬ 
силъ,  если  только  эти  силы  считать  приложенными  въ  точкахъ  опоры. 
Итакъ,  взявъ  начало  координатъ  въ  одной  изъ  точекъ  опоры  и  прини- 
мая во  внимаше,  что 

«,  +  ^  =  0,     82ч-Ц2  =  0, 


*)  Значекъ  (*),  указываюпцй,   что   въ   суммахъ  должны  быть   поставлены 

члены,  соотвътствуюшде  всъмъ  силамъ,  означеннымъ  нумерами  1,  2,  ....  ( к, 

для  упрощешя  опускается,  какъ  здвсь,  такъ  и  въ  дальнъйшихъ  формулахъ. 
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по  уравненшмъ  (606)  находиыъ: 

«.{ ■+■  «^  =  -  22. 

Яху1  ■+■  вп!  =  "  2Н,  (616) 

<г,г-ь<38Г=-22,. 

сящ  =  2  (ч2  -  ;н>,    е«16  =  -  е  <&в  -  и), 

а  шестое  уравнеше  совпадаетъ  съ  условгемъ  (615). 

Если  почему-либо  нельзя  ось  вращешя  принять  за  координатную,  то 
можно  для  составлены  условШ  равнов'Ьсхя  воспользоваться  сказаннымъ 
въ  задач*  376. 

397.  Твердое  гЬло  еъ  вольною  осью.  Если  эту  ось  принять  за  ось 
(ь),  то  по  услов1ямъ  §  373  находимъ  слйдуюпця  два  услов1я  равно- 

В*С1Я: 

22  =  0,  . 
2(Ш  —  чЕ)  =  0. 


(617) 


Для  опред*лен1я  сопротивленШ  въ  точкахъ  опоры,  нужно  принять  во 
внимаше,  что,  при  отсутствш  треюя  на  вольной  оси.  сопротивления  ея 
могутъ  быть  только  къ  ней  перпендикулярны,  и  поэтому  определяются 
четырьмя  элементами:  С?^.  (д1Г.,  <23*,  (}щ.  Для  этого  мы  ям^мъ  пер- 
вое, второе,  четвертое  и  пятое  изъ  уравненШ  (616). 

398.  Твердое  гЬло,  гаЪющее  только  поступательное  двнжен!е  по  дан- 
ному направлена.  Предполагая,  что  ось  (О  направлена  параллельно  по- 
ступательному движенш,  находимъ,  согласно  сказанному  въ  §  374,  сле- 
дующее одно  услов1е  равновйсхя: 

22  =  0.  (618) 

Для  опред4лешя  сопротивленШ  будемъ  предполагать,  что  поступатель- 
ное движете  гЬла  осуществляется  та- 
кимъ  образомъ,  что  существуете  воль- 
ная ось  и  некоторая  точка  ДГ,  прину- 
жденная двигаться    въ  плоскости,   па- 
раллельной этой  оси  (фиг.  170).  Сопро-  д 
тивлешя  можно  считать  приложенными 
въ  двухъ  точкахъ  Мх  и  Жа   на  воль- 
ной оси  и  въ  точки  N  и,  при  отсут- 
ствш трен1я,  перпендикулярными  къ  на- 
правлена движешя.  Для  простоты  бу-  фиг  170. 
демъ  предполагать,  что  Мх  есть  осно- 

ванГе   перпендикуляра,  опущеннаго  изъ  N  на  вольную  ось.  Означая  че- 
резъ  (}„  <22,  (}д  сопротивлешя,  черезъ  а  разстояше  точки  N  огь  прямой 


Ч 


яг 


N 


-« 
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М^Мъ  черезъ  ех  и  с2  координаты  точекъ  Мх  и  Ж2  .на  оси  (С)  и  предпо- 
лагая, что  ось  (Е)  совпадаетъ  съ  прямою  М^,  им*емъ: 


(619) 


Яц  -+-  Яч  +  22  =  0, 

22  =  0, 
—  ^„,4-2(42  — СВ)  =  О, 

+  ^  +  1Р-  *2)  =  0, 

а(гз7]  н-  Е  (Ш-чЕ)  =  0. 

Отсюда  можно  определить:  <Ц,  д1У1,  <Ц,  дг  и  <Ц  н-  (Ц.  Сла- 
гаемыя  (),►  и  ф3*  не  могутъ  быть  найдены  въ  отдельности  по  причин*, 
подобной  той,  которая  изложена  въ  §  392. 

399.  Твердое  т*ло,  двигающееся  параллельно  плоскости.  Примемъ 
плоскость,  содержащую  точки  Мх,  Жа,  Мг  (см.  фиг.  160  въ  §  375)  за 
координатную  ($*)).  По  услов1ямъ  §  375  мы  должны  выразить,  что  про- 
екщя  равнодействующей  всйхъ  силъ  на  всякое  взятое  въ  этой  плоскости 
направлеше  должна  быть  равна  нулю;  для  этого  необходимо  и  доста- 
точно, чтобы  ея  проекщи  на  какш-нибудь  два  направлешя  въ  плоскости 
равнялись  нулю.  Поэтому,  а  также  выражая  еще  второе  требоваше  §  375, 
получаемъ  слйдуюпця  три  услов1я  равнов'Ьсхя: 

ЕЕ  =  0,     ЕН  =  О,     Е  (Ш  —  у\Щ  =  0.  (620) 

Для  опред*лен1я  сопротивленШ  (2^  ф3,  <2%  въ  точкахъ  'Ми  М2  и  Мг, 
сопротивлешй,  предполагаемыхъ,  при  отсутствии  третя,  перпендикуляр- 
ными къ  плоскости,  находимъ: 

ЕЕ  =  0,     ЕН  =  0,  (621) 

(?1С  -+-  як  -+-  <2К  -+-  Е2  =  О, 

ъЯц  -+-  Чав«г  -*-  Ъ&с  -ь  2  №  —  Ш)  =  0,  }  (622) 

-  б^г  -  Е.&,  -  *.«•*  -+-  Е  (?2  —  И)  =  О, 


2  (Ш  —  цЩ  =  0. 


(623) 


Знаки  опредЪляемыхъ  отсюда  величинъ  ф^,  #2г,  Фаг  будутъ  указы- 
вать, въ  какую  сторону  отъ  плоскости  ($т4)  направлено  каждое  отд-Ьльное 
сопротивлеше. 

400.  Твердое  тЬло,  опирающееся  трем  точкам  на  плоскость.  Отлич1е 
этого  вопроса  отъ  предыдущаго  заключается  въ  томъ,  что  такъ  какъ  те- 
перь твердое  тЬло  можетъ  отходить  отъ  плоскости  въ  одну  ея  сторону, 
то  данныя  силы  должны  прижимать  гЬло  къ  плоскости.   Чтобы  выразить 
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аналитически  это  требоваше,  направимъ  ось  (?)  въ  ту  сторону  отъ  пло- 
скости, .куда  гЬло  можетъ  отъ  нея  отходить.  ТЬло  будетъ  прижато  къ 
плоскости,  если  во  всЬхъ  трехъ  точкахъ  М1У  ЛГа,  Мг  силы  будутъ  про- 
изводить на  плоскость  давлеше,  т.  е.  если  сопротивлешя  $1У  (}2,  (}г, 
равныя  и  прямо  противуположныя  этимъ  давлешямъ,  будутъ  направлены 
въ  сторону  положительной  оси  (С).  Въ  крайнемъ  случай  эти  силы  могутъ 
быть  и  равны  нулю;  поэтому  получаемъ  слйдуюпця  добавочный  услов1я: 

Я1Г^0,      «2Г^0,      <28г^О,  (624) 

«•  *  ч 

который  могутъ  быть  выражены  черезъ  данные  элементы,  если  сюда  под- 
ставить выражен1я  сопротивлений  по  формуламъ  (622).  Относительно  дан- 
ныхъ  силъ  геометрически  смыслъ  условШ  (624)  сл'Ьдуюпцй.  Первое  изъ 
уравненШ  (622)  теперь  непосредственно  показываетъ,  что 

22^0, 

т.  е.  что  равнодействующая  данныхъ  силъ,  которая  по  уравнешямъ  (621) 
параллельна  оси  (ф,  должна  быть  направлена  въ  отрицательную  сторону 
атой  оси.  Но  этого  еще  не  достаточно;  чтобы  уяснить  себе  смыслъ  со- 
вокупности всЬхъ  неравенствъ  относительно  данныхъ  элементовъ,  зам4- 
тимъ,  что  силы  <2Х,  (^ъ,  (}г  параллельны  и  теперь  направлены  въ  одну 
сторону,  а  поэтому  имйютъ  равнодействующую: 

Я  =  «1  н-  &  -+-  &. 

Поэтому  и  данная  система  силъ  должна  приводиться  къ  одной  равно- 
действующей. Въ  случае  равновеЫя  эти  две  силы  должны  лежать  на 
одной  прямой.  Но  легко  видеть,  что  равнодействующая  трехъ  параллель- 
ныхъ  и  въ  одну  сторону  направленныхъ  силъ,  приложенныхъ  въ  верши- 
нахъ  треугольника,  всегда  проходить  внутри  его;  итакъ,  для  равновес1я 
необходимо,  1)  чтобы  система  силъ  приводилась  къ  одной  равнодействую- 
щей и  чтобы  эта  равнодействующая  проходила  внутри  треугольника,  об- 
разуемая точками  опоры.  Неравенства  (624),  если  ихъ  выразить  при 
помощи  данныхъ  элементовъ,  и  выражаютъ  это  последнее  требоваше 
вместе  съ  требовашемъ  относительно  направлетя  равнодействующей. 

Что  данная  система  силъ  въ  самомъ  деле  приводится  къ  одной  рав- 
нодействующей, видно  изъ  уравненШ  (621)  и  (623),  вслЬдсше  которыхъ 

В?М$  и-  В^М^  н-  В^М^  =  0. 

401.  Случаи  статически  неопределима™  равногЬЫя.  Обратимся  теперь 
къ  случаю,  когда  бооее  трехъ  точекъ  принуждены  оставаться  въ  данной 
плоскости.  Пусть  будутъ  Жп  Л/а,  .  . .  Мк  эти  точки  и  <21У  #2.  .  .  .  Як 
сопротивлен1я  плоскости  въ  этихъ  точкахъ.   Составляя   услов1я  равнове- 
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С1Я,  какъ  въ  §  399,  мы  получаемъ  уравнения: 

ЕЕ  =  0,     ЕН  =  О, 
&Г  ■+-  Як  +  •  .  •  -+-  Як  -ь  22  =  О, 
^  +  ^  +  ...+Л  +  ^№-ВД  =  0,     \     ^625) 
-  КЯК  -  6,в,с  -  ...  -  6Л;  -ь  2  (СВ  -  52)  =  О, 
"    2(Ш-ЧЕ)  =  0, 
изъ  которыхъ  первое,  второе  и  шестое   попрежнему  выражаютъ  услов1я 
равнов'Ьс1я.  а  остальныя  должны  послужить  для  определения  сопротивле- 
ние Число  неизв'Ьстныхъ  теперь  больше  чЬмъ  число  уравненШ,  и  задача 
остается  неопределенною.    Между  гЬмъ  несомненно,  что  въ  действитель- 
ности сопротивлете  въ  каждой  точке  опоры  им4етъ  вполне  определенное 
значеше,  если  гЬло  действительно  всеми  к  точками  прикасается  къ  пло- 
скости, напримеръ,  достаточно  большой  столъ  на  четырехъ  ножкахъ.  По- 
этому должно  существовать  еще  Тс  —  3  добавочныхъ  условШ;  эти  услов1я 
впрочемъ  уже  нечего  искать  въ  числе  условШ  равновес1я  твердаго  тела. 
Подобные  случаи  играютъ  важную  роль  въ  строительной  механике, 
где  системы  матер1альныхъ  точекъ,  находяпцяся  въ  равновесш  при 
большемъ  числе  точекъ  опоры,  чемъ  это  необходимо  по  кинематическимъ 
условхямъ,  называются  статически  неопределимыми.  Здесь  было  бы 
не  место  изучать  таюя  системы  въ  общемъ  виде;  но  мы  на  примере, 
разсмотренномъ  въ  этомъ  параграфе,  покажемъ.  какимъ  образомъ  могутъ 
быть  составлены  недостаюпця  здесь  добавочныя  уравнешя  для  определе- 
Я1Я  всехъ  сопротивленШ,  если  отрешиться  отъ  понят1я  о  полной  неизме- 
няемости. 

402.  Лриа*ръ  условШ,  дЪлающихъ  задачу  о  статически  неопределима 
равновеЫи  определенною.  Предположимъ,  что  к=А  и  что  опорная  плоскость 
не  абсолютно  твердая,  а  поддается  немного  давление  на  нее  твердаго  тела, 

какъ  это  и  бываетъ  всегда  въ  дей- 
ствительности. При  этомъ  можно  при- 
нять, что  углублешя  гЬла  въ  плоскость 
въ  точкахъ  опоры  пропорцюналыш 
давлен1ямъ  гЬла  на  плоскость  въ  этихъ 
точкахъ,  а  следовательно  и  пропор- 
щональны  численно  имъ  равны мъ  со- 
%  противлешямъ  <$„  (}2,  (}ъ,  <?4.  Пусть 
будутъ  3,,  825  83,  о4  величины  углуб- 
ленШ  (фиг.  171);  такъ  что 


е." 


Я   ~Яг~  Я.  (62Ь) 


Фиг.  171. 

По  слабой  изменяемости  тела,  его  точки  М„  М2,  3/„  Ж4,  лежапия 
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въ  опорной  плоскости,  и  поел*  углублетя  будугь  лежать  въ  одной  пло- 
скости и  образовать  плоскШ  четырехугольникъ  М^М^М^М^.  Найдемъ 
углублеше  СС  точки  перееЬчешя  дхагоналей  четырехугольника  МгМ2М9МА. 
Это  перем4щеше  можно  определять  двоякимъ  образомъ:  или  какъ  пере- 
згЬщеше  точки,  принадлежащей  даагонали  МхМг>  или  какъ  перем4щете 
той  же  точки,  но  принадлежащей  даагонали  М2МА.  Всл*дств1е  малости 
перем4щенШ  въ  сравнены  съ  размерами  четырехугольника  можно  пред- 
полагать М1'Мш'  =  М1Мг9  М2*МА'  =  М2МА,  если  даже  происходить  сла- 
бая деформащя  четырехугольника,  и  можно  также  предполагать,  что  въ 
обоигь  положетяхъ  четырехугольника  точка  пересЬчеюя  даагоналей  де- 
лить ихъ  въ  одномъ  и  томъ  же  отношенш: 

МгС  _  М,'С  _  щ       М^С  _  М2'С  _  т, 
СМг  ~  СМг! ~  тг '     СМА  ~  СМ;  ~  тк  ' 

Проведемъ  черезъ  С  прямую  В  В,  параллельную  Мх'Мг*\  изъ  подобныхъ 
треугольниковъ  ВСМ^  и  ВСЛ1г  имйемъ: 

СС— \  _  т1 
о8  —  СС~  т3  ' 

Подобнымъ  же  образомъ  можно  получить: 

СС  —  6а_  та 

64  —  СС  ""  тА  ' 

Исключая  изъ  этихъ  уравненШ  СС,  находимы 
тгЬ1  -+-  т^з т482  -+-  т284 


а  на  основами  равенствъ  (626): 


т» 


(627) 


Зд4сь  отношетя  т1  къ  т3  и  т2  къ  т4  для  даннаго  четырехуголь- 
ника можно  считать  известными;  такимъ  образомъ  зависимость  (627)  и 
является  добавочною  къ  уелсшямъ  (625)  при  &  =  4,  позволяющею  найти 
вс-Ь  четыре  солротивлетя. 

3.  390.  Решить  задачу  358  аналитически. 

3.  391.  Решить  задачу  359  аналитически.        => 

3.  392.  Муфта,  насаженная  на  горизонталь-       /Ц  етодюяя! 

ный  призматическШ  стержень,  вдоль  котораго        г^  В 

она   можетъ   перемещаться   только   посту  па-        ~ 

тельно,  находится  въ  равновъс!и  при  дъйствш  I    ■   I 

двухъ  силъ  (фиг.  172):  груза  Р,  укръпленнаго  Ч*-1 

па  нити,  перекинутой  черезъ  блокъ,  и  сопро-  фиг#  172. 

тивлешя  пружины  АВ,  предполагаеиаго  про- 

порпДональнымъ    ея  удлиннен!ю.   Определить   положете   равнов-Ьс!я    муфты. 
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Отв.:  Если  ось  6  взять  по  прямой  АВ,  начало  координатъ  въ  точкгв  А  и  по- 
ло же  те  муфты  определять  координатою  Е  точки  2?,  то 

и  Р 

гд4  к  коэффищентъ  сопротпвленш  пружины,  а  а  ея  длина  въ  естественномъ 
состоянш. 

3.  893.  Решить  аналитически  задачу  363. 

3.  39Ф.  Концы  ножекъ  стола  образуютъ  прямоугольпикъ.  Кроьгв  въса 
стола,  вертикальной  силы,  проходящей  черезъ  точку  пересЬчетя  ддагоналеи 
этого  четырехугольника,  дъйствуетъ  въсъ  груза  Р,  дежащаго  на  столь  на 
одной  изъ  его  ддагоналеи,  въ  разстоянш  одной  четверти  длины  дДаговали  отъ 
вершины.  Определить  давлеше  ножекъ  стола  на  полъ,  предполагая  послъднш 
горизонтальными 

3.  396.  Стержень  подвъшанъ  горизонтально  на  трехъ  нитяхъ,  принимаю- 
щихъ  въ  положеяш  равновъсгя  стержня  вертикальное  положете.  Определить 
сопротивден1я  нитей.  Отв.:  Статическш  уравнетя  даготъ  два  уравнешя  съ 
тремя  неизвъстныни;  третье  уравнеше  можетъ  быть  составлено  на  основанш 
предположены,  что  растяжешя  нитей  пропорциональны  ихъ  сопротивлешямъ. 

3.  396.  Составить  услов1я  равновъздя  твердаго  тъла,  одна  точка  котораго, 
М,  принуждена  двигаться  по  прямой,  причемъ  остается  возможнымъ  всякое 
вращеше  твла  около  этой  точки.  Отв.:  Принявъ  прямую  движен!я  точки  31 
за  ось  (ё),  а  начало  координатъ  въ  этой  точке,  находимъ: 

Е2  =  0,        ЕН  -+-  §7)  -  0,       22  -н  ^  =  0, 

Е  (Ч2  -  СН)  =  0,       Е  (СЕ  -  1Ъ)  =  О,       Е  ($Н  -  ЧЕ)  =  0. 

Второе  и  третье  уравнешя  опредвляють  сопротивлете  въ  точке  М,  ко- 
торое, при  отсутств!и  трен1я,  можетъ  быть  только  перпендикулярно  къ  оси 
(Ё);  остальныя  четыре  уравнения  выражаютъ  условгя  равновесия. 

3.  397.  Шаръ,  подверженный  дъйотв1к>  силы  тяжести,  находится  внутри 
трехграннаго  угла,  образуемаго  тремя  твердыми  абсолютно  гладкими  плоско- 
стями, наклоны  которыхъ  къ  горизонту  даны.  Определить  сопротивленш  пло- 
скостей. 

Аналитически  услов1я  равновйсш  твердаго  тФда 
въ  случае  трешя  въ  точкахъ  опоры. 

403.  Обиде  соображежя.  Сопротивлеше  (2  въ  точк*  опоры  въ  случае 
трешя  состоять  изъ  двухъ  слагаемыхъ:  Л,  нормальной  къ  поверхности, 
и  1\  касательной  къ  ней,  трешя.  При  этомъ 

гд*  /*  коэффищентъ  иредЬльнаго  трешя.  Чтобы  не  вводить  знаки  нера- 
венствъ  въ  аналитическая  услов1я  равновЬшя,  можно  полагать  Т  =  А^т 
и  разсматривать  уравнешя,  содержатся  Т,  въ  предположена,  что 

0  ===;  к  ё  Г. 

Затруднете  можетъ  встретиться   при  выраженш  проекщй  трешя  на 
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§  404,  ф.  627. 


осяхъ  координата,  такъ  какъ  направлеше  его  на  поверхности  прикасашя 
не  всегда  можетъ  быть  впердъ  указано. 

Не  вдаваясь  подробно  въ  аналитическое  изучете  равновес1я  съ  тре- 
шемъ,  ограничимся  пояснетемъ  сказаннаго  следующею  задачею. 

404.  ПригЪръ,  поясняющей  смазанное.  Задача  398.  (Сравнить  съ  зада- 
чею 367).  Къ  вертикальной  сгЬн*  приставлена  лестница  АВ,  опираю- 
щаяся своимъ  нижнимъ  концомъ  на  горизонтальный  полъ  (фиг.  173). 
Определить  возможный  для  нея  лоложешя  равно- 
в*с!Я  и  сопротивлешя,  предполагая,  что  дей- 
ствующая на  нее  сила  Р  вертикальна  и  прило- 
жена въ  точк*  С,  которая  длину  I  лестницы  дЬ- 
литъ  въ  отношенш 

АС  _  т 

СВ  ~  п  " 

Коэффищенты  пред^льнаго  трен1я,  /!  и  /3, 
лестницы  съ  поломъ  и  со  стеною  считаются 
известными.  Мы  будемъ  кроме  того  предполагать, 
что  лестница  можетъ  перемещаться  только  въ 
вертикальной  плоскости;  такъ  что  положеше   ея  Фиг.  173. 

вполне  определяется  угломъ  а  ея  наклонешя  къ 

полу.  Реш.:  Пусть  будугь  Ух  и  Лг2  нормальный  сопротивлешя  преградъ,  а 
Тх  и  Т2  силы  тремя  въ  точкахъ  Л  и  -В.  Въ  данномъ  случае  можно  не- 
посредственно указать  направления  силъ  трешя:  онЬ  действуютъ  въ  сто- 
рону, противуположную  той,  куда  стали  бы  точки  А  и  В  двигаться, 
если  бы  нарушилось  равновЬс1е.  При  существовали  равновЬс1я 


положимъ 


Т,  =  к^19      Т2  =  к2У2. 


Составляя  после  этого  обычнымъ  образомъ  услов1Я  равновес1я  (§  399), 
въ  предположение  что  ось  (?)  горизонтальна,  а  ось  (т])  вертикальна,  най- 

демъ: 

^  —  к^х  =  О, 

N.  -ь  к2К2  —  Р  =  0. 

ЛГ    7  ЛТ    1     •  П1С08&     п 

У.  1С08Л  1У2  I  81П  а Р  =  0. 

1  г  т  -+-  п 


Изъ  первыхъ  двухъ  уравненШ  находи мъ: 

1         х,     ..  К 


^  =  1 


к,к. 


Р     V 


1 


КК 
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а  послй  этого  третье  уравнеше  даетъ: 

т  —  пклк, 


(да  = 


1*2 


(т  -+-  п)  кл 

Всякое  значеше  угла  а,  даваемое  этою  формулою  при  какихъ-шбо 
значешяхъ  кх  и  &2,  не  иревосходящихъ  Д  и  /з,  опред'Ьляетъ  возможное 
положеше  равнов*с1я.  Полагая  кх  =  О,  А2"=  О,  находимъ  а  =  ^;  пола- 
гая к1  =  /!,  &2  =  /з,  находимъ  другое  пред'Ьльное  значеше  угла: 

т  —  п№ 


(да  — 


(т  -\-  п)  /; 


Если  ж  ^  н/1/з,  то  лестница  остается  въ  равновйсш  во  всЬхъ  своигь 
положен^яхъ  (сравнить  съ  задачею  367). 
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Равное*^  кЪкоторыхъ  проетЬйшихъ 
изм'Ьняемыхъ  системъ  матер1альныхъ 

точекъ. 


ГЛАВА    XII. 

РавновЬЫе  еиетемъ,  еостоящихъ  изъ  конечнаго 
числа  матер1альныхъ  точекъ  или  твердыхъ  тЪлъ. 

Обпця  сообраясетя  объ  услов1яхъ  равновФшя  системъ 
матер!альныхъ  точекъ. 

405.  Два  вида  изи*няеиыхъ  системъ.  Въ  этой  глав*  мы  будемъ  раз- 
личать два  вида  изм'Ьняемыхъ  системъ:  1)  системы  отдЬльныхъ  матер1аль- 
ныхъ  точекъ,  связанныхъ  между  собою  такимъ  образомъ,  что  разстояше 
между  каждою  парою  изъ  нихъ  можетъ  изменяться,  и  2)  системы  отд4ль- 
ныхъ  группъ  матер1альныхъ  точекъ,  причемъ  могутъ  изменяться  разстоя- 
н!я  между  точками,  принадлежащими  различнымъ  группамъ,  разстояшя  же 
между  точками  одной  и  той  же  группы  остаются  постоянными.  Къ  систе- 
мамъ  перваго  рода  относятся  всЬ  изменяемый  гЬла:  упруго-твердыя,  жидюя, 
газы,  нити,  ткани  и  т.  п.;  ко  второму  же  роду  изм'Ьняемыхъ  гЬлъ  отно- 
сятся системы  твердыхъ  гЬлъ,  каковы,  наприм^ръ,  большая  часть  меха- 
низмовъ,  а  также  сочленешя,  входягщя  въ  составъ  многихъ  инженерныхъ 
сооружешй.  Въ  настоящей  главЬ,  имеющей  целью  показать  на  возможно 
простыхъ  случаяхъ,  приложеше  предшествующихъ  общихъ  соображенШ 
о  равнов^сш  къ  изм'Ьняемыхъ  системамъ,  мы  ограничимся  разсмотрешемъ 
лишь  н*которыхъ  просгЬйшихъ  изъ  этихъ  системъ.  Некоторый  друия  си- 
стемы перваго  рода  будутъ  ниже  разсмотр'Ьны  въ  отдгЬльныхъ  гдавахъ 
(нити,  жидкости,  упруго-твердыя  гЬла);  а  системы  второго  рода  относятся 
уже  больше  къ  области  прикладной  механики,  и  "мы  разсмотримъ  лишь  не- 
которые относяпцеся  сюда  частные  примеры,  поясняюнце  обпця  соображешя. 

406.  Услов1я  равновЪЫя  системъ  перваго  рода.  Для  определены  усло- 
вЩ  равновес1Я  изменяемыхъ  системъ  перваго  рода  могутъ  служить  сле- 
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дуюпця  соображешя.  Пусть  будегь  М{  одна  изъ  точекъ  этой  системы:  на 
нее  действу ютъ  силы,  которыя  мы  будемъ  разделять  на  цва  рода:  1)  на 
силы  данныя,  или  не  зависящая  отъ  присутств1я  другихъ  точекъ  той  же 
системы,  наприм'Ьръ  сила  тяжести,  центробежная  сила  въ  относительномъ 
равновйсш  точки  (§  330)  и  т.  п.  1)  или  внутренн1я  силы  взаимодЭД- 
ств1я  между  точками  системы  и  2)  на  силы,  опред4ляющ1я  сопротивле- 
Н1Я  связей,  которыя  обусловливаются  присутсшемъ  или  другихъ  то- 
чекъ той  же  системы  или  присутсшемъ  постороннихъ  систем*  гЬлъ,  такъ 
или  иначе  ограничивающихъ  механическимъ  образомъ  движете  системы. 
ВсЬ  данныя  силы,  приложенныя  въ  точки  Ж,,  могутъ  быть  соединены 
въ  одну  силу  Г^  и  если  эта  точка  остается  въ  поко*,  то  это  показываете, 
что  сила  Р{  уничтожается  совокупностью  гЬхъ  силъ  ($„  (}},  (}/,...,  ко- 
торыми выражаются  сопротивлен1я  связей  или  преградъ.  По  принципу 
освобождаемости  (§  303)  эти  посл-Ьдшя  силы  мы  представляемъ  себ*  какъ 
так1я,  которыя  нужно  приложить  къ  точки  М4,  чтобы  удержать  ее  въ  равно- 
въсш,  если  связи  и  преграды  будутъ  уничтожены.  Такимъ  образомъ  силы 
Р{,  (2„  <?/,...  взаимно  уравновешиваются;  поэтому 

^  +  «|-н«7-ь...  =  0.  (628) 

Это  геометрическое  равенство  приводить  къ  тремъ  аналитическимъ  усло- 
в1ямъ  равнов,Ьс1я  для  каждой  точки  системы: 


(629) 


Если  система  состоитъ  изъ  п  матер1альныхъ  точекъ,  то  число  всЬхъ  усло- 
вШ  вида  (628)  будетъ  ю,  а  число  всЬхъ  аналитическихъ  условШ  равно- 
в-Ьс1я  будетъ  Зю.  Эти  услов1я  могутъ  служить:  1)  для  опредйлетя  необхо- 
димыхъ  для  равнов'Ьс1я  зависимостей  между  данными  силами,  2)  для  опре- 
деления сопротивлений  связей  и  3)  для  опред'Ьлешя  возможныхъ  положенШ 
равнов-Ьс1я  точекъ  системы.  Въ  помощь  къ  зависимостямъ  вида  (629) 
являются  гЬ  зависимости,  которыми  выражаются  связи  и  вообще  стЬсне- 
н1я  въ  движенш  точекъ. 

Въ  какой  мбр*  и  какимъ  способомъ  возможно  опред'Ьлеше  всЬхъ  не- 
изв'Ьстныхъ  элементовъ,  это  зависитъ  уже  отъ  вида  самой  системы  ма- 
тер1альныхъ  точекъ  и  будетъ  выяснено  на  отдЬльныхъ  сл'Ьдующихъ  ниже 
просгЬйшихъ  случаяхъ. 

407.  Услов1Я  равновесия  систеиъ  второго  рода.  Подобныя  же  сообра- 
жешя применимы  и  къ  изменяемой  систем*,  состоящей  изъ  твердыхъ  гЬлъ. 


2.  -+■  Я*%  ■+■  Я<ь  -+-  •  • 

.=0, 

н. -+-<г<т1-^  ««]'-«-.  • 

=  0, 

г,  -*-  <?..  -ь  <г.г'  -+■  ■  • 

.  =  0. 

*)  См.  въ  §  220  условное  понятие  объ  одностороннемъ  дъйствш 
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Опять,  по  принципу  освобождаемости,  каждое  твердое  гЬло  системы  мо- 
жетъ  быть  выделено,  если  дЬйствхе  его  связей  съ  другими  телами  системы 
или  преградами  заменить  соответственными  силами.  Разница  будетъ  со- 
стоять только  въ  томъ,  что  для  каждаго  гЬла  мы  будемъ  иметь  вообще 
говоря  шесть  условШ  равнов4с1я.  Число  это  впрочемъ  можетъ  сократиться, 
если  у  всЬхъ  т*лъ  имеется  одно  общее  стиснете  движетя,  напршгЬръ 
если  всЬ  гЬла  двигаются  параллельно  одной  и  той  же  плоскости  или 
имЬють  общую  неподвижную  точку  или  ось  и  т.  п. 

408.  Принципъ  введен!я  новыхъ  связей.  Когда  система  матер1альныхъ 
точекъ  находится  въ  равновесШ,  то  это  равновеае  не  нарушается,  если 
ввести  между  точками  системы  новыя  связи,  не  препятствующая  суще- 
ствующему расположенш  точекъ.  Наприм'Ьръ,  равновЬые  системы  четы- 
рехъ  точекъ.  связанныхъ  последовательно  нитями  не  нарушится,  если 
еще  связать  нитями  эти  точки  попарно  по  даагоналямъ  образуемаго  ими 
четырехугольника.  Этотъ  принципъ  введеюя  новыхъ  связей  особенно 
полезенъ  въ  вопросахъ  о  равновЬсш  въ  сл4дующемъ  частномъ  вид*,  въ 
которомъ  его  можно  назвать  принципомъ  отвердЬвашя:  Существую- 
щее уже  равновес1е  системы  матер1альныхъ  точекъ  не  нару- 
шается, если  ввести  так1я  новыя  связи,  которыя  эту  систему 
обращаютъ  въ  неизменяемую.  Наприм'Ьръ,  если  система  двухъ  ма- 
тер1альныхъ  точекъ,  связанныхъ  между  собою  нитью,  находится  въ  равно- 
вЬст,  то  равнов^е  не  нарушится,  если  нить  заменить  твердымъ  стер- 
жнемъ,  им'Ьющимъ  ту  же  массу.  Или  Наприм'Ьръ,  если  жидкость  нахо- 
дится въ  равновйсш,  то  это  равнов'Ьае  не  нарушится,  если  жидкость  отвер- 
Д'Ьетъ,  сохраняя  свою  внешнюю  форму,  объемъ  и  плотность.  Точно  такъ  же, 
если  изменяемая  система  состоитъ  изъ  системы  твердыхъ  гЬлъ,  связан- 
ныхъ какимъ-либо  образомъ  между  собою,  и  находится  въ  равнов-Ьпи,  то 
это  равнове^е  сохранится  и  тогда,  когда  мы  введемъ  новыя  связи,  обра- 
щавшая всю  систему  въ  одно  неизменяемое  гЬло. 

Важное  значеюе  принципа  отверд4ваемости  въ  статике  со- 
стоитъ въ  следующемъ:  онъ  показываетъ,  что  въ  числе  услов1й 
равновес1Я  изменяемой  системы  заключаются  услов1я  равно- 
вес1я  твердаго  тела.  Если  система  свободная,  т.  е.  если  имеются  связи 
только  между  точками  системы,  то  полное  число  условШ  ея  равновес1я 
более  шести,  но  между  ними  находятся  все  шесть  условШ  равновеыя 
твердаго  гЬла.  Если  данная  система  не  свободная,  то  въ  числе  ея  усло- 
вШ равновеая  заключаются  некоторый  изъ  условШ  равновЬс1я  твердаго 
гЬла,  сообразно  съ  гЬмъ,  какое  несвободное  твердое  тело  получается  при 
отвердеванш  данной  системы  матер1альныхъ  точекъ. 

409.  Аналитическое  значеше  принципа  отвердЪваеиости.  Этотъ  прин- 
ципъ позволяетъ  отделить  те  услов1я  равновес1я,  которыя  содержать  только 
внепшя  силы  и  внепшя  сопротивлешя,  отъ  условШ,  содержащихъ  вну- 

П.  Сожовъ.— Основан!  я  тсорст.  механики.  24 
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треншя  силы.  А  именно,  внутреншя  силы,  действующа  меаду  какими- 
либо  двумя  точками  системы,  всегда  равны,  противуположно  направлены 
и  дЬйствуютъ  по  одной  прямой;  поэтому  алгебраическая  сумма  ихъ  проекцШ 
на  какое-либо  направлеше,  а  также  алгебраическая  сумма  ихъ  моментовъ 
относительно  какой-либо  оси  равна  нулю,  и  поэтому  въ  услов1яхъ  равно- 
вЬс1я  твердаго  гЬла  исчезаетъ. 

РавновЗкле  веревочнаго  многоугольника,  обпця 
оообраясетя. 

410.  Натяжетя  нитей.  Разсмотримъ  п  матер1альяыхъ  точекъ,  связан- 
ныхъ  между  собою  последовательно  нерастяжимыми  нитями  (или  верев- 
ками). Такую  систему  называютъ  веревочнымъ  многоугольникомъ. 
Массами  нитей  мы  будемъ  пренебрегать.  Въ  каждой  точки  М.  этой  си- 
стемы приложена  внешняя  сила  Р{\  а  между  каждыми  двумя  соседними 
точками  системы,  М4  и  ЛГ*+ь  если  связывающая  ихъ  нить  натянута,  дЬй- 
ствуютъ  внутреншя  силы,  сопротивлетя  этой  нити.  Эти  силы  условимся 
называть  натяжешями  и  обозначать  сл*Ьдующимъ  образомъ:  Т,-,  м  будеть 
означать  натяжеше,  приложенное  въ  точкЪ  М4  и  зависящее  отъ  ея  связи 
съ  точкою  М{+1\  21+-1,*  будетъ  означать  натяжеше,  приложенное  въ  точкЬ 
М{+г  и  зависящее  отъ  ея  связи  съ  точкою  М4.  Эти  дв*  силы  равны  н 
прямо  противуположны;  такъ-что 

Т^м-1-ТМщ4  =  0.  (630) 

Роль  натяжешя  въ  равнов^сш  веревочнаго  многоугольника  лучше  всего 
представить  себ'Ь  слЬдующимъ  образомъ.  Если  разрезать  нить  между  ка- 
кими-либо двумя  точками  М{  и  М{+\  системы,  то  равнов'Ьае  частей 
М1М%шш.М1  и  МмМъ*.%...Мп  многоугольника  нарушится;  но  можно  это 
равновМе  сохранить,  приложивъ  для  первой  части  въ  точк*  Л/,.,  а  дхя 
второй  части  въ  точкЬ  Мм  силы  Г,-,м-1  и  Тм%%- 

411.  Неизвестный  въ  задач*  о  равновЪсж  веревочнаго  нногоуголышжа. 
Каждая  точка  Мл  веревочнаго  многоугольника  находится  въ  равнов*сш 
подъ  д'Ьйствгемъ  трехъ  силъ:  Р#  Т,-,,_1  и  Т,^ч.ь  и  только  дв*Ь  крайв1я 
его  точки,  Мг  и  Жя,  если  многоугольникъ  не  замкнутый,  испытываюгь 
д'Ьйств1е  только  двухъ  силъ  Р„  71,2  и  Рп,  Тн%п-г.  Выражая,  на  основа- 
ми принципа  освобождаемости,  услов1я  равнов'Ьсхя  каждой  отдельной  точки 
многоугольника,  получаемъ  слЪдующШ  рядъ  геометрическихъ  зависимостей: 

^ч-г,,,    =о, 

Р  +  Г2,1  4-55,8       =0, 


11  +  Гм.,  +  ^+1  =0, 

Рп— 1  -Ь  Тя_1,й_2-4-   7ц— ],п  =  О, 
^Я-+-Гл,  „_!  =  (). 


(63П 
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Въ  аналитической  форм*,  при  проектировали  на  координатный  оси,  эти 
зависимости  дадутъ  Зи  уравненШ,  связывающихъ  проекции  вн-Ьшнихъ  силъ 
и  натяжешй.  Съ  другой  стороны,  неизвестными  являются  Зп  координатъ 
точекъ  системы  и  п  —  1  величинъ  натяжешй;  направлешя  же  натяжешй 
будутъ  уже  известны  но  положенью  точекъ  системы.  Для  определешя 
4н—  1  неизв4стныхъ  мы  имйемъ  столько  же  и  уравненШ;  а  именно  пред- 
полагаются известными  длины  ?1,2,  ^2,з,  ..лп-1,п  нитей,  а  это  даегъ  п — 1 
уравненШ  вида: 

(5,  —  1<+хУ  -+-  {уи  —  ч+гУ  -ь  (Ь  —  Ь-и)1  =  1\  м,        (632) 

которыя  вместе  съ  Зп  вышеуказанными  уравнешями  и  составляюсь  все 
требуемое  ихъ  число. 

Если  многоугодьникъ  замкнутый,  то  число  натяжешй  равно  числу  его 
вершинъ,  такъ-что  число  всйхъ  неизвгЬстныхъ  4«;  но  зато  теперь  при- 
соединяется еще  одно  условное  уравнеше: 

(6.  -  «'  +  <Ч.  -  %У  "Ь  (Ся  -  ^У  =  Рщ  1-  (633) 

412.  Случай  неопределенности  р-Ьшемй.  РЬшеше  указанныхъ  уравне- 
шй можегь  быть  только  тогда  вполне  опред'Ьленнымъ,  когда  вн'Ьшшя  силы 
зависятъ  отъ  положенШ  точекъ,  т.  е.  когда  проекцш  этихъ  силъ  суть 
функцш  координатъ.  Это  будетъ,  если  наприм'Ьръ  д4йствуютъ  притяга- 
тельный или  оггалкивательныя  силы,  или  если  точки  разсматриваемаго  ве- 
ревочнаго  многоугольника  соединены  упругими  нитями  съ  неподвижными 
точками,  и  т.  п.  Въ  противномъ  случае  въ  числе  уравнешй  будутъ  татя, 
которыя  не  содержать  координатъ;  потому-что,  по  принципу  отвердевав- 
мости,  въ  числе  условШ  равнов4с1я  будутъ  существовать  услов1Я  только 
между  внешними  силами.  Тогда  задача  остается  неопределенною,  пока 
не  будутъ  даны  еще  кашя-либо  добавочныя  услов1я.  Появлеше  этой  не- 
определенности понятно:  представимъ  себе  свободный  веревочный  много- 
угольникъ, т.  е.  такой,  въ  которомъ  точки  связаны  только  между  собою; 
если  на  него  д1>йствуютъ  ташя  вн'Ьшшя  силы,  величины  и  направлешя 
которыхъ  отъ  положенШ  точекъ  не  зависятъ,  то  находяпцйся  въ  равно- 
весие многоугольникъ  можно  безъ  изм-Ьнешя  его  формы  какъ  угодно  пе- 
ремещать поступательно  въ  пространстве,  и  равновЬсге  отъ  этого  не  на- 
рушится, такъ  какъ  тогда  во  всякомъ  новомъ  его  положены  действге  вне- 
шнихъ  силъ  по  отношешю  ко  всемъ  его  точкамъ  остается  прежнимъ. 
Отсюда  ясно,  что  въ  такомъ  случае  добавочныя  услов1я  должны  состоять 
въ  томъ,  чтобы  было  указано  положение  въ  пространстве  одной  изъ  то- 
чекъ многоугольника  или  были  даны  друпя,  равносильный  этому  услов1я. 

413.  Многоугольникъ,  укрепленный  своими  концами.  Некоторую  особен- 
ность представляетъ  важный  въ  практическомъ  отношеши  случай  равно- 
в4еш  веревочнаго  многоугольника,  двЬ  крайнихъ  точки  котораго,  Мх  и  Мп, 
соединены   помощью  нерастяжимыхъ  нитей  съ  двумя  неподвижными  точ- 

24* 
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нами  А  и  2?.  Зд*сь  является  Ап  -+- 1  неизв-Ьстныхъ:  Зл  координатъ  и 
мн-1  натяжешй,  такъ  какъ  къ  п  —  1  натяжешямъ  меящу  точками  си- 
стемы присоединяются  натяжешя  Тиа  и  ТПуЪ  крайнихъ  нитей.  Число 
уравненШ  также  увеличивается:  къ  Зга  услов1ямъ  равновЪая  отдЪльныхъ 
точекъ  системы  и  къ  (п  —  1)  уравнешямъ  вида  (632)  присоединяются 
уравнен1я: 

(?.  -  У3  -+-  (ч.  -  *),)'  +  К.  -  «»  =  Р.,  „ 

&  -  оа  +  (ч.  -  ч.)а  •+-  си  -  у  =  р».- 

Неопределенности  решетя,  и  при  независимости  вн'Ьшнихъ  силъ  стъ  ко- 
ординатъ, теперь  уже  не  будетъ,  потому- что,  по  принципу  отверд-Ьваемостн 
и  по  принципу  освобождаемое™,  въ  услов1Я  равнов*с1я  вн'Ьшнихъ  силъ 
будутъ  входить  сопротивления  точекъ  привеса,  т.  е.  силы  Т1%а  и  7*,„;  а 
проекщи  этихъ  силъ  содержать  координаты,  а  именно  он*  выражаются 
такъ:  ы        ъ  *»        •* 

Т  а  1  Т        ^о  ^1  Т        ^Д  ^1 

*а,  1  *а,  1  *а,  1 

Т         ь  п  Т       ^*         Лп  гр       ъь  ^>я 

*&,  п  *&.  *  **,  ♦« 

Не  останавливаясь  дальше  на  аналитическомъ  р-Ьшенш  вопроса  о  равно- 
в^сш  веревочнаго  многоугольника,  обратимся  къ  геометрической  и  гра- 
фической методамъ. 

Геометрическое  и  графическое  изслФдоваше  равнов&ня 
веревочнаго  многоугольника. 

414.  ОлредЪлете  натяжешй  и  формы  многоугольника.  Обращаясь  опять 
къ  случаю  многоугольника,  не  закр'Ьпленнаго  своими  концами,  раземотримъ 
уравнения  (С31).  Суммируя  первыя  г  изъ  этихъ  уравнешй  и  принимая 
во  внимаше  зависимости  вида  (030),  находимъ: 


или 


т.  е.  натяжеше  какой-нибудь  стороны  незамкнутаго  веревоч- 
наго многоугольника  определяется  геометрическою  суммок» 
всЬхъ  вн'Ьшнихъ  силъ,  находящихся  по  одну  сторону  отъ  раз- 
сматриваемаго  его  элемента. 

ИмгЬя  этотъ  результатъ,  мы  можемъ  построить  весь  веревочный  много- 
угольникъ.  Будемъ  сначала  предполагать,  что  онъ  не  закрЗшденъ  своими 
концами.  Длины  его  сторонъ  предполагаются  данными;  кромЬ  того,  ддя 
полной  определенности  задачи,  будемъ  предполагать  заданнымъ  положеше 
одной  изъ  его  вершинъ,  М4  (§  412).   Изъ  Ж,  проведемъ  прямую  по  на- 


Т{,  ,+1  =  -  (*\  -н  Ъ\  -+- . . .  -*-  *',) 

(634) 

г.ч-1,  .•  =  —  г;-,  м  =  '^  +  1;  +  ...  +  ^ 

(635) 
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иравленш  Т..  м  и  отложимъ  на  ней  отр'Ьзокъ  1^м\  конецъ  его  дастъ 
точку  Мм\  продолжая  такимъ  образомъ  дальше,  мы  можемъ  дойти  до 
точки  Жя.  Проведя  изъ  М4  прямую  по  направленно  Т,,,-_  и  отдоживъ 
на  ней  отр'Ьзокъ  ^-1,,,  мы  найдемъ  точку  Ж,__,  и  можемъ  вообще  до- 
строить остальную  часть  многоугольника. 

415.  Многоугольникъ  Вариньона.  Для  опред'Ьлешя  посл'Ьдовательныхъ 
натяженШ  нитей  и  фигуры  многоугольника,  весьма  удобенъ  сл4дуюпцй 
графически  щпемъ,  основанный  на  построены  многоугольника  силъ. 
Изъ  произвольной  точки  О  (фиг.  174)  проведемъ  векторы  ОА19  АХА^ 
А2Аг,...  геометрически  равные  силамъ  1\,  Ра,  Ръ, ...  Если  веревочный 


Фиг.  174. 

многоугольникъ  находится  въ  равнов'Ьсш,  то  многоугольникъ  силъ  будетъ 
замкнутымъ.  Действительно,  складывая  всЬ  уравнешя  (631),  находимъ: 


*1 


Р-  =  0. 


1(636) 


Вс*Ь  прямыя,  соединяюнця  вершины  многоугольника  съ  точкою  О,  пред- 
ставляютъ  по  величине  и  по  направлешю  натяжешя;  а  именно,  по  фор- 

муламъ  (631)  и  (634):        _____ 

А10  =  —  1\  =  Г,,  2, 

А20  =  А^АХ  ч-  А^О  =  —  (Рх  -4-  _Ра)  =  Т2,з, 


АгО  =  А*АМ  -+-  А<-г0  =  —  (1\  -+-  Р2  -+-...  -ь  1\)  =  Г,. 


•4-1- 


Вся  построенная  фигура  носить  назваше  многоугольника  Вариньона 
(Уапепоп,  1654—1722). 

Мы  видели,  что  если  веревочный  многоугольникъ  находится  въ  равно- 
весии то  многоугольникъ  Вариньона  замкнутый  и  направлешя  всЬхъ  силъ 
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пересекаются  въ  немъ  въ  одной  точки.  Если  мы  хотимъ,  наоборотъ, 
узнать,  находится  ли  данный  веревочный  многоугольникъ  при  действш 
данныхъ  силъ  въ  равновесш  или  н4тъ,  мы  должны  построить  многоуголь- 
никъ силъ  и  изъ  вершинъ  его  провести  прямыя,  параллельныя  сторонамъ 
веревочнаго  многоугольника.  Если  все  эти  прямыя  пересекутся  въ  одной 
точк4  О,  то  равновес1е  существуетъ,  въ  противномъ  же  случае  его  не  бу- 
детъ.  Действительно,  каждый  изъ  треугольниковъ  А^-хАцО  имеетъ  своими 
сторонами  векторы,  геометрически  равные  тремъ  силамъ,  Д*-1,  Р*,  7*,м, 
приложеннымъ  въ  одной  и  той  же  вершине  М^  веревочнаго  многоуголь- 
ника; и  если  треугольникъ  АилА\0  действительно  существуетъ,  то  это  слу- 
жить признакомъ  равновес1я  точки  Ж",,  такъ  какъ  для  равновес1я  трехъ 
силъ,  приложенныхъ  въ  одной  точке,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  оне 
образовали  треугольникъ.  Это  разсуждеше  можетъ  быть  приложено  къ  ка- 
ждой отдельной  вершине  веревочнаго  многоугольника,  который  поэтому 
только  тогда  и  можетъ  находиться  въ  равновесш,  когда  все  прямыя,  па- 
раллельныя его  сторонамъ  и  проведенныя  изъ  вершинъ  многоугольника 
силъ,  пересекутся  въ  одной  точке  О,  служащей  началомъ  и  концомъ  много- 
угольника силъ. 

416.  Приложеме  многоугольника  Вариньона  къ  случаю  занкнутаго  вере- 
вочнаго многоугольника.  Если  веревочный  многоугольникъ  замкнутый,  то 
первое  и  последнее  изъ  уравненШ  (631)  заменяются  следующими: 

рх  +  Т19Щ-*-Ти%     =  0, 

К-*   Гп.1-ьГй.п^=0. 

Складывая  ихъ  съ  остальными  уравнешями  той  же  системы,  опять  нахо- 
димъ   зависимость   (636),    необходимую    для   существовашя    равновеш 


И  къ  настоящему  случаю  можетъ  быть  приложенъ  графически  пр1емъ 
Вариньона;  для  этого  нужно  только  представить  себе,  что  нить  МпМх 
разрезана  въ  двухъ  какихъ-либо  ея  точкахъ  В  и  С  (фиг.  175)  и  въ  нихъ 
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приложены  силы  Р  и  Р\  геометрически  равный  бывшимъ  прежде  натя- 
жешямъ  Т\%п  и  ТнЛ  этой  нити.  Такъ  какъ  отъ  этого  равновеые  много- 
угольника не  нарушается,  а  онъ  сделался  незамкнутымъ,  то  можно  при- 
ложить построеше  предыдущаго  параграфа.  Итакъизъ  произвольной  точки  О 
проведемъ  векторъ  ОА0  —  Р=Т1%Пу  потомъ  АцА1  =  1?и  ^.^  =  1^, . . . 
пока  не  придемъ  къ  точке  Ая.  Эта  точка,  въ  случае  равнове^я,  должна 
совпадать  съ  точкою  А$,  потому-что  по  условш  (636)  многоугольникъ 
данныхъ  силъ  замкнутый.  Векторъ  АпО  представить  собою  по  величин* 
и  по  направление  натяжете  Тп,  1  =  I4.  Итакъ,  отлич1е  случая  замкну- 
таго  веревочнаго  многоугольника  отъ  незамкнутаго  состоитъ  въ  томъ,  что 
точка  О  находится  внутри  многоугольника  силъ.  Все  прямыя,  проведен- 
ный изъ  его  вершинъ  къ  точке  О,  попрежнему  опред'Ьляютъ  натяжешя 
по  величин*  и  по  направлешю.  Если  бы  положение  точки  О  внутри  много- 
угольника А1А2...Ап  было  известно,  то  можно  было  бы  по  заданнымъ  си- 
ламъ  построить  самый  веревочный  многоугольникъ,  какъ  это  было  показано 
въ  §414.  Мы  не  будемъ  указывать  способовъ  нахождешя  точки  О,  такъ 
какъ  это  слишкомъ  отвлекло  бы  насъ  въ  область  графической  статики 
и  имеющей  здесь  приложеше  геометрической  теор1И  взаимныхъ  фи- 
гуръ;  но  зам'Ьтимъ  лишь,  что  и  теперь  легко  определить,  находится  ли 
данный  замкнутый  веревочный  многоугольникъ  въ  равнов^сш  или  нЬтъ: 
для  этого  нужно  посмотреть,  будетъ  ли  многоугольникъ  силъ  замкнутый, 
и  если  онъ  замкнутый,  то  провести  изъ  его  вершинъ  прямыя,  параллель- 
ный сторонамъ  веревочнаго  многоугольника  и  посмотреть,  будугь  ли  он* 
все  пересекаться  въ  одной  точке. 

417.  Приложеше  многоугольника  Вариньона  къ  веревочному  многоуголь- 
нику еъ  неподвижно  закрепленными  концами.  Предположимъ  теперь,  что 
веревочный  многоугольникъ  укрепленъ  своими  концами  въ  двухъ  непо- 


Фиг.  176. 


движныхъ  точкахъ  А  и  В  (фиг.  176).  Въ  этомъ  случае  неизвестны  на- 
тяжен!я  Т\%  а  и  Тп%  ь  крайнихъ    нитей;   мы    знаемъ    однако-же,  что  они 
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должны  уравновешиваться  съ  данными  силами  и  поэтому  образовать  съ 
ними  замкнутый  многоугольникъ.  Итакъ,  построимъ  сначала  незамкнутый 
многоугольникъ  данныхъ  силъ  и  предположим^  что  найдена  точка  О. 
удовлетворяющая  услов1ямъ: 

Признакомъ  правильности  выбора  точки  О  будетъ  при  этомъ  служить 
следующее.  Д'Ьлая  по  общему  правилу  построете  веревочяаго  много- 
угольника, пользуясь  для  этого  многоугольникомъ  Вариньона  и  исходя 
при  этомъ  изъ  точки  А,  мы  должны  придти  ко  второй  точк^  укрепления 
многоугольника.  Мы  не  будемъ  впрочемъ  вдаваться  въ  построен1я,  веду- 
пця  къ  опред'Ьлешю  действительная)  полоясешя  точки  О. 

3.  399.  Дв&  тяжелыя  матер!альныя  точки,  связанный  нерастяжимою  нитью, 
подв-вшаны  помощью  двухъ  спиральныхъ  пружинъ  къ  двумъ  неподвижнымъ 
точкамъ  А  и  В.  Определить  аналити чески мъ  путемъ  подожешя  равновйси* 
системы  и  натяжешя.  предполагая,  что  натяжете  каждой  пружины  пропор- 
щонально  ея  длин*.  Ръшеше  сводится  къ  ръшсшю  пяти  уравнетй  съ 
пятью  неизвестными:  Ц,,  Сц  Ё3>  С21  ^иа»  если  предполагать,  что  координатная 
плоскость  (![(;)  вертикальна  и  содержитъ  точки  А  я  В. 

3.  400.  Веревочный  треугольникъ  М1М9Мг  (фиг.  177)  находится  въ  равно- 
въсш  при  дАёствш  трехъ  данныхъ  силъ,  постоянныхъ  по  величине  и  по   на- 


л% 


Фиг.  177. 

правление*.  Определить  натяжешя.  Ръш.:  Въ  случав  равновъчпя  силы  &„  2^, 
]?ъ  должны  пересъкаться  въ  одной  точкъ;  поэтому  мы  найдемъ  положете  ве- 
ревочнаго  треугольника,  если  изъ  произвольной  точки  С  проведемъ  прямыя 
САХ,  СА2  и  СА3  по  направлешямъ  данпыхъ  силъ  и  помъстимъ  данный  тре- 
угольникъ такъ,  чтобы  его  вершины  лежали  на  этихъ  прямыхъ.  Для  выпол- 
нения этого  построен!я  можно  воспользоваться  свойствами  эллиптическаго 
движен1я  плоской  фигуры  (§  114).  Посл-в  этого,  построивъ  треугольникъ  силъ, 
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В&В*  проведеиъ  изъ  его  вершинъ  пряыыя,  параллельный  сторонамъ  вере- 
вочнаго треугольника.  Согласно  теорш  (§  416),  эти  пряиыя  пересекутся  въ 
одной  точки  0\  0ВП  0Ба,  0Вг  нредставятъ  тогда  натяжетя  по  величин*  и 
по  направлению. 

3.  401.  Веревочный  многоутольникъ  укр-впленъ  своими  концами  непо- 
движно, причемъ  я  =  2.  Составить  уравнешя  для  опред'Ьлетя  вс*хъ  неиз- 
в^стныхъ  въ  случай  равнов&сгя. 

3.  402.  Сделать  въ  задачъ  401  построете  фигуры  Бариньона  (§  417)  и,  вы- 
бравъ  внутри  его  точку  О  произвольно  и  зная  длину  одной  изъ  нитей,  опре- 
делить остальпыя.  Для  ръшен1я,  заъгвтимъ,  что  полоясетемъ  точки  О  опре- 
деляется уже  направление  всъхъ  трехъ  нитей;  поэтому,  зная  положетя  точекъ 
укрЬплешя  концовъ  многоугольника  и  длину  одной  изъ  нитей,  легко  опреде- 
лить остальныя. 

3.  403.  Составить  задачу,  аналогичную  предыдущей  для  случая  п  =  3. 

3.  404.  Построить  многоугольникъ  Бариньона  для  системы  параллельныхъ 
силъ  и  показать,  что:  1)  въ  случай  равновъс1я  веревочный  многоугольникъ 
плосшй  и  2)  проекщн  всъхъ  натяжеши*  на  направлеше,  перпендикулярное  къ 
силамъ  и  параллельное  плоскости  многоугольника,  равны. 

3.  405.  Показать  для  замкнутаго  веревочнаго  многоугольника,  что  если 
точка  О  фигуры  Бариньона  находится  въ  одной  изъ  ея  вершинъ,  то  натяже- 
Н1в  одной  изъ  сторонъ  многоугольника  равно  нулю;  а  если  точка  О  находится 
вне  периметра  фигуры  Бариньона,  то  некоторый  изъ  натяжешй  обращаются 
въ  давлен1я,  такъ  что  для  возможности  равновъсхя  соответственный  нитп 
должны  быть  замънены  твердыми  стержнями. 

Равнов*с1в  системы  сочдененныхъ  стержней. 

418.  06Щ1Я  соображемя.  Основашемъ  при  р'Ьшенш  этого  вопроса,  ко- 
торый близко  стоить  къ  задач*  о  веревочномъ  многоугольник*,  могутъ 
служить  соображен!я,  приведенный  въ  §  407.  Можетъ  случиться,  что  от- 
носительно веревочнаго  многоугольника  выполнены  вс*  требу емыя  усло- 
В1я  равнов'Ьсхя,  за  нсключешемъ  гЬхъ,  которыя  касаются  направлений  на- 
тяжешй отд*льныхъ  сторонъ  многоугольника,  т.  е.  можетъ  случиться,  что 
силы  Г,,  ,«^1  и  ТМч  •  будутъ  не  растягивать,  а  сжимать  нить  М.Ж*+1. 
Тогда,  всл'Ьдств1е  гибкости  нитей,  равнов'Ьые  фактически  будетъ  невоз- 
можно; но  его  можно  возстановить,  замйнивъ  нить  МйМг+\  твердымъ 
стержнемъ  (см.  задачу  405).  Очевидно,  что  и  вообще  равнов^ые  вере- 
вочнаго многоугольника  сохраняется,  если  всЬ  его  элементы  заменить 
твердыми  стержнями,  соединенными  въ  вершинахъ  многоугольника  шар- 
нирами, которые  позволяли-бы  угламъ  многоугольника  произвольно  изме- 
няться. Къ  такой  систем*,  если  предполагать,-  что  внЪштя  силы  прило- 
жены только  въ  вершинахъ  многоугольника,  вполн;Ь  приложимы  услов1я 
равнов-Ьс1я  веревочнаго  многоугольника,  а  также  и  графически  методъ 
его  пзучешя.  Однако-же  является  и  существенное  отличге  этого  случая 
отъ  предыдущаго:  если  въ  веревочномъ  многоугольник*  изменить  напра- 
влетя  всйхъ  вя*Ьшнихъ  силъ  на  противуположныя,  сохраняя  ихъ  вели- 
чины и  точки  приложен1я,  то  онъ  не  останется  въ  прежнемъ  положены 
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равнов'Ьсш,  такъ  какъ  вс*  силы  натяжешя  обратятся  въ  силы  сжимашя; 
то-же  самое  преобразование  силъ  въ  системе  сочлененныхъ  стержней  не 
изменить  положен1я  равнов^ыя  системы,  хотя,  правда,  устойчивое  равно- 
в-Ьс1е  можетъ  при  этомъ  обратиться  въ  неустойчивое  или  обратно. 

Сказаннаго  достаточно,  чтобы  бол*е  не  обращаться  къ  вопросу  о 
равнов*Ъсш  такой  системы  стержней,  въ  которой  силы  приложены  въ  ея 
вершинахъ;  дал'Ье  мы  будетъ  предполагать,  что  он*  приложены  въ  какихъ- 
либо  другихъ  точкахъ  каждаго  члена. 

419.  Равновесие  ц*пи,  состоящей  изъ  стержней,  двигающихся  парал- 
лельно плоскости  и  соединенныхъ  последовательно  между  собою  и  съ  не- 
подвижными опорами  помощью  шарнировъ.  Пусть  эта  ц1шь  состоигь  изъ 
п  членовъ  Ан  А2, ...  Ап.    Каждый    членъ   А1  находится  въ  равновкш 

подъ  д*йств1емъ  вн4шнихъ  снлъ 
и  приложенныхъ  на  его  кон- 
цахъ  В <-1,  г  и  В*.  ,ч-1  (на  осяхъ 
шарнировъ)  сопротивлешйР,-,,-! 
и  Р»,  <+1  (фиг.  178),  который  на 
него  оказываютъ  члены  А^\  и 
А4+1.  Направлешя  этихъ  сопро- 
тивлешй  намъ  теперь  неизвест- 
ны, и  они  вообще  говоря  не 
совиадаютъ  съ  направлентямн 
стержней;  но  во  всякомъ  случаФ  мы  должны  принимать,  что 

Р,, ,. ,  ч- Р*-,.  <  =  О,     Р^1.,-ьРм+1  =  0.  (637) 

Составляя,  на  основанш  изложеннаго  въ  §  407  принципа,  услов1я  равно- 
в*с1я  каждаго  отд^льнаго  члена,  мы  получаемъ  Зп  уравненШ.  Число 
всЬхъ  сопротивлешй  равно  п-+-1,  такъ  какъ  кром*  п — 1  сопротивленШ 
между  членами  ц'Ьпи  въ  услов1я  равнов,Ьс1я  входягь  еще  сопротивлешя 
на  концахъ  ц'Ьпи;  следовательно  имеется  2  (п-ь  1)  неизв'Ьстныхъ.  Осталь- 
ныя  т=3я — 2(п-*-1)  =  и— 2  уравненШ  должны  быть  достаточны  для 
опред,Ьлен1я  положешя  ц'Ьпи.  Въ  этомъ  можно  и  непосредственно  убе- 
диться сл*дующимъ  разсмотрйшемь. 
Положимъ  сначала,  что  п  =  2,  н 
поэтому  т  =  0.  Положеше  такой 
ц'Ьпи  напередъ  известно,  т.  е.  незави- 
симо отъ  дЭДствующихъ  силъ,  если 
предполагать,  что  длины  стержней 
даны.  Число  возможныхъ  положенШ 
равно  впрочемъ  двумъ;  поэтому  ддя 
однозначности  должно  быть  напередъ  указано,  куда  обращенъ  шарниръ 
■^1,2,  соединяющШ  члены  Ах  и  А2.  Если  п=3,  то  т=\;  положете  та- 
кой ц'Ьпи  можетъ  быть  определяемо  однимъ  угломъ  аг  (фиг.  179),   кото- 


Фиг.  179. 
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рый  образуегь  одинъ  изъ  ея  членовъ  съ  какимъ-нибудь  даннымъ  напра- 
влешемъ.  Зная  длину  члена  Ах,  мы  найдемъ  положеше  точки  В1л2,  а 
поел*  этого  само-собою  определятся  два  геометрически  возможныхъ  по- 
ложенш  ВиъВгъВъо  и  В\ ,2623-83,0  остальной  части  ц^пи.  Идя  последо- 
вательно, легко  видеть,  что  положеше  четырехчленной  ц*пи  можетъ  быть 
определяемо  двумя  углами  аг  и  аа,  образуемыми  членами  Ах  и  А2  съ 
даннымъ  постояннымъ  направлешемъ,  и  вообще  п — членная  цепь  п — 2 
углами  <*!,  аа  ...  а»_2.  Указанный  выше  услов1я  равновес1я  не  даютъ 
впрочемъ  однозначныхъ  р^шенШ  для  этихъ  угловъ.  Для  однозначности 
рЬшешя  нужно  принять  во  внимате  добавочное  требоваше,  чтобы  равно- 
вейе  было  устойчивымъ;  напр.  для  трехленной  цепи,  подверженной  дей- 
ствию силы  тяжести,  этому  требовашю  удовлетворяетъ  только  одно  поло- 
жеше цепи  ДиДиа,  -Вя.»2?8.о  (фиг.  179). 

420.  РавновеЫе  цепи,  составленной  изъ  тяжелыхъ  стержней.  Мы  огра- 
ничимся предположешемъ,  что  центры  тяжести  находятся  въ  срединахъ 
стержней.  Возьмемъ  ось  (5)  горизонтально,  а  ось  (у\)  по  направленно 
силы  тяжести,  будемъ  направлеше  стержней  определять   ихъ  углами  съ 


Я 

Фиг.  180. 
осью  (т|)  и  напишемъ,  что  алгебраическая  сумма  моментовъ  всехъ  силъ, 
дЬйствующихъ  на  членъ  А„  относительно  его  конца  Д_1, ,-  равна  нулю 
(фиг.  180);  принимая  для  этого  временно  начало  координатъ  въ  точке  Д_1.  ^ 
и  составляя  для  силъ  Р4  и  Р,,  м  выражение  момента  по  схеме:  2  (Ш — т,Е), 
находимъ: 

А<  81П  а. .  Н,-,  |4_,  —  А ,  соз  а. .  2 ,,  1+1  -+-  ^  Р4Ай  згп  а.  =  О, 

где  3,-,|Ч.!  и  Н.,,4-1  означаютъ  проекщи  силы  Р^.м,  или 


-».  »-Ы  008  а.  -Н  Н,,  1Н_1  8111  <Х.  -+-    0   Р.  81П  а .  =  0. 


(638) 


Составляя  подобнымъ-же  образомъ  условье  для  моментовъ  силъ,  действую- 
щихъ  на  членъ  А^и  относительно  точки  Вы%м  и  принимая  во  вни- 
маше,  что  по  условш  (637) 


Ч  «-1-1  Н-   й*Ч-1,  г  =  О,       Н,,  ,-4-1   -4-  Н*_и,  ,'  =  О, 


(639) 
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находимъ 

—  Е^  ,+1  С08  а|+1  Ч~  Н,-,  ,4-1  зги  агЧ.!  —  ^  ^4-1  лп  «/+1=  0.  640) 

Исключете  И,-,  ^  изъ  уравнетй  (638)  и  (640)  даетъ: 

2,,  ,+1  (со(да.  —  со(да{+1)  =  ~  (Р.  ч-  *■,+,).  (641) 

Подобное-же  разскотрЪше  членовъ  ^4,4-1  и  Ам  приводить  къ  завясимо- 
стямъ: 

—  3|Ч-1;  ,ч.2  С08<Х{+1  Ч-  Н,4-1,  ,4-2  зги  сс^  -К  ^  2^4-1  «п  а,_м  =  О, 

2,41,  «+2  С08  а,4-2  -+■  Н,4-1,  ,4-2  81П  а.4-2  Ч-   2  ^«4-2  «П  <Х,4-2  =  О, 

откуда    Е^  ^  ^^  ^^  _  ^  ^^  _  1_  ^^  _^_  ^^  ^^ 

Выражая  для  силъ,  дМствующихъ  на   членъ  -4,4-1,  что  22=0,  имЪемъ: 

2,4-1,  г  -+"    21Н-1,  ,4-2  =  О, 

и  поэтому,  на  основанш  равенствъ  (639) 

2,\  ,4-1  =    2*-М,  •4-2, 

т.  е.  во  всЬхъ  шарнирахъ  проекщи  натяжеюй   на  горизонталь- 
ную ось  равны.  При  помощи  этого  равенства  формулы  (641)   и   (642) 

даютъ:  .  . 

соЦ  «,  —  соЬдъ+х  _  со1д_*м  —  оо1д  д,4-2  (     ^ 

?;+гы    -    ^,4-^-4-^4-2  ^ь  } 

Для  составлетя  этого  равенства  потребовалось  разсмотр-Ьте  трехъ 
смежныхъ  членовъ  ц*Ьпи;  такихъ  комбинаций  можно  сделать  п — 2  и  по- 
лучить столько  же  зависимостей  вида  (643).  Пусть  будутъ  а  и  Ъ  проек- 
цш  прямой  Б0,1  Д»,0  на  осяхъ  координатъ;  изъ  геометрического  равенства 


А1   -н  А2  ч-  .. .  ч-  Ап  =  В0,\Вп,о 
получаемъ  еще  дв*  зависимости  между  углами: 

Ах  зш  а1  ч-  А3  8т  а2  ч-  ...  ч-  Ап  8гп  ап  =  а, 

Ах  соз  а1  ч-  А3  соз  а2  ч-  ...  ч-  Ап  соз  ап  =  Ь, 

и  им'Ьемъ  теперь  п  уравнетй  для  опред-Ьлетя  п  угловъ  а1Э  а2, ...  ап. 

Посл-Ь  того  какъ  эти  углы  будутъ  вычислены,  легко  найти  и  натяже- 
шя  во  всЬхъ  шарнирахъ.  А  именно,  изъ  уравнетй  вида  (638)  и  (640) 
найдемъ  Р1.2,  ^,з,  ...  Рп-\,п,  а  для  опредЬлетя  натяжетя  въ  точкахъ 
Б0,1  и  ВПч0  напишемъ  услов1я  12=  0  и  ХН=0  для  крайнихъ  членовъ: 

21,0  Ч-   21,2  =  0,       2*,  п-1  -+-  2п,о  =  О, 

Нт,0  -ь  Н,,2  -к  Г,  =  О,     Н„,  „_!  ч-  Нм,0  ч-  1\  =  0. 
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3.  406.  Два  тяжелыхъ  стержня  Л^  и  А%  соединены  шарнлромъ;  вромЬ  того 
стержень  Аг  им*Ьетъ  неподвижную  ось  Во,  1,  а  другой  лежнтъ  своимъ  свобод- 
нымъ  концомъ  на  абсолютно  гладкой  горизонтальной  плоскости.  Определить 
положете  равновесия  и  всв  сопротивлен1я. 

3.  407.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предположенш,  что  горизонтальная 
плоскость  оказываетъ  треше  и  что  положевде  равнов&с1Я  предельное  (§  377). 

3.  406.  Трехчленная  шарнирная  система  поднвшана  своими  концами  на 
одинаковой  высотб.  Определить  натяжешя  въ  предположенш,  что  длины  и 
в-вса  членовъ  равны. 

3.  409.  Два  стержня  неравной  длины,  находящееся  въ  вертикальной  плос- 
кости и  подверженные  дъйств!ю  силы  тяжести, 
соединены  между  собою  шарниромъ,  а  своими 
свободными  концами  упираются  въ  вертикаль- 
ный стъны;  шарниръ  лежитъ  на  горизонталь- 
ной плоскости.  Определить  положешя  равно- 
въс1я  и  сопротивлешя  въ  предположенш,  что 
трете  отсутствуетъ. 

3.  410.  Система  состоитъ  изъ  трехъ  чле- 
новъ различной  длины,  и  концы  ея  укреплены 
на  одинаковой  высотб.  Определить,  на  какую 
величину  долженъ  быть  продолженъ  средшй 

членъ  въ  одну  его  сторону,  для  того  чтобы  одинъ  изъ  крайнихъ  членовъ  прп- 
нялъ  при  равно  вес  ш  горизонтальное  направление  (фиг.  181). 


Фиг.  181. 


Кинематическая  цФпь  А  у  густа. 

421.  Эта  система  представляетъ  собою  замечательный  прим^ръ  цепи 
последовательно  соединенныхъ  телъ,  укрепленной  лишь  однимъ  своимъ 
концомъ.  Она  состоигь  изъ  пластинокъ 
одинаковой  формы  и  одинаковыхъ  разм-Ь- 
ровъ,  соединенныхъ  последовательно  по- 
мощью шарнировъ,  которые  имеютъ  гори- 
зонтальныя  и  перпендикулярный  къ  пла- 
стинкамъ  оси  вращешя  и  расположены  въ 
каждомъ  члене  одинаковымъ  образомъ.  Для 
простоты  будемъ  предполагать,  что  эти  тела 
параллелограммы  А19  А19  .  .  .  А^  .  .  .  Ап, 
а  шарниры  находятся  въ  соответствен- 
ныхъ  вершинахъ  последнихъ.  Пусть  будетъ 
2Ъ  длина  диагонали,  а  длина  более  корот- 
кой   стороны    параллелограмма,    7  уголъ 

между  ними,  р,  уголъ  д1агонали  съ  вертикальнымъ  и  а,  уголъ  стороны  (а) 
съ  горизонтальнымъ  направлешями;  такъ  что  (фиг.  182) 


Фиг.  182. 


Т=2 


Рг 


(644) 


Предполагая,  что  шарниръ  параллелограмма  Ая  неподвиженъ,  разсмо- 
тримъ  условие  равновОДя  крайняго  члена  Аг  При  равнов1>сш  всей  цъпи 
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его  шарниръ  неподвиженъ;  а  такъ  какъ  на  него  дгЬйствуетъ  только  сила 
тяжести,  то  его  доагональ  принимаетъ  вертикальное  положеше,  т.  е. 
рх  =  о.  Второй  параллелограммъ,  А2,  находится  въ  равнов'Ьсш  подъ  д*й- 
ств1емъ  двухъ  силъ:  его  в*са  Р  и  такого  же  в*са  параллелограмма  Ах\ 
поэтому,  по  условш  моментовъ: 

—  Ъ  зт  рз  -ь  а  соз  аа  =  О. 

На  третШ  параллелограмъ,  кром*  собственнаго  в*са  д*йствуетъ  в*съ 
двухъ  предыдущихъ  членовъ;  такъ  что 

—  Ъ  згп  Эз  н-  2а  соз  <х3  =  О, 

и  т.  д.;  вообще  находимъ: 

—  6  згп  р1Ч_1  н-  га  соз  а1Ч_1  =  О. 

Отсюда  при  помощи  зависимости  (644)  легко  получить  формулу 

.  Ъсо$*{-+-т 

ь°а<~  = ьШТ~  '  (645) 

определяющую  наклонеше  каждаго  члена.  Въ  глав*  XIII  (задача  424) 
мы  увидимъ  на  основами  этой  формулы,  что  съ  уменынешемъ  длины 
стороны  а  и  съ  увеличетемъ  числа  членовъ  ц*пи  многоугольникъ,  обра- 
зуемый сторонами  (а),  приближается  къ  форм*  цепной  линш;  такимъ 
образомъ  въ  предал*  получается  цепная  лин1я,  подв*танная  только 
однимъ  своимъ  концомъ. 

Завдючеше. 

422.  Вопросы,  решенные  въ  настоящей  глав*,  даютъ  поняйе  о  томъ. 
какъ  обпця  соображешя,  указанный  въ  §  405  и  основанныя  на  общигь 
началахъ  статики,  могутъ  быть  прилагаемы  въ  каждомъ  отд*льномъ  слу- 
чае. Далеко  не  всегда  бываетъ  удобно  пользоваться  этими  элементарными 
пр1емами,  какъ  наприм*ръ  въ  бол*е  сложныхъ  случаяхъ  въ  теорш  ма- 
шинъ,  въ  особенности  же  въ  строительной  механик*.  Существуете  общая, 
аналитическая  метода  для  р*шен1я  вопросовъ  о  равнов'Ьсш  системы  ма- 
тер1альныхъ  точекъ,  одинаковымъ  образомъ  приложимая  ко  всякимъ  слу- 
чаямъ.  Эта  метода,  основанная  на  такъ  называемомъ  принцип*  воз- 
можныхъ  перем*щен1й,  составить  предметъ  ц*лаго  отдела  настоящаго 
курса  (отдгЬлъ  седьмой).  Въ  строительной  же  механик*  пользуются  кром* 
того  графическими  пр1емами,  получившими  въ  последнее  время  столь 
большое  ириложеше,  что  они  выработались  въ  особую  отрасль  меха- 
ники— графическую  статику,  которой  мы  однакоже  не  можемъ  зд*сь  ка- 
саться. 
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ГЛАВА  ХШ. 

РавновЬае  абсолютно  гибкой  нерастяжимой  нити. 

Предварительные  понятш. 

423.  Вн%Ш1я  силы,  дЪйствующ1в  на  нить.  Будемъ  предполагать,  что 
нить  идеально  гибкая,  т.  е.  что  она  не  оказываетъ  ни  ыахЬйшаго  сопро- 
тивлешя  такимъ  силамъ,  которыя  стремятся  ее  сгибать.  Мы  такимъ  об- 
разомъ  исключаемъ  изъ  разсмотрешя  тотъ  элементъ,  который  въ  прак- 
тической механик*  называется  «жесткостью  веревки».  Результаты  изслЬ- 
довашя  всетаки  остаются  въ  большинстве  случаевъ  приложимыми  на 
практик*,  такъ  какъ  эта  жесткость  играетъ  обыкновенно  лишь  второсте- 
пенную роль  въ  сравнеши  съ  сопротивленгями  другого  рода. 

Площадь  поперечнаго  сЬчен1я  нити  будетъ  предполагаться  ничтожно 
малою  въ  сравнены  нетолько  со  всею  ея  длиною  но  и  съ  длиною  каж- 
даго  безконечно-малаго  ея  элемента  Д$.  Эта  площадь,  также  какъ  и 
форма  поперечнаго  сЬчешя  не  будутъ  въ  дальнейшемъ  играть  никакой 
роли.  ТЬмъ  не  менее,  если  нить  подвержена  д-Ьйствш  силъ,  зависящихъ 
отъ  массы,  мы  не  можемъ  пренебрегать  массою  нити,  ибо  отъ  распредЬ- 
лешя  массы  и  закона  д*йств1я  силъ  зависитъ  форма  нити  въ  положеши 
равнов*Ьс1я;  а  опредЬлете  этой  формы  и  составляетъ  одну  изъ  главныхъ 
задачъ  настоящаго  вопроса. 

Массу  нити  мы  будемъ  предполагать  распределенною  по  ней  непре- 
рывнымъ  образомъ  и  пред*лъ  отношешя   массы   элемента  нити   къ   его 

ДЛИН*, 

ц.  =  1гт.  — — 
Д$ 

разсматривать  какъ  величину  конечную,  изменяющуюся  непрерывнымъ 
образомъ  съ  переходомъ  отъ  одной  точки  нити  къ  другой.  Тогда  за  массу 
элемента  Д$  нити  можно,  пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  по- 
рядковъ,  принять: 

Дт  =  (1  .  Д$. 

Число  ц  можно  назвать  плотностью  нити  въ  данной  точке. 
Если  у.  постоянно,  то  нить  называется  однородною;  тогда  масса  ко- 
нечнаго  отрезка  нити  пропорциональна  его  длин*. 

Пусть  будетъ  (  сила,'  пропорщональная  масс*  и  действующая  на  эле- 
мента нити  Д$.  Разсмотримъ  пределъ 

Р  =  Пт.  -{-  ;  (646) 

Д$ 
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Р  называется  силою,  отнесенною  къ  единицЬ  длины  нити.  Вели- 
чина этой  силы  изменяется  непрерывными»  образомъ  съ  переходомъ  отъ 
одной  точки  нити  къ  другой.  Пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ 
норядковъ,  можно  написать: 

?=Р.Аз.  (647) 

Пусть  будутъ  2,  Н,  2  слагаемыя  по  координатнымъ  осямъ  этой  во- 
ображаемой силы  Р;  тогда  для  сдагаемыхъ  действительной  силы,  дей- 
ствующей на  элемента  Д$,  получаемъ: 

%  =  *&*,     /^  =  НД*,     Т^Ш.  (648; 

По  основному  принципу  механики 

/*=  го  .  Дж; 

поэтому  можно  также  написать: 

_       7.       го  .  Дж 

р  =  ит.  — т =  иге;. 

Д$ 

Наприм'Ьръ,  если  на  нить  действуете  сила  тяжести,  то 

Весьма  важно  для  дальн'Ьйшаго  заметить  следующее:  если  положеше 
точки  М  на  нити  определять  дугою  5,  отсчитываемою  по  нити  отъ  не- 
которой заранее  намеченной  на  ней  точки  Л/0,  напримеръ  отъ  одного 
изъ  ея  концовъ,  то  нужно  считать  и,  Р,  2,  Н,  2  функщями  дуги  5. 

424.  Натяжеше  нити.  ВиЬшшя  силы  вызываютъ  во  всехъ  точкахъ 
нити  сопротивлешя,  которыя  называются   натяжеюями.    Натяжеше  въ 

точке  М  нити  АВ,  находящейся  въ  по- 
ложенш  равновес1я,  мы  будемъ  понимать 
слЬдующимъ  образомъ.  Разрежемъ  нить 
въ  точке  М  и  удалимъ  ея  часть  МБ 
(фиг.  183);  тогда  равновеае  остальной 
части  нити  нарушится.  Чтобы  его  воз- 
фиг  183  становить,  нужно  въ  точке  М  приложить 

некоторую  силу  Г;  эту  силу  мы  и  будемъ 
называть  натяжешемъ  нити  въ  точке  М.  Представимъ  себе,  что  после 
разреза  нити  мы  удалили  другую  ея  часть  ЛМ\  для  сохранешя  равно- 
вес1Я  оставшейся  части  нужно  приложить  въ  точке  М  некоторую  силу, 
представляющую  собою  натяжеше,  съ  которымъ  отрезокъ  АМ  нити  дей- 
ствуетъ  на  отрезокъ  ВМ\  эту  силу  можно  означить  черезъ  —  Т,  потому 
что  она  и  сила  Т  яредставляютъ  взаимодейств1я,  а  эти  взаимодейств1я 
всегда  равны  и  прямо  противуположны. 
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Величина  натяжешя  меняется  съ  переходомъ  отъ  одной  точки  нити 
къ  другой;  если  въ  положены  равнов4с1я  нити  положеше  точки  М  опре- 
делять дугою  5,  то  нужно  Т  считать  функщею  отъ  е. 

Можно  принимать  за  очевидное,  что  натяжеше  нити  въ  ея  положенш 
равновесия  въ  каждой  точке  направлено  по  касательной  къ  ней.  Безу- 
словно очевиднымъ  можно  это  сначала  считать  только  для  концовъ  нити; 
действительно,  малейшая  составляющая  натяжешя,  перпендикулярная  къ 
нити,  способна  была  бы,  вследствге  абсолютной  гибкости  нити,  переме- 
стить этотъ  конецъ,  что  противоречить  предположешю  о  существовали 
равновес1я.  То  же  разсуждеше  можно  приложить  и  къ  натяжешю  въ  ка- 
кой-нибудь точке  М,  если  опять  представить  себе,  что  нить  въ  точке  М 
разрезана  и  что  натяжеше  приложено  въ  этой  точке  какъ  сила,  способ- 
ная поддерживать  равновЬае.  Нужно  впрочемъ  помнить,  что  каждый  эле- 
мента нити,  находится  ли  онъ  на  ея  конце  или  где-нибудь  въ  средине, 
подверженъ  еще  дЬйствш  внешнихъ  силъ,  направленныхъ  вообще  говоря 
не  по  касательной  къ  нити.  Это  несколько  ослабляетъ  очевидность  пре- 
дыдующихъ  фазсужденШ.  Въ  §  426  будетъ  поэтому  дано  более  строгое, 
аналитическое  доказательство  того,  что  натяжеше  во  всехъ  точкахъ  на- 
правлено по  касательной  къ  нити. 

Обпцд  уодов1я  равнов&ош. 

425.  Уравнен1я  равиоваЬс1Я  нити,  Разрежемъ  нить  въ  двухъ  безконечно 
близкихъ  точкахъ  М  и  М'  (фиг.  184)  и  удалимъ  отрезки  АМ  и  М'В. 
Для  сохранешя  равнове^я  отрезка 
ММ'  =  Д$  нужно  теперь  на  концахъ 
его  приложить  натяжешя:  —  Г  и  Т. 
Внешвйя  силы,  действуюпця  на  дугу 
ММ',  можно  представить  себе  при- 
веденными къ  одной  силе  {,  опреде- 
ляемой по  формуламъ  (647)  и  (648). 
Силы  —  Г,  Т1  и  Р.Ьз  находятся  въ  фиг.  184. 

равновесш.  Въ  чемъ  бы  ни  состояла 

вся  система  условШ  равнове^я  нити,  можно  утверждать,  что  въ  числе  ихъ 
непременно  будутъ  находиться  услов1Я  равновесия  твердаго  тела;  потому 
что  равновеае  не  нарушится,  если  отрезокъ  ММ'  затвердеетъ,  при  со- 
хранены всехъ  остальныхъ  обстоятельствъ.  Напишемъ  сначала,  что  суммы 
проекщй  всехъ  силъ  на  осяхъ  координатъ  равны  нулю.  Для  этого  означимъ 
черезъ  а,  (3,  т  углы  съ  осями  координатъ  того  натяжен1я  Г,  которое  вво- 
дится въ  точке  1/,  когда  удаляется  прочь  отрезокъ  МВ,  причемъ  предпо- 
лагается, что  дуга  5  возрастаетъ  отъ  точки  А  къ  точке  В;  такъ  какъ  на- 
тяжеше — Ту  действующее  въ  точке  М  на  элементъ  ММ\  противуположно 
натяжешю  Г,  то  его  проекщй  следуюпця:  — Тсоза,   — Тсоз$,  — Тсов^. 

П.  Сомовъ.— Основав] я  теорет.  механики.  25 
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Натяжеше  Т  направлено  въ  другую  сторону,  поэтому  его  проекдш  Т'соза. 
Т'  соз$\  Т'созч'  должны  быть  взяты  съ  подожительнымъ  знакомь.  Итакъ 
им*емъ:  т  С08  в,  _  т  С08  а  +.  ЕД5  =  0? 

Г  С08  Р'  —  Т  С08  р  -4-  НД$  =  О, 
Т  со8  у'  —  Т  со8  у  -I-  2Д$  =  О. 

Зд*сь  Т'соза' — Тсоза  есть  приращете,  которое  получаетъ  Тсоза  при 
переход*  отъ  точки  М  къ  точк*  Ж',  т.  е.  при  приращети  дуги  в  на  ве- 
личину Д$.  Подобное  же  можно  сказать  и  относительно  двухъ  другнхъ 
разностей;  поэтому  можно  написать: 

Д  (Тсоза) 
Д$~ 


-+-2  =  0. 


Ь(ТС08$) 
Д5 

Д(Гсоб-т) 

Д5 


н  =  о, 


-+-2  =  0. 


(650) 


Эти  зависимости  в*рны   при  какомъ  угодно  маломъ  Д$;   поэтому  он* 

останутся  верными  и  при  переход*  къ  пределу,  переход*,  который  можно 

сдЬлать,  принявъ  дугу  5  за  независимую  переменную  и  разсматривая  вс* 

входяпце  въ  формулу  (650)   элементы,   какъ  функщи   этой   переменной. 

Итакъ: 

й(Тсо8а) 


а(Тсозр) 

08 

а(Тсо8ч) 

Аз 


о, 

+  н  =  о, 

4-2  =  0. 


(651) 


Так1я  зависимости  могутъ  быть  написаны  при  всякомъ  значеши  дуги  л. 
т.  е.  для  всякой  точки  нити.  Он*  и  составляютъ  основныя  уравнеюя 
равнов*с1я  нити. 

426.  Направление  натяжешя.  Напишемъ,  что  суммы  статическихъ  мо- 
ментовъ  вс*хъ  силъ  относительно  координатныхъ  осей  равны  нулю: 


—  (Ч .  Тсо8ч—  г  .Тсозр)-*-^'.  Тсо8ч'—  ?.  Т'со8$)  -н(^2— С"Н)Д*  =  0, 


-&.Тсо*ч— г.Тшт)-ъ-$.Тео8*—  ?'.  Т'«*т')-4- (С'Е—  $%)Д*=0,      (652) 
-(6.  Гсовр— 71.Гсовв)-+-(5'.  Гсо8р—  ц\Гсо8я)-+-#шЕ—  ч"2)Ьз=0.  '      . 

Зд*сь  ?,  ть  ц  координаты  точки  М;  V,  V»  %  координаты  точки  М\ 
который  получились  изъ  координатъ  точки  Ы  въ  зависимости  отъ  при- 
ращешя  Дя;  наконецъ,    ?*,  -/)",  С"    координаты   н*которой   средней  точки 
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между  М  и  М\  въ  которой  предполагается  приложенною  сила  /*,  такъ 
что  можно,  означая  черезъ  ех,  е2,  е,  нЬкоторыя  безконечно-малыя  вели- 
чины, написать: 

Вводя  эти  выражешя  въ  услов1я  (652),  д4ля  всЬ  члены  на  Д$  и  пере- 
ходя къ  пределу,  можно  услов1я  для  статическихъ  моментопъ  написать 
въ  сл-Ьдующемъ  вид'Ь: 

а  О)  .  ТС08  1  -    $  .  Т  С08$) 


*  ^г«  Р  - _,  .Ты**)  ^  (Щ  _  ^з  =  0.  ] 


(653) 


Эти  уравнения  можно  упростить.  Выполняя  дифференцирования,  можно 
первое  изъ  нихъ  написать  въ  атвдующемъ  видъ: 


-г  <*С  гг       ,  \<КТсо8-()        „]       гГй(Гсо5р)       „1 


или,  по  уравнешямъ  (651): 

-^  сов  Т  —  -^  со*  р  =  0.  (654) 

Остальныя  два   изъ   уравнешй   (653)   приводятся    къ   подобнымъ  же 
зависимостями 

т-  ^05  а  —   —  сов  7  =  0,      -т-  С05  р  —  -р  соя  а  =  0.         (65о) 

Соединяя  вс4  три  зависимости   (654)  и  (655)  въ  вид!»  двойной  про- 

порщи 

й;  йт)  й^ 

"Л  "Л    _    А?  (656) 


С05  а        С05  р         сов  у  ' 

мы  видимъ,  что  натяжеше  У  имЬета  действительно  направлеше  каса- 
тельной къ  лиши  нити,  такъ  какъ  производный  координата  по  5  опредЬ- 
ляютъ  косинусы  угловъ,  образуемыхъ  касательного  съ  осями  координата. 
Если  же  съ  самого  начала  принимать  за  очевидное,  что  натяжеше 
направлено  по  касательной  къ  нити  (§  424),  т.  е.  принимать  съ  самаго 
начала  зависимости  (656),  то  условья  для  статическихъ  моментовъ  пред- 
ставляются уже  такими  зависимостями,  который  удовлетворяются  тожде- 
ственно на  основаши  уравнешй  (651). 

25* 
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ОбшДе  выводы  иэъ  уравнетй  равнов-Ьсш  нити* 

427.   ОпредЪлеше   натяженм  нити.   Заменяя   косинусы  производными 
координатъ  по  дугЬ,  можно  уравнетя  (651)  написать  такъ: 


1     &/н-2=0, 


А? 


т~* 


('2) . . 


08 


2  =  0. 


(657) 


Въ  такомъ  вид*  мы  и  будемъ  дальше  ихъ  разсматривать 
Выполняя  указанный  въ  нихъ  дифференцировашя  по  5: 


ОТ  ОЛ 
Оз    из 


.«ре 


Й8    с1з  <&2 


■2  =  0, 
Н=0, 
2  =  0, 


умножая  эти  уравнения  соответственно  на  ^  ,   ^  ,  ^ ,  складывая  и  при- 


нимая во  вниыате,  что 


6942)4®'-. 


Аз   й§2         ск     <&а  Оз    Оз*  _    ' 


находимы 

или 
или 


=  0 


ЙГ=       (2й5-+-Нйт1-ь2^) 
Й77  =  —  У  .  &  .  соз  (Р,  Л). 


(656) 
(659) 


Это  уравнеше  показываетъ,  что  разность  натяженШ  въ  двухъ 
безконечно  близкихъ  точкахъ  нити  численно  равна  произве- 
дена разстоян!я  между  этими  точками  на  слагаемую  внешней 
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силы,  отнесенной  къ  единиц*  длины,  по  направленш  прямой, 
соединяющей  эти  точки. 

Отсюда  получает»  такой  частный  результаты  Если  внешняя  сила 
въ  положен^  равнов4с1и  нити  во  вс*хъ  точкахъ  къ  ней  пер- 
пендикулярна, то  натяжен1е  везде  одинаково. 

Еслибы  можно  было  уравнеше  (658)  интегрировать,  то  можно  было 
бы  определять  величину  натяжешя  въ  каждой  точке  нити,  зная  его  въ 
одной  какой  либо  его  точке.  Это  интегрироваше  требуетъ,  чтобы  трех- 
членъ  2<К-+-Нйт)н-2йц  быль  полнымъ  дифференщаломъ  или  чтобы  все 
элементы  этого  трехчлена  были  выражены  въ  функщи  одной  какой  либо 
переменной,  напримЬръ  дуги  5.  Последнее  возможно  только  тогда,  когда 
уже  известно  положеше  равнов4с1я  нити.  Первое  же  предположено, 

состоитъ  въ  томъ,  чтобы  существовала  потен ц1альная  функщя  (§  267), 
т.  е.  чтобы 

ъ        №  д11  дП 

*  =  -&'      Н=*Г'      Ъ~Ж' 

Тогда  формула  (658)  получаетъ  видъ: 

йТ  =  —  ЛП, 
откуда 

г  =  —  л  -ь  а 

Произвольная  постоянная  С  можетъ  быть  определена,  если  известно 
натяжеше  Т0  въ  какой-нибудь  определенной  точке  (Е0,  *)<,,  1^).  Если  V 
есть  значете  потенщальной  функщи  для  этой  точки,  то 

т0  =  -  ь\  -*-  с, 

а  поэтому 

Т-Т0  =       (С7—  ?70).  (660) 

Итакъ,  если  существуете  потенщальная  функщя,  то  можно  опреде- 
определить  разность  натяженШ  въ  двухъ  какихъ  либо  точкахъ  нити,  не 
зная  той  лиши,  по  которой  нить  располагается  въ  положены  равновйсш. 

3.  411.  Указать  точку,  где  натяжеше  тяжелой  нити,  подв-Ьшанной  двумя 
концами,  наименьшее.  Отв.:  Самая  низкая  точка  нити. 

3.  412.  Въ  плоскости,  равномерно  вращающейся  около  вертикальной  оси, 
находится  тяжелая  нить,  укрепленная  своими  концами  въ  двухъ  точкахъ  на 
оси.  Указать  точки  нити,  въ  которыхъ  натяжеше  одинаково.  Отв.:  Точки  пере- 
скчешя  нити  съ  параболою,  имеющею  своею  осью  ось  вращешя  нити,  такъ 
какъ  къ  силе  тяжести  присоединяется  центробежная  сила,  прямо  пропорпДо- 
нальная  разстоян1ю  элементовъ  нити  отъ  оси  вращенгя.  Величина  этой  силы, 
когда  она  отнесена  къ  единице  массы,  ш3г.  Потенц1альныя  поверхности  для 
силы,  равнодействующей  изъ  центробежной  силы  и  силы  тяжести,  суть  пара- 
болоиды вращен!я  (см.  задачу  265). 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   390 


428.  Аналопя  между  вопросом  о  равновЪЫи  нити  и  динамикою  мате- 
р1альной  точки.  Эти  вопросы,  какъ  они  ни  различны  по  существу,  нахо- 
дятся между  собою  въ  гЬсной  связи  по  методамъ  р*Ьшешя  и  по  форм*, 
въ  которой  представляются  результаты.  Уравнешя,  выражаюпця  услов1я 
равновМя  нити,  и  выводы,  которые  изъ  нихъ  получаются,  находятъ 
себ*  столь  гЬсную  аналогш  въ  динамик*  свободной  и  несвободной  мате- 
р1альной  точки,  что  всякому  случаю  движешя  матер1альной  точки  соот- 
в-Ьтствуеть  случай  равнов*Ьс1я  нити;  и  обратно,  р*шая  какую-нибудь  за- 
дачу о  равнов'Ьсш  нити,  мы  этимъ  самымъ  рЪшаемъ  задачу  о  н4которомъ 
движенш  точки.  Уже  самый  видъ  уравненШ  равнов^ая  (657)  и  формулы 
(658)  и  (660)  наводятъ  на  мысль  о  существовали  аналогш  между  во- 
просами обоего  рода.  Эта  аяалопя  выступить  ярче,  если  преобразовать 
основныя  уравнен1я  динамики  слЪдующимъ  образомъ. 

Такъ  какъ  у  =  ^  и  поэтому 

(К  1=1  —  (Из, 


то 


а? 


<еэ  '(-2) 


сН 


=    У 


08 


Пусть  будутъ  Е',  Н',  2'  слагаемый  силы  Р',  действующей  на  двигаю- 
щуюся точку,  въ  отлич1е  отъ  Е,  Н,  2,  слагаемыхъ  силы  Р,  действующей 
на  нить.  Уравнешя  динамики  можно  такъ  представить: 

4|) 
42) 

а» 

Оз 

Сравнивая  ихъ  съ  уравнетями  (657),  мы  видимъ,  что  они  делаются 
тождественными,  если  принять: 


< 

— 

Е' 
ту 

= 

о, 

— 

Н' 
ту 

= 

о, 

— 

2' 

ту 

= 

0. 

(661) 


о  =  ХТч      —  =  —  ХЕ, 


ту 


Н-  =  —  Щ,     --  =  —  Х2,        (662) 
ту  ту  ч 


гдЬ  X  произвольный  коэффищентъ  пропорщональности.  Такъ  какъ 
Е'  =  тьор     Н'  =  тго~,      2'  =  тгог , 
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то  можно  написать: 

«Ъ  Ш-  «V 

р  =  \Т,     -*=  — ХЕ,     -Л=  —  ХН,    —  =  —  Х2        (663) 

или  сокращенно: 

-  =  —  \Р,    «  =  ХТ.  (664) 

V 

Отсюда  выводимъ  заключеше,  что  положение  равновесия  однородной 
ните,  подверженной  дЬйствш  силы  Г,  можно  рассматривать  какъ  траекто- 
рш въ  такомъ  движеши  свободной  матергальной  точки,  въ  которомъ  отно- 
шеше  ускоренш  къ  скорости  пропорщонально  сил*,  действующей  на  нить 
въ  соотв*тственномъ  положенш  точки.  При  этомъ,  какъ  показываютъ  отри- 
цательные знаки  въ  формулахъ  (662),  двигательная  сила,  обусловливающая 
такого  рода  движете,  должна  быть  направлена  противуположно  силЬ  Р. 
Вторая  изъ  формулъ  (664)  цоказываетъ,  что  скорость  въ  каждой  точки 
траекторш  пропорщональна  натяженш  въ  соответственной  точкЬ  нити. 
Нужно  помнить,  что  коэффищентъ  пропорщональности  долженъ  быть  въ 
об-Ьихъ  формулахъ  (664)  одинъ  и  тогь  же. 

Можно  сделать  и  обратное  заключеше.  Во  всякомъ  движети  мате- 
р1альной  точки  можно  разсматривать  ея  траекторш  какъ  положеше  равно- 
в4с1я  однородной  нити,  на  которую  дЬйствуетъ  сила,  пропорщональная 
въ  каждой  соответственной  точкЬ  отношенш  ускорешя  къ  скорости  и  про- 
тивуположная  сил*,  действующей  на  двигающуюся  точку.  При  этомъ  на- 
тяжеше  пропорщонально  скорости. 

Аналоия  въ  такомъ  вид*  в*рна  только  для  однородной  нити;  въ  слу- 
чае неоднородности  нити  аналопя  не  исчезаетъ,  но  должна  быть  соот- 
ветственнымъ  образомъ  изменена. 

3.  413.  Пользуясь  аналог!ей,  вывести  формулу  натяжешя  (658)  изъ  закона 
энергш  и  работы.  Ръш.  По  этому  последнему  закону 

по  формуламъ  (662)  это  даетъ: 

й  ( -  пиА  =  тъйо  =  —  X  «го  (Е  &\  ч-  Н  Лч[  н-  Ъ  <*С) 

ат  =  — (Е  «Я  -+-  Нт)  -+-  ъ  <*С), 

и  т.д. 

3.  414.  Указать  случай  равновЬсш  нити,  аналогичный  движен!ю  точки 
по  инерцш. 

3.  416.  Указать  аналогию  въ  равновъсш  нити  съ  движевдемъ  матергальной 
точки  при  дъйств!и  силы  тяжести.  Ръш.:  Точка  описываетъ  параболу  (§  275), 
причемъ  %о= д=  пост.;  поэтому  сила,  действующая  на  нить,  должна  быть,  по 
первой  изъ  формулъ  (664),  обратно  пропорщональна  скорости  и  направлена 
вертикально  вверхъ.  Но  сила  тяжести  измъняетъ  только  вертикальную  со- 
ставляющую скорости,  такъ  что  проекщя  скорости  на  горизонтальную  ось 
постоянна:  ,     ^  /      *ч 

V  СОВ  (V,  ?)  =  0О  СОв  К,  Е). 
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г        »0  сое  (»0,  5) 
следовательно  на  элементъ  нити  должна  действовать  сила 

т.  е.  для  того,  чтобы  нить  въ  положение  равновЪсш  располагалась  по  пара- 
боле, необходимо,  чтобы  действующая  на  нее  сила  въ  каждоиъ  элементе 
нити  была  пропорциональна  проевпДи  этого  элемента  на  горизонтальную  ось 
(см.  §  431). 

3.  41  в.  Разобрать  анапогио  между  случаемъ  равномернаго  криволинейнаго 
движенш  точки  и  соответствующемъ  этому  случаемъ  равновесия  нити. 

Два  вааен&йшихъ  случая  равновесия  нити,  закрепленной 

своими  концами. 

429.  Равнов-Ьне  однородной  нити  при  дЬйствш  силы  тяжести.  Не  дЪлая 
съ  самаго  начала  определенна™  выбора  координатныхъ  осей,  пока  пред- 
положимъ  только,  что  ось  (С)  направлена  вертикально  вверхъ;  оконча- 
тельный же  выборъ  координатныхъ  осей  будетъ  сдЬланъ  постепенно,  съ 
ходомъ  рйшенш  задачи.  Пусть  будетъ  к  масса  единицы  длины  нити; 
тогда 

Р=кд 

Е  =  О,     Н  =  0,     Ъ  =  —  кд\ 

поэтому  уравнешя  равнов'Ьсш  ивгЬютъ  видь: 


О,         х —  =  о, 


(4)  <('$) 

-  и, 


А  '  А 

а 


(665) 


=  кд. 
Интегрируя  эти  уравнешя,  находимы 

1  А  -  С»        Л  "А  -  С* 


(666) 


Къ  втимъ  тремъ  интеграламъ  можно  присоединить  четвертый  по  фор- 
муламъ  (660).  Теперь 

V  =.  —  *■<& 

поэтому 

Т=Т0  +  кд&-^).  (667) 
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В* 


Это  уравнеше  показываетъ,   что  натяжеше  нити  изменяется  пропор- 
ционально высот*  точки  надъ  горизон- 
тальною плоскостью. 

Для  окончательнаго  р4шешя  задачи 
остается  выполнить  еще  два  интегриро- 
вашя.  Раньше  выберемъ  добавочныя 
условия  для  опред4лен1я  произвольныхъ 
постоянныхъ.  Когда  нить  подвЬшана 
своими  концами,  то  несомненно  суще- 
ствуетъ  некоторая  наиболее  низкая 
точка  М0;  пусть  будетъ  Т0  натяжеше 
въ  этой  точк*.  Возьмемъ  плоскость  (К) 
такъ  (фиг.  185),  чтобы  въ  ней  нахо- 
дилась касательная  къ  нити  въ  точк* 
М0,   и   ось  (С)   проведемъ  черезъ  эту 

точку,  оставляя  пока  начало  координатъ  неопредйленнымь.  Такъ  какъ 
въ  точки  М0 

^■  =  1ж(Гв1Е)=11     ^ [  =  сов  (Го,  ч)  =  О,   ^  =  «(^0  =  0, 

то  формулы  (666)  даютъ: 

С1  =  Г0,     С2  =  О,     С%  =  —  кдз0, 

гд-Ь  50  длина  дуги,  считаемая  отъ  нЬкотораго  начала  дугъ  до  точки  М0. 
Возьмемъ  начало  дугъ  въ  точки  М0;  тогда  $0  =  0,  и  формулы  (666)  при- 
нимаютъ  видъ: 


\л' 

Тг             — 

чУ/*т 

V 

Ф1 

'  1а 
± 

а 

/ 
/ 

гг. 

186. 

<& 


сЬ 


(668) 


Второе  изъ  этихъ  уравненШ  даетъ:  т|  =  С4.  Но  <74  =  0,  такъ  какъ  въ 
точкъ  М0  и!гЬемъ  -ц  =  0;  поэтому  вообще  ч\  —  О,  т.  е.  вся  нить  дожить 
въ  вертикальной  плоскости  (??). 

Чтобы    произвести    последнее    интегрировате,    раздълимъ    почленно 
третье  изъ  уравненШ  (668)  на  первое;  это  даетъ: 

<5  _  Тед 


Дифференцируя  это  уравнеше  по  I  и  принимая  во  внимаше,  что 

Й8  =  =«=  \/Щ? 


да, 


можно  написать: 


==№>  -15) 


Знакъ  передъ  корнемъ  определяется  въ  зависимости  отъ  того,  возрастаете 
ли  дуга  5  съ  возрасташемъ  координаты  6,  или  убываетъ.  Условимся  дугу  5 
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огь  точки  М0  отсчитывать  въ  ту  сторону,  куда  Е  увеличивается,  и  по- 
этому  удержинъ  передъ  корнемъ  положительный  знакъ.  Введя  новую  пе- 
ременную 

<%, 

получаевгь:  ,         , 

*!  =  ^  1/Г+Р- 
ах      т0  *1+и> 


откуда,  положивъ  дли  краткости 


Ъ=а,  (669) 


находимъ: 


/■ 


Известно,  что 

V  1- 

кроме  того,  при  Б  =  О  имеемъ,  согласно  сделанному  раньше  предположе- 
на, н  =  0;  поэтому  С  =  0.  Итакъ: 

аё  =  1д  (и  -+-  |/1  ■+-  и2), 

»  =  Д=  2 ,6"" 

Интегрируя  снова,  получаемъ: 


Ч>  = 


2а 


Начало  координатъ,  остававшееся  до  сихъ  поръ  на  оси  (^  неопред'Ьлен- 
нымъ,  выберемъ  такъ,  чтобы  получить:  С'=0.  Для  этого  нужно  принять, 
что  при  6  =  0, 

т.  е.  начало  координатъ  должно  быть  взято  ниже  точки  М0  на  разстоя- 
нш  огь  нея,  опредЬляемомъ  формулою  (671).  Дальше  будетъ  показано, 
какъ  определить  Т0.  Итакъ,  окончательно  положеше  нити  определяется 
уравнешемъ: 

;  =  ^(^ч-в^).  (672) 

Кривая,  определяемая  этимъ  уравнешемъ,  называется  цепною  лишей. 

430.  ИзслЪдоваже  р*шен.я  и  определеже  Т0.  Цепная  лишя  обладает!. 
многими  замечательными  свойствами,  изъ  которыхъ  приведемъ,  безъ  до- 
казательства, следуюшдя  два.  1)  Отношеше  суммы  двухъ  какихъ-либо  ея 
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ординатъ  къ  ординат*,  проходящей  по  средин*  между  ними,  есть  вели- 
чина постоянная.  Это  —  свойство,  которымъ  обладаете  и  прямая  динш. 
2)  Между  всЬми  геометрически  возможными  положешями  нити,  положен  1е 
ея  по  цепной  лиши  отличается  гЬмъ,  что  центръ  тяжести  нити  занимаетъ 
самое  низкое  положеше. 

ЗамЬтимъ  еще  для  дальнЬйшаго,  что  лишя  (672)  симметрична  отно- 
сительно оси  (ф;  а  именно,  отъ  перемены  5  на  —  Е  координата.^  не  ме- 
няется. 

Займемся  теперь  опред*лешемъ  натяжешя  Т0,  которое  нужно  знать 
для  опред*лен1я,  по  формул*  (667),  натяжешя  во  всЬхъ  точкахъ  нити. 
Для  этого  мы  иагЬемъ  слЬдуюпдя  данныя:  1 )  длину  нити,  1\  2)  массу  еди- 
ницы длины,  А:  и  3)  положешя  точекъ  ея  укр*плешя.  Относительно  этихъ 
точекъ  предположимъ,  что  он*  лежать  симметрично  относительно  оси  (;). 
Можно  сделать  такое  предположеше,  нисколько  не  ограничивая  этимъ 
общаго  характера  задачи.  Положимъ  сначала,  что  точки  укр*плешя,  А 
и  Д  не  симметричны  относительно  оси  (С)  (фиг.  185);  равнов*с1е,  а  сле- 
довательно и  форма  нити  не  нарушится,  если  мы  какую-нибудь  третью 
точку  нити  укрйпимъ  въ  томъ  м'ЬсгЬ,  где  она  и  безъ  того  уже  находится. 
Укрепимъ  точку  А\  симметричную  съ  В  относительно  оси  (С).  Вместо 
этого  мы  могли  бы  также  надставить  нить  на  кусокъ  ВВ\  равный  АА\ 
и,  укр-Ьпивъ  конецъ  В'  въ  положенш,  симметричномъ  съ  А  относительно 
оси  (ь),  точку  В  освободить.  Можно  было  бы  и  не  делать  подобнаго  пре- 
образовавши такъ  какъ  сущность  указаннаго  ниже  пргема  тогда  не  изме- 
нится, а  лишь  немного  усложнятся  результаты.  Однако  же  случай  сим- 
метрично подвЪшаннной  нити  наиболее  часто  встречается  и  на  практике. 
Итакъ,  пусть  будутъ  ( — ?1Э  ^)  и  (ц19  5Х)  координаты  точекъ  укреплешя 
нити,  взятыхъ  на  одинаковой  высот*;  выразимъ  по  этимъ  даннымъ  длину 
нити.  По  формул*  (670): 


=]/-(!)"=]/-  (^)'=^" 


поэтому: 

-И,  ?, 


/  =  ~  /  (еР*  -+-  е~аЬ)  <К  =  I  {е^-л-е-*)  д\  =  -1  (еаЪ  —  е-аЦ.  (673) 

-5,  ° 

Это  уравнеше  или,  всеравно,  уравнеше 

/-(а)  =  -  (еРЬ  —  е-**!)  —  *  =  О  (674) 

и  иозволяетъ  определить  неизвестное  а,  а  вместе  съ  тЬмъ,  по  формуле 
(671),  и  натяжеше  Т0.  Уравнеше  (674)  трансцендентное,  и  можетъ  быть 
решаемо  только  приближенными   вычислешями.  Важно  заметить,  что  су- 
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ществуетъ  только  одно  действительное  и  положительное  р-Ьшеше;  а  именно, 
по  строк*  Маклорена: 

с  аэ  6  3         аЧ3 


+  +  Т& 


>-<  =  1  —  а$, 


1.2 


1.2.3 
1.2.3 


^  ч        о  /в  а%*  «V  \ 

^  =  а^  +  ш+ш!й4-) 


г. 


Зд'Ьсь  въ  скобкахъ  всё  члены  положительные,  такъ-что  /"(о)  возрастаеть 
вмъстб  съ  а;  но  значение 

/•(0)  =  25х  —  г 

отрицательное,  такъ  какъ  2Е,  есть  длина  хорды,  стягивающей  дугу  I;  а 
/*(оо)  =  оо.  Итакъ,  между  0  и  оо  уравнеше  (674)  им^етъ  одно  действи- 
тельное р4шеше. 

Найдя  а,  получимъ  по  формул*  (671): 

кд 


Т0  = 


(675) 


А  принимая  во  внимаше,  что  &0=-,   можемъ   по   формул*   (667)  на- 


писать: 


т=ы  =  ±«* 


е~а*). 


(676) 


А 

\ 


3.  417.  Составить  уравнеше  для  вычислены  параметра  а  въ  случай,  когда 
точки  подвъса  нити  расположены  не  симметрично  относительно  еа  оси. 

8.  418.  Въсъ  1  метра  веревки  равенъ  10  граммамъ,  длина  веревки  3  метра, 
разстояше  между  точками  привеса  2  метра.  Определить  величину  и  напра- 
вление сопротивлений  въ  точкахъ  привъса,  въ  предположения,  что  эти  точки 
расположены  симметрично  относительно  оси  цъпной  лин*и. 

8.  419.  Указать  анадогио  въ  ди- 
^  намикъ  точки  къ  случаю  равновъша 

нити  при  дъйств1и  силы  тяжести. 
Отв.:  Движете  при  дъйств1и  силы, 
направленной  вертикально  вверхъ 
и  пропорщональноЙ  скорости. 

3.  420.  Нить  укръпдена  въ  точ- 
къ  <4  на  высот*  Ь  надъ  горизонталь- 
ною плоскостью  ВС  (фиг.  186)  и 
частью  лежитъ  на  этой  плоскости, 
оказывающей  трете  съ  коэффищен- 
томъ  /.  Определить  положение  лп- 
ти,  при  которомъ  на  плоскости 
лежитъ  возможно  малая  часть  ея. 
Ръш.:  Въточкъ!)  перехода  на  пло- 


в 


я; 


'А 
ю. 


~Ё 


л 


-С 


Фиг.  186. 
скость  касательная  къ  нити  горизонтальна.  Если  ИЕ—с  длина  лежащаго  на 


0|дШгес)  Ьу 


Соо§1е 


—   397   —  §  430,  ф.  677. 

нлоскоскв  отрезка  нити,  то  Т0^=/кдс;  но  по  формул*  (675)  кд  —  аТ0;  поэтому 

__    1 
а~"  /с  ' 
Если  I  длина  всей  нити,  то  по  формул*  (673) 

'-^^-"^ 

гд*  Ь  раэстояше  точки  Л  отъ  вертикали,  проходящей  черезъ  точку  2).  Нако- 
иецъ,  по  формул*  (672) 

а        2а 
Нтакъ  им*емъ  три  уравнения  для  трехъ  неизв*стныхъ:  о,  Ь,  с. 

3.  421.  Однородная  нить  укреплена  своими  концами  въ  точкахъ  Л  и  В, 
лежащихъ  на  равной  высот*.  Определить  длину  нити,  ея  параметръ  а  и  ея 
направлетя  на  концахъ,  если  известно,  что  натяжеше  на  ея  вонцахъ  равно 
ея  в*су.  Р*ш.:  Предполагая  координатный  оси  взятыми  въ  тавомъ  же  поло- 
жение какъ  это  было  въ  §  429,  нм*емъ  услов1е: 

Тх  =  &  (Ах  -н  г-в?1)  =  кд1=^  («вЬ  -  е-»*!), 
откуда 

По  формул*  (670) 


с 


^Ц=54  -2  V*' 

следовательно 


3.  422.  Однородная  нить  перекинута  черезъ  два  весьма  малыхъ  блока  А 
и  В,  оси  которыхъ  параллельны,  горизонтальны,  находятся  на  одинаковой  вы- 
сот* и  не  окозываютъ  трен!я.  Разстояше  между  осями,  2^,  дано.  Опредълить 
наименьшую  длину  1т  нити,  при  которой  она  можетъ  оставаться  въ  равно в*сш. 
Р*ш.:  Понятно  прежде  всего,  что  свободно  свъшивающДеся  съ  блоковъ  концы   . 

нити  должны  быть  одинаковой  длины    °        ,  гд*  10  длина  всей  нити,  а  I  длина 

ея  средней    части   между  блоками.  Натяжеше   въ  точкахъ  Л  и  Б  равно  в*су 
свободнаго  конца: 

Т,=  {кд{1в-1); 
а  по  формулаыъ  (673)  я  (676): 


Тг  = 

*<7 
"2а 

(еа?1 

-+-  е~ 

-«?!), 

1- 

1 
а 

(^х 

—  е~ 

-в?!); 

'о 

2 

ИГ       -  I 

ва^1. 

поэтому 

(677) 
а 

Опред*ливъ    мииимумъ    этой   функцш   какъ  функц!и  отъ  а,  найдемъ  а  =  *  ; 
сл*довательно  1 
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3.  423.  Определить  возможный  положения  нити,  лежащей  на  блокахъ,  какъ 
въ  предыдущей  задаче,  если  задано  10  >  2е$г  Р*шен1е  сводится  къ  опреде- 
ление) параметра  а  изъ  трансцендентнаго  уравнешя  (677).  Легко  видЬть,  что 
получаются  два  д-вйствительныхъ   р-Ьшешя,  изъ  которыхъ  одно  меньше  ч*Ьмъ 

^-,  а  другое  больше  этой  величины.  Первое  соотвЪтствуетъ  устойчивому  равно- 
Т&С1Ю,  а  второе  неустойчивому. 

3.  424.  Ц&пная  литя  играетъ  роль  въ  задачи  о  кинематической  пйпи 
Аугуста  (§  421).  Предположимъ,  что  у  этой  дъпи  сторона  а  каждаго  паралле- 
лограмма уменьшается  безпредълыю,  а  число  п  членовъ  ц%пи  увеличивается 

такъ,  что 

Ит.  (па)  =  7, 

гд-в  I  данная  длина  той  линш,  въ  которую  обращается  въ  предълъ  многоуголь- 
никъ,  образуемый  сторонами  а.  Означая  черезъ  н  длину  части  этой  лиши  отъ 
точки  укръплешя  цъпи  до  члена  -4|-ы,  можно  написать: 

Ит.  (га)  =.  I  —  5. 
Далъе,  формула  (645)  даетъ: 

Нт.  Ьд  а,  =  -ч?  =  —  соЦ  ч  —  Т  --. и-  т—. —  ; 


откуда 


(К  __      1       <Ь  _      1  _  , /         /^Су 


а  это  есть  (§  429)  дифференщальнов  уравнеп1е  цъпной  линш.  Итакъ  стороны 
а  цъпи  Аугуста  образуютъ  многоугольникъ,  который  въ  предйлъ  обращается 
въ  цъпную  лишю.  Замечательно,  что  получается  цъпная  литя,  подвъшанная 
только  однимъ  своимъ  концомъ. 

431.  Равнов"ьс1е  однородной  нити  при  дШтши  параллельныхъ  силъ. 
пропорщональныхъ  лроекщямъ  элеиентовъ  нити  на  перпендикулярную  къ  оп- 
лат» плоскость.  Такой  случай  встречается  при  устройств*  цепныхъ  мо- 
стовъ.  Положимъ,  что  в'Ьсъ  моста,  висящаго  на  цЪпяхъ,  настолько  великъ 
въ  сравненш  съ  в-Ьсомъ  самыхъ  цепей,  что  в*сомъ  последннхъ  можно 
пренебрегать,  и  примемъ,  что  сила,  действующая  на  каждый  элементъ 
цЬпи,  пропорщональна  длин*  находящагося  подъ  этимъ  элементомъ  от- 
резка мостового  полотна.  Переходя  къ  соответствующему  этой  задач*  слу- 
чаю равновеЫя  нити,  будемъ  для  наглядности  предполагать,  что  сила, 
действующая  на  нить,  направлена  вертикально  внизъ  и  пропорщональна 
проекцш  элемента  нити  на  горизонтальную  плоскость.  Взявъ  ось  (^)  вер- 
тикально кверху,  напишемъ  сначала  второе  изъ  условШ  равновес1я: 


0. 


аз 


Интегрируя,  найдемъ: 

Взявъ  координатную  плоскость  (К)  такъ,  чтобы  въ  ней  находилась  одна 
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изъ  точекъ  нити,  Д/0,  и  касательная  къ  нити  въ  этой  точке,  находимъ, 
что  въ  этой  точке 

$  =  0,  (678) 

а  поэтому  С=0,  и  следовательно  для  всЬхъ  точекъ  оправдывается  усло- 
в\е  (678).  Отсюда  находимъ  интегрироватемъ,  что  т)  =  С";  но  въ  точке  3/0 
у)  =  0,  следовательно  С  =  0;  т.  е.  вся  нить  располагается  по  линш,  ле- 
жащей въ  вертикальной  плоскости  (О). 

Означая  черезъ  к  силу,  расчитанную  не  на  единицу  длины  нити, 
а  на  единицу  длины  проекцги  нити  на  горизонтальную  ось,  можно 
силу,  действующую  на  элементъ  Лз  нити,  выразить  такъ: 

/■  =  к.йз.соз  (с1з,  5)  =  к .  й;, 

а  силу,  расчитанную  на  единицу  длины  нити: 

из  йв 

После  этого  уравнешя  равновЬс1я  принимаютъ  видъ: 

'  -А—  =  °'         "А"  -*А  =  °-  (6?9) 

Интегрируя  ихъ,  находимъ: 

аа  *  аз  2 

Для  опредЬлешя  произвол ьныхъ  постоянныхъ  возьмемъ  начало  коор- 
динатъ  въ  низшей  точке  нити.  Если  Т0  натяжеше  нити  въ  этой  точке, 
то   Сх  =  Г0,  С2  =  0.  Итакъ: 

тъ=т»     тт*  =  к1  <68°) 

Исключая  отсюда  Т,  получаемъ: 

Л  ~  То  ?' 
1    А- 


"•  -  2   Г0  **  '*"  Сз 


При  6  =  0,  иагЬемъ  ?  =  0.  Итакъ  окончательно: 


С  =  \  г  V.  (681) 


Нить  росполагается  по  параболе. 
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3.  425.  Определить  въ  предыдущемъ  случае  натяжете.  Р4ш.:  По  ура- 
внетямъ  (680) 

Для  опредвлетя  Т0  можно  поступать  такъ  же,  какъ  въ  §  430:  предполагая 
длину  нити  заданною,  выразить  ее  съ  другой  стороны  по  уравнение  (681)  въ 
функцш  абсциссъ  точекъ  привъса;  это  и  дастъ  уравнеше  для  опредълен1я  Т0. 

Равнов&сге  нити  на  гладкой  поверхности. 

432.  06Щ1Я  уравнежя  равновЪЫя.  Пусть  будетъ  и  сопротивлеше  по- 
верхности, действующее  на  элементъ  нити  Д$.  Если  положить: 

п  =  #д$, 

то  N  будетъ  сопротивлеше  поверхности,  расчитанное  на  единицу  длины 
нити.  Можно  предполагать,  что  оно  приложено  въ  одной  изъ  точекъ  эле- 
мента Д$.  Если  эту  силу  присоединить  къ  даннымъ  д'Ьйствующимъ  на 
нить  силамъ,  то  можно,  по  принципу  освобождаемости  (§§  303  и  366), 
считать  каждый  элементъ  нити,  а  следовательно  и  всю  нить  свободною 
и  приложить  къ  ней  уравненш  (657).  Пусть  будетъ 

/46.  Ч.  О  =  0 
уравнеше  поверхности;  подобно  тому  какъ  въ  §  313,  имЬемъ: 


*1  -  Д    #  ' 


Ч        Д    Л|' 


N. 


N    д? 
Д    «' 


гд* 


=^ШЧ1И1)' 


причемъ  нужно  помнить,  что  здЬсь  въ  частный  производныя  подставлены 
координаты  той  точки,  въ  которой  считается  приложеннымъ  сопротивле- 
ше N.  Итакъ,  имЬемъ  слйдуюпця  услов1я  равнов4с1я: 


'№...* 


*Г 


-й-д^  =  0' 


Ю 


а» 


Лз 


—?-*  =  * 


'(**)..     * 


—Л  =  »- 


(682) 
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ДЬлая  такое  же  преобразоваше  этихъ  уравнешй,  какое  мы  делали 
въ  §  427  для  вывода  закона  натяженШ,  находимъ: 

ат  =  —  (ЕЛ  ч-  Н<*т)  -н  2^),  (683) 

такъ  какъ  по  уравненш  поверхности: 

о\  от{  0^ 

Итакъ,  законъ  натяженШ  для  нити  на  гладкой  поверхности  имгЬетъ 
тотъ  же  видъ,  какъ  для  свободной  нити.  Также  и  всЬ  заключешя.  кото- 
рый вытекаютъ  изъ  предположешя  о  существованш  потенщальной  функ- 
ции для  данныхъ  силъ,  приложимы  и  въ  настоящемъ  случаЬ. 

Мы  видимъ  зд-Ьсь  опять  аналоги)  съ  динамикою  матер1альной  точки. 

433.  Сопротивлен1е   поверхности  въ  зависимости  отъ  натяжетя  нити. 

Обратимся  къ  уравненш  (683)  и  предположимъ,  что  на  нить,  кромЪ  на- 
тяженШ на  ея  концахъ,  никакая  внъшн1я  силы  не  д*йствуютъ. 
Тогда  йТ=0,  т.  е.  натяжеше  одинаково  во  всЬхъ  точкахъ  нити. 
Поэтому  натяжеше  равно  тому  натяжешю  Г0,  которое  приложено  на  каж- 
домъ  изъ  ея  концовъ.  Понятно,  что  при  равнов-Ьст  нити  на  гладкой  по- 
верхности натяжетя  на  ея  концахъ  должны  быть  равны. 
Полагая  Т  =  2Т0,  по  формуламъ  (682)  им'Ьемъ: 

V  —  _  т    -Ч        V    -  —  Т  ^        N  —  —  Т   -^  • 


откуда: 


*■= *  [(3)42)42)']  ■       <~> 


Изъ  приложенШ  анализа  къ  геометрш  известно  следующее  выраже- 
ше  для  кривизны  лиши: 

гд*  р  рад1усъ  кривизны;  поэтому 


N=1^.  (686) 

Р 

434.  Форма  нити,  натянутой  на  абсолютно-гладкой  поверхности.  Можно 
дадЪе  показать,  что  при  отсутств1и  внйтнихъ  силъ  кривая,  по  ко- 
торой при  этомъ  располагается  нить  на  поверхности,  есть  гео- 
дезическая ЛИН1Я  (§  317).  Для  этого  покажемъ,  что  главная  нормаль 
къ  нити  во  всякой  ея  точкЪ  совпадаете  съ  нормалью  къ  поверхности. 
ВевдЬлимъ  безконечно-малый  элементъ  нити  ММ'.  На  концахъ  его  дЬй- 
ствуютъ  два  равныхъ  натяжетя  Г  и  Т\  направленныя  по  касательнымъ 

П.  Сомовъ. — Основания  теорет.  механики.  «6 
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къ  кривой  въ  точкахъ  М  и  Л/'.  Эти  натяжеяш  уравновешиваются  съ  си- 
лою и,  нормальнымъ  сопротивлетемъ  поверхности.  Можно  считать,  что 
всЬ  три  силы  приложены  въ  одной  точки, — точки  пересЬчен1я  касатель- 
ныхъ  х).  Но  въ  случае  равнов'Ьая  трехъ  силъ  он*  находятся  въ  одной 
плоскости;  следовательно  нормаль  къ  поверхности  лежитъ  въ  плоскости 
обЪихъ  касательныхъ.  Если  М'  приближать  къ  совпадейш  съ  ЛГ,  то  эта 
плоскость  обращается  въ  предбл*  въ  соприкасающуюся  плоскость  къ  кри- 
вой лиши  въ  точке  М.  Итакъ  главная  нормаль  къ  лиши  совпадаетъ 
съ  нормалью  къ  поверхности;  а  это  и  показываетъ,  что  литя  геодезическая. 

Мы  видимъ  опять  аналогш  съ  динамикою  точки. 

3.  426.  Объяснить,  почему  нить,  перекинутая  черезъ  острое  ребро,  или 
легко  връзается  въ  это  ребро  или  сама  имъ  перерезается. 


1)  Кратчайшее  разстояше  между  касательными  въ  двухъ  безконечно-близ- 
кихъ  точкахъ  М  и  М'  неплоскон  лпнш  не  равно  въ  точности  нулю,  а  есть 
безконечно-малая  величина  высшаго  порядка  въ  сравнети  и  дугою  3/ЛГГ;  по- 
этому можно  считать  касательный  пересекающимися. 
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маееъ. 


ГЛАВА    XIV. 

Силы,  зависяпця  оть  еплошныхъ  маееъ. 
Центръ  маееы. 

Притяясеше  матергадьной  точки  сплошными  массами. 

435.  Понятие  о  массЬ  сплошного  тЬла.  Когда  вводилось  понятае  о 
масс*,  было  сделано  упрощающее  предположеше,  что  гЬло  можно  заме- 
нить одною  точкою,  въ  которой  масса  и  предполагалась  сосредоточенною. 
Разсматривая  же  системы  силъ,  приложенныхъ  къ  гЬлу,  мы  до  сихъ  поръ 
предполагали,  что  число  этихъ  силъ  конечное  и  что  стало  быть  тЬло  со- 
держите массы,  сосредоточенный  въ  конечномъ  числи  отдЬльныхъ  мате- 
рхалышхъ  точекъ.  Чтобы  подойти  ближе  къ  случаямъ,  существующимъ 
въ  действительности,  мы  должны  принять,  что  гЬла  сплошяыя,  т.  е.  что 
въ  любомъ  сколь  угодно  маломъ  элементе  т4ла  заключена  некоторая 
масса.  Тогда  вычислеше  массы  какого-либо  т*ла  сводится  къ  суммиро- 
ван1Ю  безконечно-большого  числа  безконечно-малыхъ  массъ,  т.  е.,  дру- 
гими словами,  къ  вычислешю  нЪкоторыхъ  интеграловъ,  и  притомъ  не 
простыхъ,  а  кратных ъ. 

Такъ  какъ  масса,  заключенная  въ  данномъ  элементе  объема,  пропор- 
щональна  плотности,  то  вычислеше  массы  требуетъ  знатя  распред'Ьле- 
Н1я  плотности  въ  данномъ  гЬл*.  Пусть  будетъ  М  произвольная  точка 
внутри  сплошного  гЬла  и  пусть  будетъ  ДГ  безконечно-малый  элементъ 
объема,  содержаний  въ  себ'Ъ  эту  точку,  а  Дт  его  масса.  Условимся 
называть  плотностью  р  т4ла  въ  данной  точк*  М  предгЬлъ,  къ 
которому  стремится  отношеюе  Дш  къ  ДГ,  когда  объемъ  Д>г 
стремится  къ  нулю  такимъ  образомъ,  что  точка  М  остается  въ 
немъ  заключенною.  Итакъ 

р  =  Ит.  ■**  .  (687) 

Д  у 

26* 
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Въ  различныхъ  точкахъ  гЬла  плотность  о  вообще  говоря  различна,  и 
представляется  поэтому  функщею  координатъ  точекъ  гЬла,  конечно  отно- 
сительно такихъ  осей,  которыя  связаны  съ  гЬломъ  неизм'Ьннымъ  обра- 
зоыъ.  Эта  функщя  можетъ  быть  и  непрерывною  внутри  всего  гЬла  и 
прерывною;  последнее  будетъ,  наприм-Ьръ,  если  гЬло  состоять  изъ  н4сколь- 
кихъ  частей  различнаго  матер1ала.  Если  функщя  р  для  всЬхъ  точекъ  гЬла 
постоянна,  то  гЬло  называется  однороднымъ. 

Если  отбросить  знакъ  предала,  то  зависимость  (687)  даетъ: 

Дж  =  (р  -+-  е)  Л  V  =  рД  V  -+-  еД  V,  (688 ) 

гд4  е  некоторая  безконечно-малая.  Эта  формула  показываетъ,  что  для 
вычислешя  массы  \ь  всего  гЬла,  нужно  найти  пред'Ьлъ  суммы  выражеяШ 
(688),  взятыхъ  для  всЬхъ  элементовъ  объема  гЬла,  или  интегралъ,  рас- 
пространенный на  весь  объемъ  гЬла.  По  основной  теорем'Ь  интеграль- 
наго  исчислешя 

Ит.  1еДТ  =  О, 

какъ  пред'Ьлъ  суммы  безконечно-малыхъ  высшаго  порядка;  поэтому 

р.  =  Ит.  ХДш  =  /*р  й  V.  (689) 

При  вычислены  этого  интеграла  нужно  йУ  выразить  черезъ  диффе- 
ренщалы  координатъ;  напримЪръ  въ  прямоугольной  Декартовой  системе 
проведенныхъ  въ  гЬл*  координатныхъ  осей 

(I V  =  АхАуйз, 
а  тогда 

р.  =  С  С  Гр  их  Лу  <&,  (690) 

причемъ  нужно  помнить,  что  р  есть  данная  функщя  координатъ. 

436.  Силы  взаииод-Ьйств1я  между  сплошными  массами.  Вс*  силы  вза- 
имодгЬйств1я  между  гЬлами  зависятъ  отъ  ихъ  массъ  и  отъ  взаимныхъ 
разстояшй.  Каждый  безконечно-малый  элементъ  одного  гЬла  д4йствуетъ 
на  каждый  такой  же  элементъ  другого  гЬла.  Поэтому  приходится  для 
опред'Ьлешя  взаимод1>йств1я  суммировать  эти  элементарный  взаимодМ- 
ств1я;  а  это  приводить  опять  къ  вычисление  кратныхъ  интеграловъ. 

Изложете  общей  теорш  вычислешя  притягательныхъ  или  отталкива- 
тельныхъ  силъ  отклонило  бы  насъ  слишкомъ  далеко  съ  одной  стороны 
въ  область  математической  физики  (теорги  потенщала),  а  съ  другой 
стороны  въ  область  чистой  математики  (теорш  кратныхъ  интегра- 
ловъ). Мы  ограничимся  поэтому  только  общими  указашями  и  простей- 
шими случаями,  изъ  которыхъ  обратимъ  особенное  внимате  на  взаимо- 
дгЬйств1е  между  земнымъ  шаромъ  и  гЬлами,  находящимися  на  его  по- 
верхности, т.  е.  на  силу  тяжести. 
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437.  Взаимод-кйств'ю  между  отдельною  иатер1альиою  точкою  и  сплошною 
массою.  Взаимод1>Ёств1е  между  гЬлами  мы  будемъ  предполагать  дал'Ье  въ 
видЬ  притягательныхъ  силъ,  слЪдующихъ  Ньютонову  закону  всем1рнаго 
тягогЬшя: 

Каждая  частица  одного  т4ла  притягиваетъ  каждую  частицу 
другого  т*ла  силою,  которая  дгЬйствуетъ  по  прямой,  соеди- 
няющей эти  частицы,  прямо  пропорщональна  произведен^ 
ихъ  массъ  и  обратно  пропорцгональна  квадрату  разстоян1я 
между  ними.  Такую  силу  можво  выразить  следующею  формулою: 

*•=*=*,  (691) 

гд-Ь  коэффищентъ  пропорцюнальности  к  представляетъ  собою  такую  силу, 
которая  д'Ьйствуетъ  на  разстоянш,  равномъ  единице,  между  частицами, 
массы  которыхъ  равны  единиц*.  Измеряя  силы  абсолютными  единицами 
(§  221),  можно  въ  дальн'Ьйшемъ  этотъ  коэффищентъ  принимать  равнымъ 
единиц*.  Пусть  будутъ  а,  Ь,  с  координаты  притягиваемой  матер1альной 
точки  М  и  т  ея  масса,  а  х,  г/,  г  координаты  какой-нибудь  частицы  при- 
тягивающаго  гЬла,  имеющей  массу  т'  1)\  тогда  для  проекцш  притяга- 
тельной силы  им4емъ: 

X  х        с* 

=  тт    — = —  . 

,,  ,  у  —  Ь 

1  =  тт'    -—г--  , 

53 

/,  =  тт   — ^ —  . 

Такъ  какъ  направленхя  всЬхъ  силъ,  которыя  выражаютъ  притяжеше 
точки  М  даннымъ  гЬломъ,  пересЬкаются  въ  этой  точки,  то  эти  силы 
мм-Ьюгъ  равнодействующую  В,  для  которой: 


Вх 


2  А"  =  т  .  Ит  2  т'  - — = —  =  т  I  о  —  -г —  йУь 


(692) 


Столице  здЪсь  кратные  интегралы  распространены  на  весь  объемъ 
даняаго  гЬла. 

Понятно,  что  равныя  этимъ  выражешя,  но  съ  противуположными  зна- 
ками, опред'Ьдяютъ  ту  силу,  съ  которою  точка  Ж  притягиваетъ  данное  гЬло. 


*)  Здъсь  употреблены  для  взаимодъйств1я  теоремы:  „притягиваемый"  и 
„притягиваюпцй",  чтобы  этимъ  отметить  направлеше  силы,  которую  мы  бу- 
демъ определять. 
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Еслибы  вместо  матер1альной  точки  М  была  дана  сплошная  масса,  то 
для  опред-Ьлетя  ея  взаимодМогтя  съ  первымъ  гЬломъ  нужно  было  бы 
ее  разделить  на  безконечно-малые  элементы,  для  каждаго  изъ  нихъ  найти 
по  формуламъ  (692)  силу  В  и  потомъ  сделать  приведете  всЬхъ  такахъ 
силъ,  дЬйствующихъ  на  всЬ  элементы  разсматриваемой  массы,  по  ирави- 
ламъ  статики;  причемъ  это  приведете  потребовало  бы  опять  вычислешя 
н4которыхъ  кратяыхъ  интеграловъ. 

Различные  случаи  в8аимод*йств1я  между  матергальною 
точкою  и  сплошною  массою. 


438.  Притяжете  матертальной  точки  М  массою,  равномерно  распреде- 
ленною по  дуг*  круга,  центръ  котораго  совпадаетъ  съ  точкою  М.  Пусть 
будетъ  (фиг.  187)  АВ  данная  дуга,  г  ея  радхусъ,  а  соотв'ЬтствующШ  ей 

уголъ,  т  масса  притягиваемой  точки  М.  Озна- 
чая черезъ  р  плотность  дуги,  т.  е.  массу  на 
единиц*  длины  этой  дуги,  можно  выразить 
притяжете  безконечно-малаго  элемента  ВЕ 
этой  дуги  такъ: 


/'=  т 


ргйв 


т  р 


аъ 


гд'Ь  в  уголъ  СМВ  между  радаусомъ,  прове- 
деннымъ  къ  элементу  ВЕ  и  радгусомъ,  про- 
веденнымъ  къ  средней  точк'Ь  С  данной  дуги, 
а  ЛЬ  уголъ,  соотв'ЬтствующШ  элементу  ВЕ. 
Радгусомъ  МС  данная  дуга  разделяется  на 
симметричныя  части;  такъ  что  притяженш 
элемента  ВЕ  соотв-Ътствуетъ  по  другую  сторону  радгуса  МС  притяжете  /'' 
элемента  В'Е\  симметричнаго  относительно  ВЕ,  которое  равно  /*  и  оди- 
наково съ  этою  силою  наклонено  къ  МС.  Силы  /"  и  /*'  складываются  въ 
равнодействующую,  направленную  по  МС.  Отсюда  видно,  что  и  притя- 
жете всей  данной  дуги  будетъ  направлено  по  МО,  поэтому  мы  его  най- 
демъ,  если  будемъ  вс4  элементарный  силы  проектировать  на  МС.  Итакъ: 


р  =  ишь  т  р  —  соз  д  =  — -  /  созЪДЬ  =  — -  зт 
г  г  #/  г 


2 


(693) 


Означая  черезъ  Ъ  хорду  дуги  АВ,  можно  этотъ  результата  еще  такъ 
выразить: 

Р  =  "4-  ;  (694) 
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т.  е.  притяжеше  дуги  АВ  равно  притяженш  средней  ея  точки  С1,  если 
въ  ней  сосредоточить  массу,   равную  той  массЬ,    которую   содержала  бы 
хорда  АВ,  еслибы  ея  плотность  была  равна 
плотности  дуги  АВ. 

439.  Притяжеше  иатер!альной  точки  Ж 
массою,  равномерно  распределенною  по  от- 
р-Ьзяу  АВ  прямой  лиши.  Это  притяжеше  легко 
можетъ  быть  вычислено  на  основанш  предъ- 
идущаго.  Проведемъ  изъ  М,  какъ  изъ  центра, 
кругъ,  касательный  къ  АВ  (фиг.  188),  и  за- 
м'Ьтимъ  дугу  СВ  этого  круга,  заключенную  въ 
угхЬ  А31В.  Можно  показать,  что  притяжеше 
отрЬзка  АВ  равно  притяженш  дуги  СО,  если 
плотность  последней  предполагать  равною 
плотности  отрезка  АВ.  Пусть  будетъ  КЬ 
какой-нибудь  элементъ  этого  отрЬзка  и  2Г'Х' 
соотв4тствующШ  ему  элементъ  дуги,  т.  е.  за- 
ключенный въ  угл'Ь  КМЬ.  Притяжешя,  которыя  эти  элементы  оказы- 
ваютъ  на  точку  М,  если  нхъ  плотности  считать  одинаковыми,  можно  вы- 
разить сл'Ьдующимъ  образомъ: 


Фиг.  188. 


КЬ 
Г=т>МК* 


г=т*ик* 


Опустивъ  изъ  Я  перпендикуляръ  КN  на  прямую  МЬ,  ивгЬемъ: 


КЬ  = 


ЯЛТ 


ЯЛ        _  ЯЛ' .  МК  _  ЯЯ  .  МК . 

МК' 


но 


поэтому 


"  ш  (НМК)  ~      мн 

ЯЛ  = 

МК 

я/, 

Я'/,' 

МК* 

~~  МК''  ' 

откуда  видно,  что  /  =  Л  Ввиду  этого,  согласно  съ  формулою  (693),  сила 
притяжешя  прямолинейнаго  отрезка  АВ 


2т  р 


1 


*'  =  1т  8{п  Ъ  {АМВ) 

и  направлена  по  биссектрисе!»  угла  (АМВ). 

3.  427.  Показать,  что  масса,  равномерно  распределенная  по  окружности 
круга,  не  оказываетъ  притяжешя  на  матергальную  точку,  находящуюся  въ 
его  центр*. 

3.  42В.  Гд*  должна  лежать  материальная  точка,  чтобы  она  не  испытывала 
притяжешя  массы,   равномерно  распределенной   по  периметру  треугольника 
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или  какого  либо  многоугольника,  въ  который  можно  вписать  кругъ?  Отв.:  Въ 
центра  вписаннаго  круга. 

3.  429.  Вычислить  и  построить  силу  притяжешя  массы,  равномерно  рас- 
пределенной по  периметру  какого-нибудь  многоугольника,  на  матергальпую 
точку,  какъ  пибудь  расположенную  въ  его  плоскости. 

440.  Притяжеше  однородною,  весьма  тонкою  пластинкою,  имеющею 
форму  круга,  матер1альной  точки,  лежащей  на  проходящемъ  черезъ  центръ 
перпендикуляр*  къ  плоскости  круга.  Пусть  будутъ:  а  радхусъ  круга,  Ъ  тол- 
щина пластинки  и  к  разстояше  мате- 
р1альной  точки  М  отъ  центра  С  круга 
(фиг.  189).  Разд-Ьлимъ  кружокъ  на  кон- 
центрическая кольца  радауса  г  и  ши- 
рины йг.  Какой-нибудь  безконечно-ма- 
лый  элемента  N  такого  кольца,  опреде- 
ляемый дугою  й&,  где  0  уголъ,  образуе- 
мый рад1усомъ  СУ  съ  н'Ькоторымъ  по- 
стояннымъ  рад1усомъ  СА,  им^еть  объемъ 
ЬгА  в  йг  и  дЬйствуетъ  на  точку  М  съ 
силою: 

,   гЛЬЛг  .гаЪЛг 

Фиг.189.  /=шрЬ  ЩГ  =  *?*?+&  • 

Равнодействующая  всЬхъ  силъ  того  же  самаго  кольца  направлена  оче- 
видно по  МО;  поэтому  притяжеше  точки  М  цйлымъ  кольцомъ  равно 
сумме  проекщй  всЬхъ  силъ  /*  на  направлеше  МС: 

Р  =  Ит  Е  Гсоз (ШС)  =трЪк.  Ит  Е  -^^'-  . 

Зд^сь  суммироваше  должно  быть  распространено  на  все  элементы 
того  же  кольца,  т.  е.  относится  къ  неременной  в,  которая  при  этомъ 
изменяется  въ  пределахъ  отъ  0  до  2тг,  въ  то  время  какъ  г  остается  по- 
стояннымъ;  итакъ:  2 

г  &'         Г  -,  п        л          7  7         г  Лг 
±>  =  троп, -     I    а  и  =  2тг  т  р  Ьк ^. 


(г3 


(г2  -+-  к*)'1 


Чтобы  получить  притяжеше  всей  пластинки,  нужно  суммировать  так1я 
выражешя  ,  меняя  г  отъ  0  до  а;  поэтому 

а 

Р=2т.тРЪк  /*— Г*1_  =  2*тРЬ  (1  -  --^--\        (695) 
или,  такъ  какъ  масса  всей  пластинки  ц.  =  к  а26  р,  то 
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Если  рад1усъ  пластинки  возрастаете  до  безконечности,  то  по  фор- 
мул!; (695): 

Р  =  2тгр  тЪ. 

Если  точка  М  находится  внутри  пластинки,  то  сделанное  выше  за- 
ключеше  о  направлены  силы  теряетъ  смыслъ,  и  формула  (695)  не  при- 
ложила. Но  тогда  легко  непосредственно  видйть,  что  точка  М  не  испы- 
тываетъ  притяжешя. 

3.  430.  Вычислить  притяжеше,  которое  оказываетъ  однородный  круговой 
цилиндръ  на  матер1альную  точку  Ж,  расположенную  на  его  оси.  Р-Ьш.:  Пусть 
будетъ  а  раддусъ  осяованш  цилиндра,  I  его  высота  и  8 — разстояше  точки  М 
отъ  его  ближайшаго  основангя.  Разд-Ьливъ  цилиндръ  поперечными  сЪченшмн 
на  безконечно  тонюе  слои,  имйемъ  по  формуле  (695): 


-(вн-/)а 


-  у  а2 


3.  431.  Определить,  во  что  обращается  предыдущее  притяжеше,  если  ци- 
линдръ въ  сторону,  противуположную  отъ  точки  ДГ,  распространяется  въ  без- 
конечность.  Отв.:  2ътр  \'и-  -\-&  —  8).  Если  точка  М  лежитъ  въ  основанш  та- 
кого цилиндра,  то  притяжеше  равно  2тгшра. 

3.  432.  Вычислить  притяжеше,  которое  оказываетъ  однородный  круговой 
конусъ  на  матер1альную  точку,  лежащую  въ  его  вершинъ.  Ръш.:  Если  I  вы- 
сота конуса,  с  рад1усъ  его  основашя,  и  если  начало  координатъ  взять  въ  вер- 
шинъ, а  ось  (х)  направить  по  его  оси,  то 


Е  --  2тгдар 


/С 


•(•*»• 


с1х\  =  2т1 


2-тр1  ( 1  ■ 


ы- 


Ус»  ч-  I 


441.  Притяжеше  материальной  точки  массою,  однородно  распределенною 
въ  шаровомъ  ело*.  Пусть  будутъ  г  и  г  -+-  йг  рад1усы  концентрическихъ 
шаровыхъ  поверхностей, 
ограничивающихъ  данный 
слой.  Рад1усами  С  А  и 
СА\  образующими  углы 
0  и  •  +■  Л  съ  прямою 
СМ  (фиг.  190),  соединяю- 
щею притягиваемую  точку 
съ  центромъ  шара,  оии- 
шемъ  конусы  АС1)  и 
А' С  В'  и  будемъ  вычи- 
слять притяжеше  точки 
М  массою  шарового  пояса, 
заключенная  между  этими 

конусами.  Ввиду  симметричности  этого  кольца  оносительно  прямой  СМ, 
легко  вид'Ьть,  что  равнодействующая  Т  притяжешй  точки  М  всЬми  без- 
конечно-малыми   элементами   этого  кольца   направлена   по  МС\   поэтому 
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она  равна  сумм*  проекщй  всЬхъ  этихъ  притяженШ  на  направлеше  МС. 

Проведемъ   черезъ   МС  двгЬ   плоскости   Р  и   Р\   образуюпця  углы  а  и 

а  -+-  й  а  съ  некоторою  постоянною  плоскостью,  проходящею  черезъ  Ж 

Элементъ   кольца,    заключенный  между  этими  плоскостями.  цм4етъ  массу 

рг  ЛЬ .  йг .  г  зт  0 .  йа,  а  проекщя  на  МС  притяжешя  точйи  М  этимъ  эд- 

ментомъ  равна 

г*  ми  И  ЛЬ  йг  (1а     БМ 

Чтобы  получить  притяжение  для  цЬлаго   кольца,   нужно    суммировать 
тамя  выражешя,  изменяя  а  отъ  0  до  2тг;  итакъ 


2тг гЧг  .  втйсЛ^  .  ВМ 
АМ*  ~ 


?=т?  АЛГ* 


Введемъ  переменную  в  =  ЛМ\  тогда,  полагая  СМ  =  а,  им'Ьемъ: 

52  =  г2  -на3  —  2га  соя  9, 

$гЬ  =  га  згп  &  с?&, 


такъ  что 


/*  =  ?пр 


—  Г  С05  8 

52 

+  й' 



г 

2а 

о3 

52 

н-а2 

82 

—  г- 

дя. 

ДалЬе  нужно  различать  два  случая:  когда  точка  М  но  отношенш  къ 
сферическому  слою  внешняя  и  когда  она  внутренняя.  Въ  дервоыъ 
случай  .5  изменяется  въ  предгЬлахъ  отъ  а  — г  до  ач-г;  тогда  притяжен^ 
точки  М  сферическимъ  слоемъ: 

о+г 

_        ътргйг   Г 8'  -л-  а?  —  г2   ,         4тг т  р г2  Аг        »?а  , _  л 

а2       .у  52  а2  а2 

а -г 

где  |х  =  4тгрг2я?г  есть  масса  сферическаго  слоя,  т.  е.  сила  нритяжеюя 
внешней  точки  обратно  пропорц1ональна  квадрату  ея  разстоя- 
Н1я  отъ  центра  шара. 

Во  второмъ  случаЬ,  когда  точка  М  внутренняя,  5  изменяется  въ  нре- 
дЬлахъ  отъ  г — а  до  г-\-а\  тогда 

^        ътргйг   Л<?2-+-я2 —  г2 

*  =  -1Г-3  1Г~    </*=0' 

г — а 

т.  е.  однородный  сферическ1й  слой  на  внутреннюю  матер!альну*> 
д'Ьйств1я  не  оказываетъ. 

442.  Геометрическое  выяснен1е  послЪдняго  результата.  Полученные 
выше  два  результата   были  найдены    Ньютономъ.   и  притомъ   синтетиче- 
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скимъ  путемъ.  Для  иллюстрацш  его  разсужденШ  покажемъ  по  его  способу, 

что  внутренняя  точка  не  испытываетъ  притяжешя.  Черезъ  точку  М  про- 

ведемъ  дв*  прямыя  АА'  и  ВВ'  (фиг.  191), 

образуюпця  между  собою  безконечно-малый 

уголъ.   Всл*Ьдств1е  подоб1я  треугольниковъ  гх  \    , 

АМВ  и  А'МВ'  им'Ьемъ:  *  ,/_ — ■=-  ,/--\д 

АВ   _  МВ_ 
АВ'  ~  МА'  ' 

Отсюда  можно  заключить,  что  если 
точку  М  принять  за  вершину  конуса,  всЬ 
образуюпця  котораго  составляютъ  съ  МА 
безконечно-малые  углы,   то   этотъ  конусъ  фиг  191. 

вырЬжетъ  на  поверхности  сферы  два  эле- 
мента, Е  и  Е'  площади  которыхъ  прямо  пропорщональны  квадратамъ  раз- 
стоянШ  МА  и  МА'  или,  всеравно,  МВ  и  МА\  такъ  какъ  МВ  отличается 
отъ  МА  на  безконечно-малую  величину.  То  же  самое  можно  очевидно  ска- 
зать и  относительно  массъ,  заключенныхъ  въ  сферическомъ  сло-Ь  и  им'Ью- 
щихъ  элементы  Е  и  Е'  своими  основашями.  А  такъ  какъ  силы  обратно 
пропорщональны  квадратамъ  разстоянШ,  то  массы  элементовъ  Е  и  Е' 
притягиваютъ  точку  М  съ  равными  силами.  Отсюда  видно,  что  всЬ  силы 
лритяжешя  точки  М  приводятся  къ  силамъ,  попарно  равнымъ  и  прямо 
противуположно  направленными  поэтому  равнодействующая  всЬхъ  при- 
тяженШ  равна  нулю. 

3.  433.  По  какому  закону  должна  притягиваться  матер1альная  точка,  по- 
мещенная внутри  круга  въ  его  плоскости,  массою,  равномерно  распределен- 
ною по  окружности,  чтобы  эта  точка  притяжен1я  не  испытывала.  Отв.: 
Обратно  пропорщонально  первой  степени  разстоян1я. 

443.  Притяжеше  матер1альной  точки  сплошною  сферою.  ПослЬ  найден- 
наго  въ  §  441  легко  вычислить  притяжеше  матер1альной  точки  сплош- 
нымъ  шаромъ,  или  однороднымъ  или  такимъ,  плотность  котораго  распре- 
делена концентрически.  Сначала  предположимъ,  что  точка  М  находится 
внЬ  шара.  Тогда,  разд'Ьливъ  шаръ  на  безконечно- 
тонюе  кондентрическ1е  слои  и  прилагая  къ  каждому 
изъ  нихъ  формулу  (696),  непосредственно  найдемъ: 

В  =  т1  ^  =  —  1р.  =  — з-  ,         (697) 
а3        а3     г        а3  ' 

гдЬ  М  масса  всего  шара.  Предполагая  дал'Ье,  что 
точка  М  лежитъ  внутри  шара  (фиг.  192),    раздЬ- 
лимъ    посхЬднШ   на   дв'Ь   части   сферическою   по- 
верхностью, проходящею   черезъ  М  и  концентрическою  съ  данною.    ВсЬ 
сферические   слои,  по  отношению  къ  которымъ  точка  М  внутренняя,  на 


Фиг.  192. 
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нее  притяженш  не  оказываютъ;  поэтому 

й'=— г-,  (69м 

а' 

гдЪ  М'  масса  шара,  поверхность  котораго  проходить  черезъ  точку  М. 
Если  шаръ  однородный,  то  теперь 

О 

и  формула  (698)  даетъ: 

В'  =  ^-ърт.а,  (699) 

о 

т.  е.  внутренняя  точка  притягивается  однороднымъ  сплошнымъ 
шаромъ  съ  силою,  прямо  пропорщональною  первой  степени  раз- 
стоян1я  точки  отъ  центра  шара. 

3.  434.  Въ  однородномъ  шарЪ,  по  его  дхаметру  просверлено  отверст1е,  д1а- 
метръ  котораго  весьма  малъ  въ  сравненш  съ  ддаметромъ  шара.  Определить 
движете,  которое  совершаетъ  матер1альная  точка  внутри  этого  отверст1я,  бу- 
дучи притягиваема  всъми  элементами  шара  по  закону  всеьпрнаго  тяготЬшя. 
Для  ръшен1я  см.  §  281. 

444.  Притяжеше  материальной  точки  землею.  Важнымъ  результатомъ 
§  443  является  то,  что  если  землю  считать  шаромъ,  а  плотность  ея  или 
постоянною  или  распределенною  концентрически,  то  можно  принять,  что 
ея  притяжеше  матер1альной  точки,  находящейся  надъ  ея  поверхностью, 
измеряется  силою,  направленною  къ  центру  земли  и  обратно  пропорцш- 
нальною  разстояяш  матер1альной  точки  отъ  этого  центра.  Если  высота 
точки  изменяется  незначительно  въ  сравненш  съ  рад1усомъ  земли,  то  раз- 
стояше  ея  отъ  центра  земли  можно  считать  постояннымъ,  а  поэтому  также 
и  силу  тяжести,  действующую  на  эту  точку.  Это  заключеше  требуетъ  по- 
правокъ,  если  принимается  во  внимаше  сжат1е  земли  у  полюсовъ,  ея  вра- 
щеше  около  оси.  неправильность  ея  поверхности  (присутств1е  болынихъ 
горъ)  и  неоднородность  ея  массы  (напримеръ  вблизи  океана). 

Взаимное  притяжеше  сшюшныхъ  маесъ. 

445.  Центробаричесмя  тела.  Чтобы  определить  притяжеше  между  двумя 
телами,  имеющими  оба  конечные  размеры,  нужно  одно  изъ  телъ  разбить 
на  безконечно-малые  элементы  и  определить  притяжеше  каждаго  изъ  нихъ 
другимъ  теломъ,  а  потомъ  сделать  приведеше  полученныхъ  силъ  по  пра- 
виламъ  статики;  причемъ  конечно  это  приведеше  сведется  опять  на  вы- 
числение некоторыхъ  кратныхъ  интеграловъ.  Результатомъ  такого  приве- 
дешя  можетъ  оказаться  или  одна  равнодействующая  или,  въ  общемъ  слу- 
чае, равнодействующая  сила  и  пара.  Обратимъ  внимаше  лишь  на  первый 
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случай.  Онъ  является,  когда  сила  притяжешя  одного  изъ  гЬлъ  на  всякую 
матер1альную  точку  им*Ьемъ  свойство,  что  она  всегда  проходить  черезъ 
одну  и  ту  же  точку  тела,  каково  бы  ни  было  положеше  матер1альной 
точки  относительно  гЬла.  Такая  точка  называется  центромъ  притяже- 
Н1Я,  а  гЬло,  обладающее  такимъ  центромъ,  называется  центробариче- 
скнмъ.  Пусть  будетъ  одно  изъ  двухъ  взаимно  притягиваемыхъ  гЬлъ 
центробарическимъ.  Силы,  который  выражаютъ  притяжеше  къ  нему  всЬхъ 
элементовъ  другого  гЬла,  сходятся  въ  одной  точке,  его  центр*  притяже 
Н1я,  и  приводятся  поэтому  къ  одной  равнодействующей,  которая  и  опре- 
деляете взаимное  притяжеше  обоихъ  гЬлъ. 

Шаръ  или  сферическШ  слой  есть  тело  центробарическоё.  Масса,  равно- 
мерно распределенная  по  прямой  линш,  не  есть  гЬло  центробарическоё, 
какъ  это  видно  изъ  решетя  въ  §  439. 

3.  435.  Определить  взаимное  притяжеше  двухъ  одпородныхъ  сферическихъ 
слоевъ,  когда  они  одинъ  относительно  другого  вн&ште,  и  когда  одинъ  изъ 
нихъ  находится  внутри  другого.  Отв.:  Въ  первомъ  случаъ  притяжеше  равпо 

тт*  I  -  -Л. 

— 3—  ,  гдъ  т  и  т  массы  оооихъ  тълъ,  а  в  разстояше  между  ихъ  центрами; 
во  второмъ  случаъ  притяжеше  равно  нулю. 

446.  Центръ  тяжести.  Земля,  предполагаемая  или  однороднымъ  шаромъ 
или  такимъ,  у  котораго  плотность  распределена  концентрически,  есть  гЬло 
центробарическоё.  Поэтому  все  тела,  находящаяся  около  поверхности  земли, 
притягиваются  последнею  такими  силами,  который  приводятся  къ  одной 
равнодействующей.  Эта  равнодействующая  называется  весомъ  тела.  Она 
слагается  изъ  силъ,  д-Ьйствующихъ  на  отдельные  элементы  гЬла  и  на- 
правленныхъ  къ  центру  земли.  Предполагал,  что  данное  гЬло  весьма  мало 
въ  сравнены  съ  земнымъ  рад1усомъ,  можно  все  эти  силы  считать  парал- 
лельными и  определять  весъ  тела  какъ  равнодействующую  системы 
параллельныхъ  силъ.  Въ  §  342  было  показано,  что  равнодействующая 
системы  параллельныхъ  и  въ  одну  сторону  направленныхъ  силъ  равна 
ихъ  ариеметической  сумме  и  проходить  черезъ  точку,  центръ  параллель- 
ныхъ силъ,  обладающую  свойствомъ,  что  при  измЬненш  направлешя  всехъ 
параллельныхъ  силъ  относительно  тела  равнодействующая,  тоже  меняя 
свое  направление,  продолжаетъ  проходить  черезъ  эту  точку  (§  341).  Въ 
примененш  къ  силе  тяжести  эта  точка  называется  центромъ  тяжести. 
При  какомъ-либо  вращенш  гЬла  относительно  яаправлешя  силы  тяжести 
равнодействующая,  т.  е.  весъ  гЬла  всегда  проходить  черезъ  эту  точку. 
Это  позволяетъ  принимать,  что  весь  тела  приложенъ  въ  этой  точке. 

Такъ  какъ  при  определены  центра  тяжести  приходится  слагать  без- 
конечно-болыпое  число  силъ,  то  способъ  последовательная  приведешя  па- 
раллельныхъ силъ,  указанный  въ  §  342,  вообще  говоря  не  нрим^нимь. 
Для  этого  существуете  особый  пр1емъ,  къ  изученш  котораго  мы  теперь 
и  перейдемъ. 
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447.  Моменты  параллельныхъ  силъ  относительно  плоскости.  Будемъ  на- 
зывать моментомъ  силы  относительно  плоскости  или  просто  плс- 
скостнымъ  моментомъ  произведете  величины  силы  на  разстояше  ея 
точки  приложешя  отъ  некоторой  заданной  плоскости.  При  этомъ.  ддя 
единообраз1я  сл'Ьдующихъ  ниже  формулъ,  условимся  считать  это  разстоя- 
ше съ  гЬмъ  или  съ  другимъ  знакомъ.  смотря  по  тому,  съ  которой  сто- 
роны отъ  плоскости  находится  точка  приложешя  силы.  Кром*  того,  въ  си- 
стем* параллельныхъ  силъ,  по  отношешю  къ  которымъ  только  и  будугь 
разсматриваться  плоскостные  моменты,  нужно  различать  знакъ  момента 
въ  зависимости  отъ  того,  въ  которую  сторону  каждая  изъ  силъ  напра- 
влена. Намъ  придется  впрочемъ,  им'Ья  въ  виду  силу  тяжести,  рассматри- 
вать исключительно  ташя  силы,  которыя  всЬ  направлены  въ  одну  сторону. 

Разсматривая  плоскостные  моменты,  нужно  также  помнить,  что  точку 
приложешя  силы  нельзя  уже  перемещать  вдоль  самой  себя;  такъ  какъ 
въ  нротивномъ  случа-Ь  плоскостные  моментъ  не  имйлъ  бы  для  каэдой 
силы  опредЬленяаго  значея1я. 

Теорема  Алгебраическая  сумма  плоскостныхъ  моментовъ  си- 
стемы параллельныхъ  силъ  равна  плоскостному  моменту  ихъ 
равнодействующей,  если  за  точку  приложешя  последней  при- 
нять центръ  параллельныхъ  силъ. 

Докажемъ  эту  теорему  сначала  для  случая  двухъ  параллельныхъ  силъ, 
направленныхъ  въ  одну  сторону  и  им-Ьющихъ  точки  приложешя  по  одну 

сторону  отъ  данной  плоскости. 
Пусть  будутъ  Гг  и  Г2  эти  силы. 
А1  и  А2  ихъ  точки  приложешя 
(фиг.  193), 

В  =  1'1  +  Р2  (7001 


ихъ  равнодействующая  и  С  нхъ 
центръ.  По  закону  сложешя  па- 
раллельныхъ силъ 


А_ХС 
А*С 


Фиг.  193. 


Опустивъ  изъ  Ах,  А2  и  С  пер- 
пендикуляры р1щ  р2*  г  на  заданную  плоскость?,  проведемъ  черезъ  С  пря- 
мую Е(т,  параллельную  прямой  ВХВ2,  которая  соединяетъ  основан1Я  пер- 
пендикуляровъ.   Изъ  подобныхъ  треугольниковъ  ЕАХС  и  СгА2С  имйезгь 


ЕЛ, 


~Л3С 


^ 
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Подставляя  сюда 

ЕАХ  =Рх  —  г,      ЕА2  =  г—р2, 

получаемъ: 

Л*\  -+"  Р**1*  =  г(Г1-*-  1\)  =  гВ.  (701) 

Предположимъ  теперь,  что  не  всЬ  три  точки  лежать  по  одну  сторону 
отъ  данной  плоскости.  Пусть  эта  плоскость  теперь  будетъ  Р',  параллель- 
ная Р  но  пересекающаяся  съ  отр-Ьзкомъ  АХА2.  Означая  черезъ  ^  раз- 
стояше  между  плоскостями,  через?>  р/,  р2\  г'  перпендикуляры  А^В^. 
А2В2\  СП.  опущенные  изъ  точекъ  А1У  А2,  С  на  новую  плоскость,  и  при- 
нимая во  внимаше  правило  знаковъ  для  этихъ  перпендикуляровъ,  на- 
ходимъ: 

Р:  =  9  +Л',    Рг  =  <1  —  СБ'  =  д  +  р2,     г  =  р -+-  г; 

а  иодставивъ  это  въ  формулу  (701)  и  принявъ  во  внимаше  равенство  (700), 
получаемъ: 

Р1'Е1+р2'Г2  =  г'В, 

т.  е.  формула  остается  прежнею. 

Пусть  будетъ  теперь  дана  система  п  параллельныхъ  и  въ  одну  сто- 
рону направленныхъ  силъ  Рп  Р2,  . . .  Рп.  Означая  черезъ  Вл  равнодей- 
ствующую силъ  Гх  и  Р2,  черезъ  В2  равнодействующую  силъ  Вх  и  1\ 
и  т.  д.  и  наконецъ  черезъ  В  равнодействующую  силъ  Рп-2  и  Р„,  а  че- 
резъ г19  г2, ...гп_2  и  г  перпендикуляры,  опущенные  изъ  центровъ  всЬхъ 
указанныхъ  паръ  параллельныхъ  силъ,  можемъ  по  формул*  (701)  написать: 


Р1*\  +Р/2  =  'А, 
г,В,  -*-р9Рг  =  г2Р2, 

гп-2Вп-2-*-ряРп  =  гВ, 

нричемъ 

В^Р^Р,, 

В,=  В,  -+-  Рг  =  р1-^р2-^  р1г 


В  =  /?„_,  -+-  Рп  =  Рх  ч-  Р2  -+-  . ..  -л-Ря  =  1Р. 


(702; 


(703) 


Принимал   во  внимаше   эту  последнюю  формулу  и  складывая  равенства 
(702;,  находимъ: 

р,  Р,  -+-  ршЕш  ■+■...  -+-  РпРя  =  1РР  =  гВ.  (704) 

3.  436.  Доказать  теорему  о  плоскостныхъ  моментахъ  для  случая,  когда 
параллельный  силы  не  всъ  направлены  въ  одну  и  ту  же  сторону,  принимая 
при  этомъ  во  внимаше  сказанное  въ  §  447  о  знакахъ  плоскостныхъ  моментовъ. 

3.  437.  Даны  п  параллельныхъ  силъ  и  точки  приложешя  п  —  1  изъ  этихъ 
силъ.  Выбрать  точку  приложешя  последней  силы  такъ,  чтобы  центръ  всъхъ 
параллельныхъ  силъ  лежалъ  въ  данной  плоскости. 
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448.  Координаты  центра  параллельныхъ  силъ*  Предположимъ,  что  по- 
ложен 1я  точекъ  приложешя  параллельныхъ  силъ  Р„  Р^ ...  Рп  заданы  ихъ 
координатами  (х{,  уп  гх),  (х2,  т/2,  г%\ . . .  (>и,  уп,  гя)  относительно  осей,,  не- 
изменно связанныхъ  съ  твердымъ  гЬломъ.  Чтобы  найти  координаты  *гс,  ус,  :с 
центра  параллельныхъ  силъ,  нужно  только  за  плоскости,  относительно  ко- 
торыхъ  разсматриваются  моменты,  взять  поочередно  координатный.  Пусть 
будетъ  плоскость  {у г)  плоскостью  моментовъ;  тогда  хх,  х^  ...  хп  предста- 
вать собою  перпендикуляры,  опущенные  на  нее  изъ  точекъ  приложешя 
данныхъ  силъ,  и  мы  по  формуламъ  (703)  и  (704)  получимъ: 

хс2Р  =  х^\  -ь  х2Р2  н-  . .  .  хнРп  =  %хР.  (705) 

Принимая  плоскости  (гх)  и  (ху)  за  плоскости   моментовъ,  подобнымъ  же 
образомъ  находимъ: 

ус!Р  =  ХуР,     гсЪ  Р  =  *гР.  (706) 

3.  438.  Показать,  что  координаты  центра  трехъ  равныхъ,  параллельныхъ 
и  въ  одну  сторону  направленныхъ  силъ,  приложенныхъ  въ  вергаинахъ  тре- 
угольника, равны  среднимъ  аривметическимъ  изъ  соотвътственныхъ  коордп- 
натъ  его  вершинъ  и  что  центръ  находится  на  одной  изъ  медданъ  треуголь- 
ника и  дълитъ  ее  въ  отношети  1  : 2. 

3.  439.  Даны  п  параллельныхъ  силъ  и  координаты  точекъ  приложешя  всъхъ 
силъ  кромъ  одной.  Найти  координаты  точки  приложешя  этой  последней  силы 
по  услов1ю,  чтобы  центръ  всъхъ  параллельныхъ  силъ  находился  въ  начали 
координатъ. 

449.  Координаты  центра  тяжести.  Въ  §  446  были  приведены  сообра- 
жешя,  по  которымъ  можно  всЬ  силы  притяжешя  земли,  дгЬйствующш  на 
различный  частицы  гЬла,  считать  между  собою  параллельными.  На  осно- 
ванш  этого  можно  приложить  къ  опред'Ьленш  центра  тяжести  теорему  о 
плоскостныхъ  моментахъ.  Пусть  будетъ  д  ускореше  силы  тяжести,  т  масса 
какой-нибудь  весьма  малой  частицы  и  \ь  масса  всего  гЬла,  такъ-что 

р.  =  1т.  (101} 

ВЬсъ  частицы   равенъ  тд,  а  вгЬсъ  всего  гЬла,   какъ  сумма   параллель- 
ныхъ силъ  п       „  /Р.Л ., 

По  формуламъ  (705)  и  (706)  можно  написать: 

__  Ятдх  _  Ътду       т  _  Ьтдз  } 

450.  Координаты  центра  массы.  Ускореше  д,  при  размЪрахъ  т*ла,  до- 
статочно малыхъ  въ  сравненщ  съ  землею,  можно  считать  для  всЬхъ 
частицъ   гЬла   одинаковымъ,  и   во  всЬхъ  суммахъ   вынести  д   за  знакъ 

суммы;  тогда 

1т.г  1»>у  1т-  , 

'•=      и     •      "<=-у      -=>     •  ('10) 
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Мы  видимъ,  что  теперь  подожеше  центра  тяжести  отъ  ускорешя  д  не  за- 
висать, а  зависать  только  отъ  того,  какъ  распределена  въ  гЬл*  масса. 
Точка,  определяемая  формулами  (710),  называется  центромъ  массы. 
Ниже  (глава  XVIII)  мы  увидимъ,  что  эта  точка  и  помимо  ея  отношевш 
къ  сил^  тяжести  играетъ  важную  роль  въ  механик*. 

Обпця  соображетя  объ  опредйдети  центра  массы. 

451.  Интегралы,  опред-кляимще  центръ  массы.  Понятно,  что  вс*  суммы, 
стояния  въ  формулахъ  (709)  или  (710),  для  сплошного  гЬла  являются 
кратными  интегралами.  Чтобы  ихъ  составить,  предположимъ,  что  положе- 
ние какого-либо  безконечно-малаго  элемента  гЬла  опред'Ьляется  коорди- 
натами ху  у,  г  одной  изъ  точекъ  этого  элемента,  означимъ  черезъ  йГего 
объемъ,  а  черезъ  р  его  плотность,  которая,  будучи  вообще  говоря  функ- 
щею  координатъ  точекъ  (§  435),  можетъ  для  каждаго  элемента  тЬла  счи- 
таться во  всЬхъ  его  точкахъ  постоянною  и  имеющею  то  значеше,  которое 
соответствуете  точк*  (#,  у,  г\  определяющей  положеше  элемента.  Строго 
говоря,  следовало  бы  разсматривать  для  каждаго  элемента  его  среднюю 
плотность  р';  но  р'  и  р  могутъ  различаться  лишь  на  безконёчно-малую 
величину;  а  при  опред*леши  предала  суммы  (кратнаго  интеграла)  это 
введеть  безконечно-малые  члены  высшаго  порядка  въ  сравнеши  съ  эле- 
ментами суммы  и,  по  основной  теореме  интегральнаго  исчислешя,  на  зна- 
чеше  предала  вл1яшя  не  окажетъ.  Итакъ,  можно  принять 

т  =  рЛУ\ 
поел*  этого  формулы  (710)  получаютъ  видъ: 


х.  =  ^1ркаУ,    уе  =  -1  РУЛК    *е=-\фАУ> 


-/ 


рйГ. 


(711) 


Зд4сь  интегрироваше  распространяется  на  всЬ  элементы  объема  тЬла, 
а  р  предполагается  известною  функщею  отъ  координатъ  точекъ  гЬла. 

Если  тЬло  однородно,  т.  е.  р  во  всЬхъ  его  точкахъ  постоянно,  то  фор- 
мулы (711)  принимаютъ  видъ: 


*.  =  у/**Ъ    У=у/у<*Ъ    г=^^гйУ. 


(712) 


Въ  этомъ  случаЬ  положеше  центра  тяжести  или  центра  массы  зависитъ 
только  отъ  геометрической  формы  гЬла.  Эта  точка  называется  иногда 
геометрическимъ  центромъ  т4ла. 

452.  Плоскости  нудевыхъ  иоментовъ.  При  определение  координатъ 
центра  массы  могутъ  быть  полезны  некоторый  соображетя,  упрощаюпця 
эту  задачу.  Изъ  основной  теоремы  о  плоскостныхъ  моментахъ  слЬдуетъ, 

П.  Сожовъ.  —  Основан1я  теорет.  механики.  «• 
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что  если  алгебраическая  сумма  плоскостныхъ  моментовъ  относительно  ка- 
кой-нибудь плоскости  равна  нулю,  то  центръ  параллельныхъ  силъ  лежитг 
въ  этой  плоскости.  Такую  плоскость  мы  будемъ  называть  плоскость!' 
нулевыхъ  моментовъ  или  просто  нулевою  плоскостью  или  также 
центральною  плоскостью.  Такихъ  плоскостей  можно  провести  въ  гЬдт. 
безчисленное  множество:  всякая  плоскость,  проходящая  черезъ  •дентрг 
массы,  есть  нулевая  плоскость.  Очень  часто  можно  бываетъ  указать  по- 
ложете  н'Ъкоторыхъ  нулевыхъ  плоскостей  безъ  всякаго  интегрироваш: 
тогда  разыскаше  центра  массы  облегчается,  ибо  требуетъ  меньшаго  числа 
интегрировашй,  а  ицогда  можетъ  быть  даже  сделано  и  совсЬмъ  безъ  ннте- 
грированШ.  Такъ,  если  удастся  найти  одну  нулевую  плоскость  и  если  эту 
плоскость  принять  за  одну  изъ  координатныхъ,  то  останется  определять 
только  две  координаты  центра  массы,  а  именно  координаты  относительно 
осей,  лежащихъ  въ  этой  плоскости.  Если  известны  две  нулевыя  плоскости, 
то  известна  прямая,  на  которой  лежитъ  центръ  массы,— прямая  пересЬ- 
чешя  этихъ  плоскостей.  Если  же  удастся  указать  три  нулевыхъ  плоскости, 
не  пересекающихся  по  одной  и  той  же  прямой,  то  центръ  массы  будетъ 
этимъ  вполне  определен!»,  какъ  точка  пересЬчешя  трехъ  плоскостей. 

ПросгЬйшШ  случай  нахождетя  нулевой  плоскости  будетъ  тотъ,  когда 
гЬло  однородно  и  эта  плоскость  является  для  него  плоскостью  симметрш. 
Въ  геометрш  плоскостью  симметрш  называется  такая  плоскость  въ  гЬл! 
что  каждой  точке  тела  по  одну  сторону  ея  соответствуетъ  точка  по  дру- 
гую сторону  на  томъ  же  разстоянш  отъ  плоскости  и  на  томъ  же  къ  ней 
перпендикуляре,  и  обратно.  Въ  механике  такое  определеше  плоскости 
симметрш  вообще  говоря  недостаточно:  нужно,  чтобы  и  массы  симметрично 
расположенныхъ  частицъ  тела  были  равны.  Только,  если  тело  однородно, 
т.  е.  если  массы  частицъ  пропорщональны  ихъ  объемамъ,  механическая 
плоскость  симметрш  совпадаетъ  съ  геометрическою.  Механическая  пло- 
скость симметрш  есть  одна  изъ  нулевыхъ  плоскостей;  это  слЬдуегь  изъ 
того,  что  плоскостные  моменты  двухъ  параллельныхъ  силъ,  пропорщо- 
нальныхъ  массамъ  частицъ  и  действующихъ  на  две  симметрично  распо- 
ложенный частицы,  относительно  этой  плоскости  численно  равны,  но  имеюгь 
противуположные  знаки. 

Полезно  заметить  еще  слЪдуюпце  случаи  нулевыхъ  плоскостей.  1) 
Если  часть  тела,  отделяемая  плоскостью  симметрш,  или  обе  его  части 
будутъ  какъ  нибудь  сдвинуты  перемещетемъ,  параллельнымъ  этой  пло- 
скости, то,  хотя  симметрш  и  нарушится,  плоскость  попрежнему  останется 
нулевою  и  будетъ  поэтому  содержать  въ  себе  центръ  массы.  2)  Плоскость 
остается  нулевою,  если  обеимъ  отделяемымъ  ею  частямъ  тела  сообщить 
деформащю,  называемую  сдвигомъ  относительно  этой  плоскости.  Сдвигомъ 
называется  такое  преобразоваше  фигуры,  при  которомъ  все  точки  ея  пере- 
мещаются по  определенному  направленш  такъ,  что  величины  перемещешй 
пропорщональны  разстояшямъ  точекъ  отъ  плоскости,  а  точки  по  разныя  сто- 
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^ 


Фиг.  194. 


роны  отъ  плоскости,  перемещаются  противуположно  другъ  другу  (фиг.  194). 

3.  440.  На  основа- 
нии понят  о  нулевыхъ 
плоскостяхъ  показать, 
что  центръ  массы, 
равномерно  распре- 
деленной по  отрез- 
ку прямой  лин1и,  ле- 
житъ  на  ея  средине. 

3.  441.  Подобнымъ  же  образомъ  показать,  что  центръ  массы,  какъ- 
либо  распределенной  по  площади  плоской  фигуры,  лежитъ  въ  ея 
плоскости. 

3.  442.  Показать,  что  центръ  массы,  равномерно  распределенной  по 
площади  треугольника,  лежитъ  въ  перео/Ьченш  его  медошъ. 

3.  443.  Показать,  что  центръ  массы,  равномерно  распределенной  по  пло- 
щади параллелограмма,  лежитъ  въ  пересъченш  прямыхъ,  дЪлящихъ  пополамъ 
параллельный  стороны. 

3.  444.  Показать,  что  центръ  массы,  равномерно  распределенной  по  пло- 
щади эллипса,  лежитъ  въ  его  центре. 

3.  445.  Показать,  что  центръ  массы  однородааго  параллелепипеда  лежитъ 
въ  пересеченш  трехъ  плоскостей,  делящихъ  пополамъ  параллельный  ребра. 

3.  446.  Показать,  что  центръ  массы  однороднаго  эллипсоида  совпадаешь 
съ  его  центромъ. 

Различные  одучаи  опредфдетя  центра  массы. 

453.  Центръ  шасси  однороднаго  тетраэдра.  Онъ  можетъ  быть  тоже 
опред'Ьляемъ  помощью  нулевыхъ  плоско- 
стей; но  мы  разсмотримъ  другое,  ана- 
логичное этому,  но  видоизмененное  р'Ь- 
шеше.  Покажемъ,  что  центръ  массы  одно- 
роднаго тетраэдра  лежитъ  на  прямоли- 
нейномъ  отр-Ьзк*,  соединяющемъ  одну 
изъ  его  вершинъ  съ  центромъ  массы 
иротивуположной  ей  грани,  и  дЬлитъ 
этотъ  отр-Ьзокъ  въ  отношенш  1 :  3.  Раз- 
дЬлимъ  тетраэдръ  АВСВ  (фиг.  195) 
плоскостями,  параллельными  его  осно- 
вашю  ЛВС,  на  безконечно  тоние  слои. 
Пусть  будетъ  аЬс  плоскость  одного  изъ 
нихъ.  РаздЬливъ  ребро  ВС  пополамъ, 
соединимъ  средину  его  Е  съ  вершинами 
А  и  2>;  сторона  Ьс  разделится  при  этомъ 
пополамъ  въ  точке  е.   Если  Р  центръ   массы  основашя  тетраэдра,  то 

27* 
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2 
АР  =  ^  АЕ  (задача  442).  Соединивъ  Р  съ  вершиною  2),  мы  получимъ 

2 
на  прямой  ае  точку  /*,  которая  удовлетворяешь  условно:  а/*  =  ^  ае;   стЬ- 

довательно  /*есть  центръ  массы  треугольника  аЪс.  Отсюда  видно,  что  вообще 
центры  массъ  всЬхъ  слоевъ,  на  которые  мы  разделили  тетраэдръ,  лежать  на 
прямой  ВР;  а  поэтому  всякая  плоскость,  проходящая  черезъ  эту  прямую, 
есть  нулевая,  т.  е.  центръ  массы  тетраэдра  лежитъ  на  этой  прямой.  При- 

нявъ  грань  ВСВ  за  основаше,  а  А  за  вершину  тетраэдра  и  найдя  точку  А' 

2 
по   условш:    ВК  =  3  ВЕ,   мы  получимъ  другую  прямую  АК,  тоже  со- 
держащую центръ  массы  тетраэдра.   Прямыя  АК  и  ВР  пересекаются 
между  собою;  точка  ихъ  пересЬчеюя   и   есть  центръ  массы  тетраэдра. 
Изъ  пропорщи 

ВК  _АР 

ВЕ~  АЕ 

сл'Ьдуетъ,  что  прямая  КР  параллельна  АЛ,  а  отсюда  видно  подоб1е  тре- 
угольниковъ  АОВ  и  КОР.  На  основанш  этого 

ОР  _КР_РЕ_  1 
ОВ~  АВ~  АЕ~Ъ* 

а    поэтому    ОР  =  -^  ВР. 

Зам'Ьтимъ  так  е,  что  и  высота  точки  О  надъ  плоскостью  основашя 
тетраэдра  равна  одной  четверти  высоты  всего  тетраэдра. 

3.  447.  Показать  на  основанш  предыдущей  задачи,  что  центръ  массы  ка- 
кой-нибудь пирамиды  или  конуса  находится  на  прямолинейномъ  отръзкЪ,  со- 
единяющемъ  вершину  съ  центромъ  массы  основашя,  и  дЬлпть  этотъ  отр-Ъзокъ 
въ  отношеши  1 :  3. 

3.  448.  Показать,  что  координаты  центра  массы  треугольника  (за- 
дача 442)  по  координатамъ  (х^  г/,),  (#2,  у2),  (#3,  уг)  его  вершинъ  опре- 
деляются формулами: 

*.  =  — ^ -,    Ус=- Ц —  •  (713> 

3.  449.  Показать,  что  если  площадь  5  какого-нибудь  плоскаго  много- 
угольника разбить  на  п  треугольниковъ,  то  центръ  массы,  равномерно 
распределенной  по  площади  многоугольника,  будетъ  иметь  координаты: 

_  81х1+82х2ч-...-1-8пхп         _81у1  +  82г/2-*-...+8пуп  , 

лс —  ^  ,      уе —  ^  ,      ^ч-*г 

гд-Ь  51:  &,,...  5Я  площади  треугольниковъ,  (х„  у{\  (#а,  у2),  . . .  (хя,  уп) 
координаты  ихъ  центровъ  массы. 
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3.  450.  Показать,  что  координаты  центра  массы  тетраэдра: 


-Хъ-\-Х~-\-Хк 


Ус- 


У  г-+ У  а 


г„  = 


гх-+2ъ-+-2г-\-гк 


(715) 


4  '    •"  4 

гд-Ь  ОгА,  ух,  0г\  .  .  .  координаты  вершинъ  тетраэдра. 

3.  451.  Показать,  что  координаты  центра  массы  какого-нибудь  одно- 
родная) многогранника  определяются  формулами  (714)  (съ  присоедине- 
шемъ  такой  же  формулы  для  ге),  если  тамъ  считать  5  объемомъ  всего 
многогранника,  51?  52,  . . .  объемами  тетраэдровъ,  на  которые  многогран- 
никъ  можетъ  быть  разбить,  а  (д?п  уп  яД  (жа,  у3,  я3),  .  . .  координатами 
центровъ  массъ  этихъ  тетраэдровъ. 

454.  Формула  Валлиса  для  центра  массы,  равномерно  распределенной 
ло  дугЬ  круга,  и  ея  приложежя.  Пусть  будетъ  АВ  =  8  (фиг.  196)  эта 
дуга,  измеряемая  угломъ  р,  и  г  ея  радоусъ.  Центръ  массы  лежитъ  въ 
плоскости  этой  дуги;  кромгЬ  того  онъ  лежитъ  въ  плоскости  симметрш, 
которая  перпендикулярна  къ  плоскости  дуги  и  делить  последнюю  попо- 
ламъ;  следовательно  центръ  массы  лежитъ  на 
рад1ус4  (Ш0,  проведенномъ  къ  средней  точки 
дуги.  Остается  определить  положение  центра 
массы  на  этомъ  радгусЬ.  Взявъ  ось  (х)  по  ОМ0У 
а  начало  координатъ  въ  центр*  круга,  изгЬемъ: 


зх-.  =  1гт  Е#Д$ 


откуда 


=гга  Г  с 


С08  Р'ДР'   =   2Г>  81П 


Р 


2г  згп  - 


х„  = 


Р 


(716) 


Этотъ  результатъ  можно  такъ  представить  (формула ТОаШя,  1616 — 1703): 

хе хорда  АВ 

г        дуга  АВ 

Формула  Валлиса  можетъ  быть  приложена  къ  опредйленш  центровъ 
массы,  равномерно  распредЬленныхъ  по  площадямъ  плоскихъ  фигуръ, 
ограниченныхъ  круговыми  дугами,  какъ  это  видно  изъ  слЪдуюпшхъ  задачъ. 

3.  452.  Определить  центръ  массы,  равномерно  распределенной  но  площади 
кругового  сектора.  Рйш.:  Этотъ  центръ  массы  совпадаетъ  съ  центромъ  массы, 
равномерно  распределенной  по  круговой  дугЬ,  описанной  раддусомъ,  равнымъ 
двумъ  третямъ  рад1уса  сектора  и  измеряемой  темь  же  угломъ.  Чтобы  это 
показать,  разделимъ  данный  секторъ  не  безконечно-болыпое  число  безко- 
нечно-малыхъ  секторовъ.   Центръ    массы   каждаго   изъ  нихъ,   если,   имъя  въ 
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виду  перехода  къ  пределу,  пренебрегать  безконечно-малыми  высших-ь  по- 
рядковъ,  можно  разсматривать  какъ  центръ  массы  равнобедреннаго  треуголь- 
ника съ  вершиною  въ  центръ  даннаго  сектора. 
Всъ  эти  центры  массъ  находятся  на  разстоашя 
двухъ  третей  радгуса  даннаго  сектора  отъ  его 
центра  и  поэтому  располагаются   по  круговой 

дуг*  Л'В'  (фиг.  197),  для  которой  ОА*  =~  О  А: 

такъ  что  массу  этого  сектора  можно  считать 
сосредоточенною  по  этой  дуг*  и  применить 
формулу  Валлиса.  Это  даетъ: 

Фиг.  197.  з.  453.  Определить  центръ  массы,  равномерно 

распределенной  по  площади  кругового  сегмента. 

Эта  задача  можетъ  служить  прим-Ьромъ  весьма  удобнаго  иногда  пр1е- 

ма,  состоядцаго  въ  томъ,  что,  зная   центръ  массы  цълаго  тъла  и  всъхъ  частей 

кромъ   одной,    опредъляютъ    центръ    массы     послъдней. 

1?Ъш:  Пусть    будутъ    (фиг.  198)  С, С,  С    центры  массы 

сегмента,  соотвътствующаго  ему  сектора  и  треугольника, 

дополняющаго  сегментъ   до  сектора.  Означая    череаъ    5. 

5'    и    #"    площади    этихъ    фигуръ    и    полагая    ОС=^х^ 


ОС: 


откуда 


ОС 


:  х"  можно  написать: 


8'х*  =  8хл 


5'*' 


8'хс'  -  8'хвш 
8 


3.  454.  Определить  центръ  массы,   равномерно  рас- 
пределенной по  площади  луночки,  ограниченной  двумя  круговыми  дугами. 

455.  Центры  массъ,  равномерно  распределенных*  по  н*ноторыгь  не 
плоскимъ  поверхностянъ.  Для  некоторыхъ  важныхъ  въ  практическомъ 
отношенш  случаевъ  центры  массы  могутъ  быть  найдены  безъ  всякаго 
интегрировашя. 

3.  455.  Определить  центръ  массы,  равномерно  распределенной  по 
боковой  поверхности  кругового  цилиндра.  Отв.  Легко  видеть  по 
соображешямъ,  которыя  по  ихъ  простоте  не  будемъ  приводить,  что  центръ 
массы  лежитъ  на  средине  оси  цилиндра. 

3.  456.  Центръ  массы,  равномерно  распределенной  по  поверхности 
шарового  пояса.  РЪш.:  Опишемъ  около  шара,  которому  этотъ  поясъ 
принадлежитъ,  касающШся  къ  нему  цилиндръ  такъ,  чтобы  его  образую- 
пця  были  параллельны  О  А  (фиг.  199),  рад1усу  шара,  служащему  ось*» 
шаровому  поясу,  и  предположимъ,  что  по  отрезку  цилиндра,  заключен- 
ному между  теми  же  параллельными  плоскостями  ВС  и  В'С\  какъ  и 
шаровой  поясъ,  равномерно  распределена  масса,  равная  массе  шарового 
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О 

Фиг.  199. 


пояса.    ПересЬчемъ   шаровой   поясъ   и   цилиндръ  двумя   параллельными 
предыдущимъ   безконечно-близкими   плоскостями   РО  и  Р'(т'\  он*  выр*- 
заютъ  на  цилиндр*  поясъ  высоты  ВТ)\  поверхность  котораго,   по  изве- 
стной теорем*  геометрш, 
равна     соответственному 
шаровому    поясу.    Массы 
этихъ  двухъ  поясовъ  по- 
этому   равны,    а   центры 
этихъ  массъ  совпадаютъ. 
Отсюда   сл*дуетъ,  что  и 
центръ   массы   всего  ша- 
рового  пояса  совпадаетъ 
съ  центромъ  массы  соот- 
ветственной   цилиндриче- 
ской поверхности,   а  по- 
этому находится  на  рад1ус*  О  А,  перпендикулярномъ  къ  основанш  шаро- 
вого пояса,  на  средин*  высоты  посл*дняго. 

3.  457.  Опред*лить  центръ  массы,  равном*рно  распред*ленной  по 
боковой  поверхности  кругового  конуса,  отс*ченнаго  плоскостью, 
перпендикулярною  къ  его  оси.  Отв.  Разд*ливъ  эту  поверхность  на  эле- 
менты  безконечно-близкими    образующими    конуса,    легко    увид*ть,    что 

.     2 
центръ  массы  его  поверхности  лежитъ  на  оси  конуса,   на   разстояти  ^ 

высоты  отъ  его  вершины. 

3.  468.  Определить  центръ  массы,  равномерно  расире деленной    по  поверх- 
ности шарового  сегмента.  Отв.:  На  средин*  вы- 
соты сегмента. 

3.  469.  Опредвлить  центръ  массы,  равномерно 
распределенной  по  поверхности  прямого,  кру- 
гового, усеченнаго  конуса.  Реш.:  По  способу 
задачи  453. 

3.  460.  Определить  центръ  массы,  равно- 
мерно распределенной  по  участку  поверхности 
вращешя,  ограниченному  двумя  перпендику- 
лярными къ  оси  поверхности  плоскостями  и 
двумя  плоскостями,  проходящими  черезъ  ея  ось 
и  образующими  между  собою  данный  уголъ  ?. 
Реш.:  Принимая  ось  поверхности  за  ось  {г) 
(фиг.  200)  и  означая  черезъ  г  разстояте  какой- 
либо  точки  поверхности  отъ  ея  оси,  можемъ 
уравнеше  поверхности  такъ  выразить: 


Фиг.  200. 


Элементъ  поверхности,  ограниченный  двумя  безконечпо  близкими  парал- 
лельными кругами  (*)  и  (г  -+-  д,г)  и  двумя  меридданами  (<э)  и  (©  +  г/^р)  можно, 
пренебрегая  безконечно-малыми  высшаго  порядка,  разсматривать  какъ  прямо- 
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угольникъ,  стороны  котораго: 

гЦ  и  У  (иг)*  -+-  (Ж-)2  =  1/1  -4-  [/'  (г)]3  .  йг  =  Р  (г)  От; 
поэтому  для  всего  даннаго  участка  поверхности  им&емъ: 


=  /    Я  гЯ  (г)  сЫ<р  =  Т  (  тР  (г)  йг> 

«о       °  «О 


гдЬ  г0  и  г,  суть  значен  1я  г,  соответствующая  грани чнымъ  плоскостямъ  (*0)  ж 
(гх).  Для  ноордннатъ  центра  массы,  если  принять  во  внимаше,  что  х  —  гсо$<р, 
у  =2Г81п  <р,  находимы 


8хе  =   и    I  г2Я  (г)  соз  уйгд,у=:  згп  у  Г г*Р  (г)  йг, 

О      г0  'о 

8у0  =   /*  /V  **  (г)  вма  <р  <?г  <*р  =  (1  —  соз  у)  /\2-Г  (г)  <*г, 

О     г0  г0 


&г  =    ГГг/  (г)  Г  (г)  Дг  4<р  =  у/*  г/  (Г)  *'  (Г)  <*Г. 

О      «о  *Ъ 

3.  461.  Определить  центръ  массы,  равномерно  распределенной  по  поверх- 
ности ограниченнаго  двумя  образующими  отрезка  прямого  кругового  конуса. 
Реш.:  Принявъ  во  внямаше,  что  если  начало  координатъ  взять  въ  вершине 
конуса,  а  ось  (г)  направить  по  его  оси,  то 

Л 

*  =  вг> 

где  Л  высота,  а  В  радДусъ  основаыя  конуса,  получаемъ,  сохраняя  обозначен1я 
задачи  460: 

2   _*»п-у  2   -1—созу  2 

456.  Центры  иассъ  нЪкоторыхъ  сплошныхъ  однородныхъ  тЬлъ,  огра- 
ниченныхъ  кривыми  поверхностями. 

3.  462.  Определить  центръ  массы  однороднаго  т*ла  вращен1я, 
ограниченнаго  двумя  перпендикулярными  къ  его  оси  плоскостями.  Р4ш.: 
Представляя  себ*  весь  объемъ  раздЬленнымъ  не  безконечно  тонше  слои 
плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси  тЬла,  и  употребляя  обозначен1я 
задачи  460,  но  предполагая,  что  уравнение  поверхности  тЬла  задано  въ 
виде: 
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находимъ,  для  объема  тЬла  и  координатъ  его  центра  массы: 

г=«  Сим?* 


«о 


3.  463.  ОпредЬлить  центръ  массы  восьмой  части  однороднаго  эллип- 
соида 

х2      у2      г2 

а2      Ь2       с2         ' 

заключенной  между  тремя  координатными  плоскостями.  Р4ш.:   Известно, 
что  объемъ  ц'Ьлаго  эллипсоида  3   ъаЪс;  поэтому  данный  объемъ 

Г=^  аЬс. 
о 

РаздЬливъ  данный  объемъ  плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси 
(х),  на  безконечно  тонйе  слои,  можно  объемъ  такого  слоя  выразить  фор- 
мулою 

йУ  =  80х, 

опред'Ьливъ  площадь  5  схЬдующимъ  образомъ:  5  есть  площадь  четверти 
эллипса,  имЪющаго  своимъ  уравнешемъ 

у2       г2       ,       х2 
арвчемъ  х  считается  постояннымъ.  Полуоси  этого  эллипса: 

«>  =  «  =  =  ..(,-$)• 


поэтому 


Такнмъ  образомъ 


Ухс  =  \ЪсЦх  (1-5)  <*г  =  ^  а'Дв, 


3 

ж  =  —  а. 
8 

По  аналопи  можно  заключить,  что 

3       '  3 

1/  =  —  о,      #  =  —  с. 
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3.  464.  Определить  центръ  масоы   кругового  конуса,   усъченнаго   плоско- 
стями, перпендикулярными  къ  его  оси. 

3.  465.  Показать,  что  центръ  массы  однороднаго  полушар!я  находится  на 

3 
перпендикуляр*  къ  плоскости,  разделяющей  шаръ  пополамъ,  на  разстояшп  . 

раддуса  отъ  центра  шара. 

457.  Центръ  массы  однороднаго  ткла  какой-либо  неправильной  фориы. 

Если  довольствоваться  приближенными  результатами,  то  можно  кривыя 
поверхности,  ограничивающая  гЬло,  заменить  системою  плоскостей  и  дан- 
ное гЬло  разсматривать  какъ  многогранникъ.  Многогранникъ  можетъ  быть 
всегда  разложенъ  на  сумму  н'Ьсколькихъ  тетраэдровъ.  Предполагая,  что 
координаты  вершинъ  многогранника,  а  следовательно  и  кавдаго  изъ  те- 
траэдровъ, известны,  можно  во-первыхъ  по  формул*  аналитической  гео- 
метрш  вычислить  объемы  У\  V",  Г'",  . . .  этихъ  тетраэдровъ,  а  во-вто- 
рыхъ  вычислить  координаты  (хс',  уе\  г}\  (хеп,  уе",  гс").  .  .  .  ихъ  цен- 
тровъ  массъ,  пользуясь  для  этого  формулами  (715).  Поел*  этого  для 
центра  массы  всего  гЬла  можно  написать: 

У*х!  -4-  ТхГ -ъ-  У"хГ.-\-  ... 


р  -ь  Vй  -+-  Г" 
и  подобный  же  выражетя  для  ус  и  гс. 


ГЛАВА    XV. 

Моменты  инерц1и. 

Понятие  о  моментахъ  инерцш  и  значете  ихъ 
въ  механик*. 

458.  Опред'Ьлеше.  Момеатомъ  инерщи  системы  матер1альныхъ 
точекъ  относительно  какой-нибудь  оси  называется  сумма  про- 
изведен^ ихъ  массъ  на  квадраты  ихъ  разстоян1й  отъ  этой  оси. 
Если  система  состоитъ  не  изъ  конечнаго  числа  отд'Ьльныхъ  матер1аль- 
ныхъ  точекъ,  а  представляетъ  собою  сплошное  твердое  или  изменяемое 
гЬло,  то  для  вычислен]'я  его  момента  инерщи  относительно  какой-либо 
оси  нужно  представить  себе,  что  оно  разделено  на  безконечно  большое 
число  безконечно-малыхъ  элементовъ,  и  определять  предедъ  суммы  чле- 
новъ  вида  тт*  или,  всеравно,  интегралъ,  распространенный  на  весь  объ- 
емъ  даннаго  тела.  Означая  черезъ  3  моментъ  инерцш,  им4евгь: 

^=  Ит.  I  тг\  (717) 

Въ  дальнЬйшемъ  мы  будемъ  иметь  въ  виду  исключительно  моменты 
инерцш  сплошныхъ  гЬлъ,  но  будемъ  для  сокращен1я  отбрасывать 
знакъ  предала,  подразумевая  его  однако  же  во  всЬхъ  суммахъ. 
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Очевидно,  что  моменгь  инерщи  зависитъ: 

1)  отъ  разагЬровъ  и  формы  гЬла, 

2)  отъ  распредЬлешя  плотности  въ  гЬл'Ь, 

3)  отъ  положены  оси  при  данномъ  еа  направленш, 

4)  отъ  направлешя  оси. 

Два  посл-Ьднихъ  вл1ян1я  подчиняются  для  всЬхъ  тЬлъ  нйкоторымъ  общимъ 
законамъ,  изучеше  которыхъ  и  составить  главный  предметъ  этой  главы. 

459.   Значеже  иоиентовъ  инерцш  въ  различныхъ  вопросахъ  механики. 

Моменты  инерщи  играютъ  особенно  важную  роль  въ  динамик*  твер- 
даго  гЬла:  они  являются  тамъ  коэффиц1ентами  въ  дифференцдаль- 
ныхъ  уравнен1яхъ,  интегрировашемъ  которыхъ  решается  вопросъ  о 
движеши  гЬла  при  д'Ьйствш  данныхъ  силъ.  КромЬ  того  моменты  инерщи 
плоскихъ  фигуръ  имЬютъ  важное  значеше  въ  теорш  сопротивления  мате- 
ргаловъ  и  въ  гидростатике.  Пояснимъ  сказанное  нисколько  подробнее. 

Въ  §  248  было  дано  понятье  о  кинетической  энерщи  матер1альной 
точки,  ^  ту2.  Въ  динамикЬ  системъ  приходится,  какъ  увидимъ  въ 
глав*  XVIII,  разсматривать  сумму  кинетическихъ  энерпй  вс*хъ  то- 
чекъ  системы: 

или  кинетическую  энерпю  системы  матерьальныхъ  точекъ.  Если 
система,  въ  частности  твердое  гЬло,  вращается  около  мгновенной  оси  I 
съ  угловою  скоростью  о,  то  V  =  шг;  тогда 

Т  =  Е  I  ш  (ш)2  =  «  со2  Етг*  =  I  <7ш2,  (718) 

гд*  ^  моменгь  инерщи  относительно  оси  I. 

Итакъ,.при  вращательномъ  движеши  т*ла  около  оси  его  ки- 
нетическая энерпя  равна  произведенью  половины  квадрата 
угловой  скорости  на  моментъ  инерд1и  тгЬла  относительно  оси 
вращен1я. 

Въ  §  263  было  дано  понятге  о  моменгЬ  количества  движешя  мате- 
р1альной  точки  относительно  оси.  Въ  частности,  если  эта  матерьальная 
точка  принадлежите  тЬлу,  вращающемуся  около  оси,  то  V  =  сог,  а  мо- 
ментъ количества  движешя  относительно  этой  оси  1пю  .  г  =  т  о>  г2.  Раз- 
сматривая  эти  моменты  для  всЬхъ  матерхальныхъ  точекъ  системы  какъ 
векторы,  отложенные  по  оси  вращенгя,  и  суммируя  ихъ,  мы  находи мъ 
выражеше: 

К  =  2  тш*  =  со  Е  тг*  =  ^^^>,  (719) 

которое  называется  моментомъ  количества  движен1я  системы  ма- 
тер1альныхъ  точекъ  относительно  оси  вращетя.  Итакъ,  моментъ  ко- 
личества движен1я  системы  матер1альныхъ  точекъ  относительно 
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какой  либо  оси,  при  вращеши  системы  около  этой  оси,  рав- 
няется произведент  угловой  скорости  на  моментъ  инерц1и  от- 
носительно этой  оси. 

Въ  теорш  сопротивления  матер1аловъ  приходится  разсматривать  мо- 
менты инерщи  плоскихъ  фигуръ  относительно  осей,  лежащихъ  въ 
ихъ  плоскости,  а  иногда  также  относительно  осей,  къ  ней  перпендику- 
лярныхъ.  Чтобы  получить  такой  моментъ  инерщи,  нужно  представить 
себе,  что  площадь  $  фигуры  разбита  на  безконечно-болыпое  число  без- 
конечно-малыхъ  элементовъ  А  5,  и  определить  пред'Ьлъ  суммы  произве- 
дения этихъ  элементовъ  на  квадраты  ихъ  разстоянШ  отъ  данной  оси: 

^=  йт2г2Д&  (720) 

Вычислете  моментовъ  инерщи  тонкихъ  пластинокъ  также  приводится 
къ  вычисленш  моментовъ  инерщи  плоскихъ  фигуръ,  если  пластинка  одно- 
родна и  толщина  ея  везде  одинакова  или  вообще,  если  масса  каждаго 
элемента  пластинки  пропорщональна  площади  этого  элемента.  Если  5 
плотность,  а  Ъ  толщина  однородной  пластинки,  то  т  =  8 .  Ь .  Д5  и 

^=  ИтЪЪ  .  Ъ  .г*Ь8  =  Ъ  .  Ъ  .  йиЕг'ДЯ.  (721) 

Моменты  инерщи  плоскихъ  фигуръ  приходится  разсматривать  также 
и  въ  гидростатике,  при  вычислешя  давлешя  тяжелой  жидкости  на  плоскую 
стенку  (глава  XXII). 

460.  Плечо  инерщи.  Часто  бываетъ  полезно  для  выражешя  момента 
инерщи  гЬла  заменять  последнее  одною  матер1альною  точкою,  масса  ко- 
торой предполагается  равною  масс*  всего  гЬла  и  которая  такъ  помещена 
относительно  данной  оси,  что  моментъ  инерщи  этой  точки  равенъ  моменту 
инерщи  всего  гЬла  относительно  той  же  оси.  Для  этого  нужно  найти  та- 
кую линейную  величину  к,  чтобы  было 

^=^к\  (722) 

гд4  II  =  Е  т.  Если  точку  съ  массою  [1  взять  где-нибудь  на  разстоянш  А* 
отъ  данной  оси,  то  ея  моментъ  инерщи  и  будетъ  ц&3.  Все  такш  точки 
принадлежать  поверхности  кругового  цилиндра,  и  более  определенный 
выборъ  этой  точки  обусловливается  уже  практическими  соображетями. 

Разстояте  к  называется  плечомъ  инерщи. 

Иногда  представляютъ  себе,  что  масса  гЬла  равномерно  распреде- 
лена по  окружности  круга,  радьусъ  котораго  равенъ  плечу  инерщи, 
центръ  находится  на  оси,  а  плоскость  круга  къ  оси  перпендикулярна; 
или  также  представляютъ  массу  распределенною  по  поверхности  круго- 
вого цилиндра,  ось  котораго  совпадаетъ  съ  данною  осью,  а  рад1усъ  осно- 
вашя  равенъ  плечу  инерщи. 
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§  461,  ф.  723, 


Зависимость  момента  инерцш  отъ  подожешя  оси  въ  т4д*. 

461 .  Зависимость  момента  инерщи  отъ  положежя  оси  при  постоянномъ 
иаправленм  ея.    Моментъ   инерцш   относительно  какой  либо  оси 
равенъ  моменту  инергцн  относительно  осивей  параллельной  и 
проходящей   черезъ    центръ   мас- 
сы,     сложенному     съ     произведе- 
н1емъ  массы   всего   тЬла  на  квад- 
ратъ     разстоян1я     между     осями. 
Пусть  будетъ  ^  =  I^т^2  моментъ  инер- 
цш   относительно   оси    АВ,  З1  =  %тг2 
относительно  ей  параллельной  оси  А  'В' 
(фиг.  201)  и  8  разстояше  между  осями. 
Примемъ   АВ  за  ось   (г\    а    ось    (х) 
ироведемъ  въ  плоскости  осей;  тогда  для 
какой-нибудь  точки  М: 

г'2  =  г2  ч-  82  —  28г  соз  (Н'НМ) 


=  г2  ч-  82 


28#. 


Умножая  об*  части  этого  равенства  на  т,  массу  того  элемента,  м*сто 
котораго  определяется  точкою  Л/,  и  беря  суммы  обЪихъ  частей  для  всЬхъ 
элементовъ  тЬла,  находимъ: 

У  =  3  -+-  2  тЬ2  —  2а  2  ж  Ьх 
=  ^-л~  \&2  —  28  Е  тх. 
По  формуламъ  для  центра  массы  (§  449) 

Я  тх  =  |1ггв. 
Если  ось  АВ  проходить  черезъ  центръ  массы,  то  хс  =  0;  и  тогда 

,7'  =  </,-+-  ц82.  (723) 

З^сь  и  дальше  мы  будемъ  черезъ  ^е  обозначать  моменты  инерцш 
относительно  осей,  проходящихъ  черезъ  центръ  массы  тЬла. 

Формула  (723)  показываетъ,  что  изъ  всЬхъ  моментовъ  инерцш  отно- 
сительно различныхъ  между  собою  параллельныхъ  осей  моментъ  инерцш 
относительно  оси,  проходящей  черезъ  центръ  массы,  наименытй. 

3.  406.  Зная  разстояв!я  8'  и  8*  центра  массы  отъ  двухъ  параллельныхъ 
осей  и  моментъ  инерц!и«Л  относительно  одной  изъ  нихъ,  определить  моментъ 
пнерпДи  относительно  другой  оси.  Отв.: 

./»  =  ,Г  ч- 11  (8м  —  8"). 

3.  407.  Система  параллельныхъ  осей  пересъчена  перпендикулярною  къ 
иимъ  плоскостью  и  отъ  точекъ  перес'Ьчеи^я   на  каждой  оси  въ  одну  и  ту  же 
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сторону  отложенъ  отр-Ьзокъ,  изобраясаюшдй  величину  момента  инерщи  отно- 
сительно этой  оси.  Опред-влить  геометрическое  мъсто  концовъ  этихъ  отр*з- 
ковъ.  Отв.:  Параболоидъ,  полученный  отъ  вращетя  параболы  около  ея  осп. 
сричемъ  эта  ось  совпадаетъ  съ  прямою,  параллельною  данному  направленш 
вс*хъ  осей  и  проходящею  черезъ  центръ  массы. 

462.  Зависимость  момента  инерцш  отъ  направлешя  оси.  Разсмотримъ 
моменты  инерщи  относительно  различныхъ  осей,  проходящихъ  черезъ 
одну   и  ту   же  точку.  Для  этого   возьмемъ   эту    точку    за    начало   ко- 

ординатъ    и    будемъ   направление 
г  задаваемой  оси  I  определять  угла- 

ми а',  рг.  -у',  образуемыми  ею  съ  ка- 
кими либо  осями  координатъ,  не- 
изменно связанными  съ  гЬломъ. 
Разстояте  г  =  МН  (фиг.  202) 
какой-нибудь  точки  М  (х,  у,  г)  гЬла 
отъ  оси  I  можно  выразить  агЬ- 
дующимъ  образомъ: 

г2  =  ОМ2  —  ОН\ 


Фиг.  202. 


причемъ 


ОМ2  =  х2  ч-  у2  ч-  г\ 


ОН  =  ОМ  соз  (ОМ,  I)  =  х  соз  а'  ч-  у  соз  р'  ч-  г  соз  у'; 

такъ  что 

г2  =  х2  ч-  у2  ч-  г2  —  (х  соз  а'  ч-  у  соз  р'  ч-  г  соз  у')2 

=  х2  (1  —  соз2  а')  ч-  у2  (1  —  соз2  Р')  ч-  г2  (1  —  соз7  т') 

—  2уз  соз  р'  соз  т'  —  2^#  соз  7'  сое  а'  —  2ху  соз  а'  соз  Р', 
или,  на  основаши  зависимости:  соз2  а'  -*-  соя2  Р'  -+-  со«2  7'  =  1, 
г2  =  х2  (соз2  р'  ч-  соз2  7')  -4-  #а  (соя2  7'  ч-  соя2  а')  ч-  г2  (соз2  а'  ч- 

—  2уг  соз  рг  С05  7'  —  2гх  соз  7'  соз  а'  —  2ху  соз  а'  соз  р'. 


соз2  р?) 


Умножая  об*  части  равенства  на  т,  массу  того  элемента  гЬла,  поло- 
жение котораго  определяется  точкою  Ж*,  и  суммируя  эти  произведеш 
для  всЬхь  элементовъ,  найдемъ: 

7=2  тт2  =  2  ш  (у2  ч-  г2)  .  соя2  а'  +  2  т  (^2  н-  #2)  .  соз2  р'  ч- 

+  ^(^4-  у2)  .  соз2  у' 

—  22  т#я  -  соя  Р'  соз  7'  —  22  тгх  .  соя  7'  соя  а'  —  22  тагу  .  соз  а'  соз  (Г. 
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Положимъ 
1  т  (у2  ч-  г2)  =  Л\     2 т  {?  -ь  х2)  =  Б',     Ет  {х2  4-  у2)  =  С,     (724) 

2«^  =  Д     1>тгх  =  Е,     Ъ  тху  =  Р  (725) 

и  напишемъ: 

«/  =  ^4'  сое3  а'  -ь  Б'  со*3  р1  -+-  С  соз2  ?' 

—  21)  со$3'  созч'  —  ЧЕ  созч'  сова'  —  2Р  сова'  сояр'.         (726) 

Эта  формула  показываетъ,  что,  зная  коэффищенты  А\  В',  С",  Д  Е,  1\ 
которые  при  данномъ  положенш  координатныхъ  осей  имЬютъ  для  даняаго 
тЬла  очевидно  постоянныя  значешя,  можно  определить  моменты  инерщи 
относительно  всякихъ  осей,  проходящихъ  черезъ  начало  координатъ,  а 
следовательно,  благодаря  теорем*  §  461,  вообще  относительно  всевоз- 
можныхъ  осей. 

Легко  видеть,  что  А\  В',  С"  суть  моменты  инерц1и  относи- 
тельно координатныхъ  осей.  Коэффищенты  Л,  Е  и  Р  им4ютъ 
иное  значеше;  они  называются  моментами  девгащи  (отклонешя)  по 
причин*,  которая  будетъ  выяснена  ниже  (§§  548  и  549). 

463.    НЪкоторыя   свойства   иоментовъ   инерщи   и  иоментовъ  дев!ац1И. 

Будемъ  предполагать,  что 

А1  <  И  <  С", 

и  замЬтимъ  схЬдуюния  соотношетя  между  всеми  шестью  коэффищентами. 

1)  Наиболытй  изъ  моментовъ  инерщи  относительно  трехъ  взаимно 
периендикулярныхъ  и  пересекающихся  осей  (координатныхъ)  меньше 
суммы  двухъ  остальныхъ, 

С  <А'  -*-  В'.  *  (727) 

Это  видно  прямо  изъ  формулъ  (721). 

Отсюда  само  собою  следуетъ,  что  наименышй  и  вообще  каждый  изъ 
моментовъ  инерщи,  больше  разности  двухъ  остальныхъ. 

Эти  свойства  можно  еше  такъ  формулировать:  если  А\  В\  С  изобра- 
зить въ  виде  прямолинейныхъ  отрезковъ,  то  изъ  нихъ  всегда  можно  по- 
строить треутольникъ. 

2)  Сумма  моментовъ  инерщи  относительно  трехъ  какихъ  либо  взаимно 
периендикулярныхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  одну  и  ту  же  точку,  по- 
стоянна. А  именно,  независимо  отъ  выбора  направленШ  координатныхъ 
осей,  имеемъ: 

^4-Б'+С'  =  2Ят  (х2  ч-  у2  -н  г2)  =  2Е  ж  р3, 

где  р  разстоянге  точки  отъ  начала  координатъ,   не  зависитъ  отъ  напра- 
вдешя  координатныхъ  осей. 
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3)  Каждый  моментъ  дев1ацш  меньше  половины  соотвйтствующаго  ему 
момента  инерцш,  т.  е. 

В<\А\  Е<\В\  Р<\С'.  (728) 

Докажемъ  первое  изъ  этихъ  неравенства  Такъ  какъ 

(у  -  м)'  ^  О, 
то 

уг^—(у*-л-г>).  (729) 

Знакъ  равенства  относится  здЬсь  только  къ  тому  случаю,  когда  у  =  г, 
чего  не  можетъ  быть  для  всЬхъ  точекъ  гЬла;  поэтому,  умноживъ  об*  части 
неравенства  (729)  на  т,  массу  соответственной  частицы  гЬла,  и  взявъ 
сумму  произведен^  для  всЬхъ  частицъ  гЬла,  мы  должны  удержать  только 
знакъ  неравенства.  Итакъ: 

2  туг  <  —  2  т  (у2  -+-  я2). 

464.  Эллипсоидъ  инерцш.  Черезъ  каждую  точку  тЬла  можно  провести 
так1я  координатный  оси,  что  относительно  ихъ  моменты  дев1ащи  равны 
нулю.  Так1я  оси  называются  осями  инерцхи  гйла  для  данной  точки. 
Эти  оси  играютъ  весьма  важную  роль  въ  динамик*  твердаго  гЬла.  Для 
отыскашя  ихъ  сдЬлаемъ  следующее  геометрическое  изображеше  распре- 
дЬлешя  величинъ  моментовъ  инерцш:  на  каждой  оси,  проходящей  черезъ 
начало  координатъ  и  определяемой  углами  а',  (■)',  ?',  отложимъ  векторъ 

ОN=9  =  ^^.  (730) 

Координаты  конца  его  выражаются  такъ: 

С08<х'  ,  С08&  .         С08У1 

Уз  VI  Уз 

РаздЬливъ  об'Ь  части  равенства  (726)  на  е7,  можемъ  написать: 

уТ  Уз  УЗ  Уз  У^  Уз 

или 

А'х"  -+-  В'у"  -+-  С'*'2  —  2Пу'г'  —  2Ег'х'  —  2Рх'у'  =  1.      (731) 

Это  уравнеше  опредЬляетъ  поверхность,  на  которой  лежать  концы  всЬхъ 
векторовъ  р.  Эта  поверхность  второго  порядка  можетъ  быть  только  эллнп- 
соидомъ.  Чтобы  это  видЬть,  нужно  только  принять  во  внимате,  что  ни 
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одинъ  изъ  векторовъ  р,  которые  очевидно  можно  провести  изъ  точки  О 
по  всякому  направленно,  не  можетъ  быть  безконечно-болыпимъ,  потому- 
что  ни  для  какой  оси  моментъ  инерщи  не  можетъ  быть  равенъ  нулю.  По- 
верхность (731)  называется  эллипсоидомъ  инерщи. 

Каждой  точки  гЪла  соотв'Ьтствуетъ  свой  эллипсоидъ  инерщи.  Если 
данная  точка  есть  центръ  массы,  то  эллипсоидъ  называется  цент- 
ральными 

465.  Олред-Ьлеше  осей  инерцЫ  и  моментовъ  инерц'ш  относительно  ихъ. 

Въ  аналитической  геометрш  показывается,  что  можно  координатнымъ 
осямъ,  сохраняя  ихъ  начало  и  ихъ  взаимную  перпендикулярность,  дать  . 
ташя  направлешя  Ох^  ОуиОяи  чтобы,  поел*  соотв-Ьтственнаго  преобра- 
зовашя  уравнешя  (731),  коэффищенты  при  произведешяхъ  координатъ 
оказались  равными  нулю.  Тогда  уравнеше  эллипсоида  инерщи  прини- 
маетъ  видъ: 

Ах2  -+-  Ву2  ч-  Се2  =  1,  (732) 

причемъ  оси  эллипсоида  совпадаютъ  уже  съ  новыми  координатными  осями. 

Эти  оси  и  опредЬляютъ  собою  оси  инерщи  для  точки  О.  Действительно, 

означая  черезъ  а,  р,  ?  углы  вектора  р  съ  новыми  осями  координатъ,  мо- 

жемъ  написать:  0 

__  С08а  _  с08г  _  С081 

х*-у7л  *~7Т'  г1~у7' 

Подставляя  это  въ  уравнеше  (732),  находимы 

^=  А<Ю82а-+-  В  соз2  р  -ь  С  соз2  ?.  (733) 

Эта  формула,  по  сравненш  съ  формулою  (726),  показываетъ,  что  теперь 
моменты  дев1ацш  равны  нулю. 

Коэффищенты  А,  Б,  С  опять  представляютъ  собою  моменты  инерщи 
относительно  координатныхъ  осей.  Наприм'Ьръ,  если  ось,  относительно  ко- 
торой определяется  «7,  взять  по  направлению  оси  (#),  то  въ  формул*  (733) 
нужно  положить  €08  01=1,  со8 р  =  О,  <Ю8«(  =  0\  а  тогда  ^=А. 

А,  В,  С  называются  главными  моментами  инерцДи  для  данной 
точки. 

466.  Некоторые  вопросы,  касающееся  эллипсоида  инерщи.  Полагая 

А  =  на3,     В  =  цЬ3,     С  =  цс3,  (734) 

гдЬ  а,  Ь,  с  плечи  инерщи  (§  460)  относительно  осей  инерщи,  проходя- 
щихъ  черезъ  данную  точку,  можемъ  написать: 

^=:V.(а2  соз2  а  -ь  Ъ2  соз2  р  н-  с3  соз2  т),  (735) 

а  уравнеше  эллипсоида  инерщи  представить  въ  слйдующемъ  видЬ: 

а*х2  ч-  Ь2у2  ч-  с3*2  =  -•  (736) 

М- 
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Сравнивая  это  уравнеше  съ  нормальной  формой  уравнешя  эллипсоида, 
отнеееннаго  къ  его  осямъ: 

Р  ^  т>^  п2~    ' 
гд4  I,  ж,  п  полуоси  эллипсоида,  находимъ: 

а  }/у. 9  Ъ  V V  '  с  Ур 

Отсюда  заключаемъ,  что  наибольшему  плечу,  а  стало-быть  и  наиболь- 
шему моменту  инерц1и  соотвйтствуетъ  наименьшая  ось  эллип- 
соида, и  наоборотъ. 

Отношешя  между  длинами  осей  эллипсоида  инерщи  не  могутъ  им^ть 
всяк1я  значешя:  эти  отношешя  связаны  неравенствами,  вытекающими  изъ 
сказаннаго  въ  §  46В.  Если  для  какой-либо  точки  гЬла 


то,  по  формул*  (727), 

или 

или,  по  формуламъ  (737): 


А  <  В  <  С, 
С<А  +  В 

с1  <  а2  ч-  Ь2 


Отсюда  или  изъ  неравенства 

А  >  С  — В 

слЪдуетъ: 

1<-^=.  (739) 

1/т2— п2  ^ 

Если  два  главныхъ  момента  инерщи  для  какой-нибудь  точки  гЬла 
делаются  равными,  то  эллипсоидъ  инерщи  становится  сфероидомъ  (эллнп- 
соидомъ  вращешя).  Такз>  какъ  всЬ  его  радиусы  векторы,  лежапце  въ  пло- 
скости экватора,  равны,  то,  согласно  формул*  (730),  равны  и  моменты 
инерщи  относительно  всЬхъ  осей,  проходящихъ  черезъ  его  центръ  и  ле- 
жащихъ  въ  плоскости  экватора. 

467.  Шаровыя  точки.  Если  всЬ  три  главныхъ  момента  инерщи  для  ка- 
кой-нибудь точки  становятся  равными,  то  эллипсоидъ  инерцш  обращается 
въ  шаръ.  Указанная  точка  называется  тогда  шаровою.  Подобно  пре- 
дыдущему легко  вид'Ьть,  что  моменты  инерцш  относительно  всякихъ  осей, 
проходящихъ  черезъ  шаровую  точку,  равны. 

Чтобы  отыскать  въ  тЬд*  шаровыя  точки,  за  координатный  оси  возь- 
мемъ    оси    центральная    эллипсоида.    Такъ    какъ    для    шаровой    точки 
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5  (х0,  у0,  г0)  ВСЯК1Я  три  проходяпця  черезъ  нее  взаимно  перпендикулярный 
оси  могутъ  быть  считаемы  осями  инерщи,  то  за  таковыя  можно  принять 
прямыя  (х%  (У)  и  {г1),  параллельныя  координатнымъ.  Принимая  эти  пря- 
мыя  за  новыя   координатный   оси,  им*емъ  для  какой-нибудь  точки  гЬла: 

х'  =  х  —  х0,     у'  =  у  —  у0,     г*  =  г  —  г0. 

Такъ  какъ  моменты  девгащи  относительно  етихъ  осей  должны  быть  равны 
нулю,  то  имЪемъ  услов1я: 

2  ту  У  =  О,     2  тех*  =  О,     2  тх'у'  =  0.  (740) 

Газсмотримъ  первое  изъ  нихъ;  его  можно  представить  такъ: 

2  туз  —  у0Лтг  —  20  2  ту  -ь  у^0  2  т  =  0. 

Такъ  какъ  начало  первоначальныхъ  координатныхъ  осей  находится  въ 
центр*  массы,  то 

2  ту  =  0,     2  те  =  0; 

кром*  того,  по  свойству  осей  инерщи  для  центра  массы: 

2  туг  =  0; 
поэтому  услов1я  (740)  приводятъ  къ  требовашямъ: 
Уо*о  =  0,     е0х0  =  0,     #оУ0  =  0. 

Эти  услов1я  могугь  удовлетворяться  только  точкою,  лежащею  на  одной 
изъ  первоначальныхъ  координатныхъ  осей,  т.  е.  на  одной  изъ  осей  цен- 
тральнаго  эллипсоида  инерщи.  Предположимъ,  что 

Уо  =  °>    Ч  —  0. 
Такъ  какъ  для  шаровой  точки  должно  быть 

А  =  В'  =  С, 


а 

по  формул*  (723) 

Л9  =  Ае, 

В' 

= 

вс 

н- 

№>*, 

с 

= 

с. 

-+- 

«•V. 

то 

получаемъ  услов1я: 
Д.  =  С.,    х. 

1  — —~ 

■+ 

1/ 

л/ 

<В< 

-в. 

Ч 

-в. 

(741) 

Для  действительности  этого  р$шешя  необходимо,  чтобы  было  Ае>Вс. 
Итакъ,  для  существованья  шаровой  точки  необходимо,  чтобы  центральный 
эллипсоидъ  инерщи  им4лъ  дв'Ь  равныхъ  оси  и  чтобы  третья  ось  была 
меньше  двухъ  первыхъ;  тогда  найдутся  дв*  шаровыя  точки  на  этой 
третьей  оси  въ  равныхъ  разстояньяхъ  отъ  центра  массы  всего  тйла. 

28* 
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Опред&деше  моментовъ  инерцш  для  даннаго  гЬла. 

468.  Вычислен)е  моментовъ  инерщи.  Если  известны:  положеше  центра 
массы  тЬла,  направлешя  проходящихъ  черезъ  него  трехъ  осей  инерщи 
(называемыхъ  въ  этомъ  случа*  главными  осями  инерщи)  и  моменты 
инерщи  относительно  этихъ  осей,  то,  по  формуламъ  (723)  и  (733)  легко 
могутъ  быть  вычисляемы  моменты  инерщи  относительно  всякихъ  осей. 
Для  этого  имйемъ: 

^=  е/,  -н  ц82  =  Ае  соз'а  -+-  Ве  со$ар  -+-  Сс  соз^  -+-  н.8а,      (742) 

гд*  Ае,  Бе,  Се  главные  моменты  инерцш. 

Отсюда  мы  видимъ,  что  опред-Ьлеше  всевозможныхъ  моментовъ  инерщи 
для  какого-либо  гЬла  сводится  къ  сл'Ьдующимъ  д*йств1ямъ:  къ  нахожде- 
нию центра  массы  гЬла,  къ  вычислешю  трехъ  моментовъ  инерщи  А',  В\  С 
и  трехъ  моментовъ  дев1ащи  I),  Д  Р  относительно  произвольно  напра- 
вленныхъ  координатныхъ  осей,  проведенныхъ  черезъ  центръ  массы,  и 
къ  приведетю  уравнетя  этого  эллипсоида  къ  главнымъ  осямъ.  Первыя 
два  д*йств1я  требуготъ  вычислетя  десяти  суммъ  (включая  сюда  и  \ь=2т)щ 
которыя  для  сплошного  тЬла  представляются  кратными  интегралами,  рас- 
пространенными по  объему  даннаго  гЬла;  последнее  д*йств1е  сводится, 
какъ  это  показывается  въ  аналитической  геометрш,  къ  рйшешю  н*Ькото- 
раго  кубическаго  уравнешя.  Не  входя  въ  разсмотр'Ьше  общихъ  служа- 
щихъ  для  всего  этого  прьемовъ,  мы  ограничимся  некоторыми  болгЬе  про- 
стыми, впрочемъ  важными  въ  практическомъ  отношенш  случаями,  когда 
вычисленье  облегчается. 

Мы  уже  видели  въ  §  452,  что  существованье  «плоскостей  нулевыхъ 
моментовъ  >,  а  въ  частности  плоскостей  симметрш  значительно  облегчаегь 
опред'Ьлете  центра  массы.  ТЬ  же  плоскости  могутъ  помочь  при  разыска- 
Н1И  главныхъ  осей  инерщи.  Примемъ  такую  плоскость,  въ  которой,  какъ 
мы  знаемъ  находится  центръ  массы,  за  плоскость  (уг)\  въ  этомъ  случай 
мы  им-Ьемъ: 

Е  =  X  тгх  =  О,     Р  =  2  тху  =  0; 

потому-что  каждому  члену  тгх  соответствуете  въ  той  же  сумм*  численно 
ему  равный  членъ  —  тгх,  а  также  и  во  второй  сумм*  члены  тху  к 
—  тху,  численно  равные,  входятъ  попарно.  Эллипсоидъ  инерцш  (731) 
принимаетъ  теперь  видъ: 

А'х'2  -+-  В'у'*  -+-  Сг'2  —  2Ву'г'  =  1, 

т.  е.  не  содержитъ  членовъ  съ  х  въ  первой  степени;  это  показываете 
что  ось  (яг),  перпендикулярная  къ  плоскости  нулевыхъ  моментовъ  и  про- 
ходящая  черезъ   центръ   массы,  есть   уже   ось   центральная  эллипсоида 
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инерщи,  а  следовательно  и  главная  ось  инерцш.  Вопросъ  сводится  къ 
определенно  двухъ  другихъ  главныхъ  осей  инерщи,  лежащихъ  въ  пло- 
скости (ув). 

Если  существуетъ  еще  другая  плоскость  симметрш  (или  нулевыхъ  мо- 
ментовъ), перпендикулярная  къ  первой,  то,  принявъ  ее  за  плоскость 
(яд?),  мы  увидимъ,  что  и 

I)  =  Ътуг  =  О, 

и  уравнеше  эллипсоида  инерщи  уже  сразу  является  въ  своемъ  упрощен- 
номъ  вид*.  Следовательно  оси,  перпендикулярный  къ  двумъ  разсматри- 
ваемымъ  плоскостямъ,  и  третья,  лежащая  по  лиши  пересЬчен1я  плоско- 
стей, и  суть  главный  оси  инерщи.  Въ  такомъ  случай  остается  только 
вычислеше  трехъ  главныхъ  моментовъ  инерщи  Ас,  Ве,  Сс. 

469.  Приборы  для  определетя  моментовъ  инерцж.  Мы  увидимъ  въ  гла- 
вахъ  XIX  и  XX,  что  моменты  инерщи  входятъ  въ  вид*  постоянныхъ 
параметровъ  въ  уравнешя  движетя  твердаго  тела;  поэтому,  если  удастся 
произвести  наблюдение  такого  движетя,  уравнетя  котораго  заранее  из- 
вестны, то  это  можетъ  послужить  для  вычислешя  этихъ  коэффищснтовъ. 
На  этомъ  соображенш  основаны  разные  приборы  для  определетя  момен- 
товъ инерщи.  Одни  изъ  нихъ  основываются  на  законахъ  качашя  физи- 
ческаго  маятника,  друпе  на  законе  момента  количествъ  движетя.  При- 
боръ  последняго  рода  будегь  описанъ  въ  задаче  549. 

Моменты  инерцш  пдоокихъ  фигуръ. 

470.  Какъ  было  уже  упомянуто  въ  §  459,  въ  теорш  сопротивлешя 
матер1аловъ  и  въ  гидростатике  играютъ  роль  моменты  инерцш  плоскихъ 
фигуръ.  При  этомъ  элементу  массы  соответствуетъ  элементъ  площади. 
Все  законы  распределетя  такихъ  моментовъ  инерщи  могутъ  быть  полу- 
чены совершенно  такимъ  же  образомъ,  какъ  это  было  сделано  въ  на- 
стоящей главе  относительно  гЬлъ  трехъ  измеренШ.  Мы  не  будемъ  этого 
здесь  излагать  гЬмъ  более,  что  для  техническихъ  целей  существуютъ  весьма 
удобные  графичесюе  прьемы  определетя  моментовъ  инерщи  плоскихъ  фи- 
гуръ, излагаемые  обыкновенно  въ  Графической  Статике.  Достаточно  только 
заметить,  что  вместо  шести  суммъ  (724)  и  (725)  играютъ  роль  только  три; 
напримеръ,  если  оси  (х)  и  (у)  взять  въ  плоскости  фигуры,  то  пришлось  бы 
разсматривать  Еа;аД#,  Е#2Д#  и  1>ху&8,  где  А5  элементъ  площади.  Роль 
эллипсоида  инерщи  играегь  при  этомъ  эллипсъ  инерцш. 

Опред&деше  моментовъ  инерцш  н&которыхь  проотФй- 
шихъ  т4дъ  и  друия  задачи. 

3.  468.  Определить  главные  моменты  инерцш  однороднаго  пря- 
моугольнаго  параллелепипеда,  ребра  котораго  равны  а,  Ъ  и  с.  РЬш.: 
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Это  тЬло  ивгЬетъ  три  плоскости  симметрш.  Этимъ  определяется  положе- 
те  его  центра  массы  и  направденш  главныхъ  осей  инерщи.  Направнвъ 
по  этимъ  осямъ  координатный  оси,  вычислимъ  выражетя  ИтЪ)иг\ 
КтЯту*  и  ИтЯтз2.  Для  этого  раздЪлимъ  параллелепипедъ  параллель- 
ными плоскостями,  перпендикулярными  къ  оси  (х),  на  безконечно  тонше 
слои  толщины  их.  Масса  каждаго  такого  слоя  равна  рЬеЛх,  гд$  р  плот- 
ность параллелепипеда.  Поэтому 

/а1 
х*йх  =  рЪс  —  - 


Подобнымъ  же  образомъ  найдемъ: 


Ьа  с2 

Кт  2  ту2  =  рса  — ,        Ит  2  тг2  =  раЪ  —  , 

а  поел*  этого 

^  =  ^Рв^(Ь,+  0,  #с  =  ^раЬс(с*+а2),  Сс=^  раЬс  (а3ч-Ь2)  (743) 

3.  469.  Определить  главные  моменты  инерцп!  однороднаго 
цилиндра  съ  круговымъ  поперечнымъ  с4чен1емъ,  отсгЬченнаго 
плоскостями,  перпендикулярными  къ  его  оси.  Р1гт.:  Пусть  бу- 
детъ  Н  высота  и  В  рад1усъ  основашя  цилиндра.  Легко  видеть,  что  центръ 
массы  цилиндра  находится  на  средин*  его  оси.  Такъ  какъ  плоскость, 
проходящая  черезъ  эту  точку  и  перпендикулярная  къ  оси  цилиндра,  есть 
плоскость  симметрш,  то  эта  ось  служить  одною  изъ  главныхъ  осей  инер- 
щи. Такъ  какъ  всякая  плоскость,  содержащая  ось  цилиндра,  есть  тоже 
плоскость  симметрш,  то  ось,  перпендикулярная  ко  всякой  такой  плос- 
кости, есть  тоже  главная  ось  инерщи.  Отсюда  видимъ,  что  центральный 
эллипсоидъ  инерщи  есть  сфероидъ.  Принявъ  ось  цилиндра  за  ось  {г\ 
опред'Ьлимъ  прежде  всего 

Сс  =  Кт  X  т  (х2  -+-  у2)  =  Ит  X  тг2, 

гд*  г  разстояше  какой-либо  точки  отъ  оси  цилиндра.  Для  этого  раздЪ- 
лимъ  весь  цилиндръ  на  безконечно  тонк1е  цилиндричесме  слои,  имйюнце 
ось  (г)  общею  осью.  Объемъ  такого  слоя 

а  (г  ч-  йг)2  к  —  ъг2к  =  2ъкгДг  -ь  тгй  (йг)2. 

Отбрасывая  при  нахождеюи  пред-Ьла  суммы  безконечно-малыя  второго 
порядка,  можно  написать: 


=  2ърк    I  \ 


гЧг—\  тгрйй*  =  I  р.К2.  (744) 
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Для  опред*Ьленш  Ас  и  Ве  завгЬтимъ,  что,  въ  виду  симметрш  цилиндра 
относительно  плоскостей  (уг)  и  (яг), 

1гт  2  тх*  =  1гт  2  ту3; 
а  потому 

ИтЪтх2  =  ИтЪту*  =  -  Се  =  ~  \ьВ*. 

А  4 

Наконецъ,   вычислит   йтЕи&ег3,  раздЬливъ  для  атого  цилиндръ  на 

безконечно  тонйе  слои  плоскостями,    перпендикулярными   къ  его   оси. 

Объемъ  такого  слоя  ъВ*(1г\  поэтому 

к 


=  ярЕ3  /  я3йг  =  — 


1гт  Е  те2  =  ърВ*  /  я3йг  =  -^-  тгрЛ2^8  =  —  рЛ3. 


Итакъ 


Л==*.  =  ±,(*н-^). 


(745) 


3.  470.  Определить  моменты  инерщи  однороднаго  шара,  ра- 
д1усъ  котораго  В.  Р4ш.:  Очевидно,  что  главные  моменты  инерщи  всЬ 
равны  между  собою:  Ле  =  Ве  =  Сс,  Для  вычислешя  ихъ  опред'Ьлимъ: 

—  (Лс  ч-  -Вс  -+-  Сс)  =  Ит%т  {х*  ч-  у2  ч-  я3)  =  Кт Е тг3, 

гд*  г  разстояте  какой-нибудь  точки  отъ  центра  шара.  РаздЬлимъ  шаръ 
на  безконечно  тоние  цилиндричесше  слои;  объемъ  такого  слоя: 

4  4  1 

—  1Г  (Г  Ч-  ЙГ)3  —   ТГГ3  =  4ЯГ3ЙГ  Ч-  47ГГ  (йг)3  ч-  —  7С  (*")3, 

о  о  о 


и  следовательно 


к 
=  4тгр  /  гЧг  = 


4  3 

ИтЪтг2  =  4тгр  /  г4йг  =  —  т:рВь  =  —  |хВ3. 

о  о 


Ае  =  Ве  =  Се=  Д  *РЛ«  =  |  рД».  (746) 

3.  471.  Показать,  что  во  всякомъ  твлй  оси  инерщи  для  какой-либо  точки, 
лежащей  на  одной  изъ  главныхъ  осей  инерщи,  параллельны  послйднимъ. 

3  472.  Показать,  что  нвтъ  другихъ  точекъ,  кром-в  указанныхъ  въ  преды- 
дущей задаче,  для  которыхъ  оси  инерщи  параллельны  главнымъ. 

3.  473.  Даны  Ле  <  Ве  <  Сс.  На  которой  изъ  главныхъ  осей  и  въ  какомъ 
разстоянш  отъ  центра  массы  находятся  точки,  для  которыхъ  эллипсоидъ 
ннерпДи  обращается  въ  сфероидъ.  Отв.:  Дв*  такихъ  точки  находятся  на  оси 
(у),  съ  координатами 


,=*)/&=±, 
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а  четыре  точки  на  оси  («),  съ  координатами: 


Гц  Г  р, 

3.  474.  Определить  моментъ  инерщи  параллелепипеда  задачи  468  относи 
тельно  оси,  параллельной  одной  изъ  его  дДагоиалей  и  проходящей  черезъ 
одну  изъ  его  вершинъ. 

3.  475.  При  какихъ  услов1яхъ  и  гдъ  находятся  шаровыя  точки  параллеле- 
пипеда, разсиотръннаго  въ  задачъ  468.  Отв.:  Два  ребра  параллелепипеда 
должны  быть  равны;  если  Ъ  =  с,  а  <  Ь,  то  шаровыя  точки  найдутся  на  оси 
параллельной  ребрамъ  (а),  по  формуламъ  (741)  и  (743). 

3  476.  Определить  условш,  при  воторыхъ  центръ  массы  цилиндра,  раз- 
смотръннаго  въ  задачъ  469,  дълается  шаровою  точкою.  Отв.:  При  Л  =  Е  \^Ъ- 

3.  477.  Показать,  что  для  всякой  точки  однороднаго  шара  эллипсоидъ 
инерцш  есть  сфероидъ. 
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Принципъ  возможныхъ  перем'ЬщенЛй. 


ГЛАВА   XVI. 

Принципъ  возможныхъ  перемЪщешй  въ  статикЬ 

твердаго  тЬла. 

Предваритедьныя  св&д&тд. 

471.  Поняло  о  принципе  возможныхъ  перегкщешй.  До  сихъ  поръ, 
когда  мы  разсматривали  вопросы  о  равнов^сш  и  о  движенш  какого-либо 
тЪла  подъ  вл1яшемъ  приложенныхъ  къ  нему  силъ,  намъ  приходилось 
каждый  разъ  д-Ьлать  преобразоваше  системы  силъ,  приводя  ее  къ  воз- 
можно простому  виду.  Способы  такого  приведетя  обусловливались  какъ 
составомъ  системы  силъ,  такъ  и  видомъ  той  системы  матер1альныхъ  то- 
чекъ,  къ  которымъ  он*  прилагаются.  Такимъ  образомъ,  если  ограничи- 
ваться основными  пр1емами  приведешя  силъ,  изложенными  въ  отд'Ьлахъ 
третьемъ  и  четвертомъ,  то  н4тъ  возможности  указать  общую  форму,  въ 
которую  могли  бы  вылиться  услов!я  равнов'ЪЫя  или  движешя  какой-либо 
системы  матерьальныхъ  точекъ,  независимо  отъ  данныхъ  въ  каждомъ  от- 
д'Ьльномъ  случагЬ  обстоятельствъ.  Стремлете  свести  решете  всЬхъ  во- 
просовъ  механики  къ  одной  общей,  однообразной  для  всЬхъ  случаевъ 
метод*  привело  къ  открытт  одного  принципа,  который  даетъ  возмож- 
ность одинаковымъ  способомъ  составлять  какъ  уравнетя  равнов*с1я  такъ 
н  дифференщальныя  уравнетя  движешя  какой-либо  системы  ^атер1аль- 
ныхъ  точекъ  при  дййствш  данныхъ  силъ.  Этотъ  принципъ  называется 
принципомъ  или  началомъ  возможныхъ  перем1щен1й.  Въ  на- 
стоящей и  въ  следующей  главахъ  мы  будемъ  разсматривать  приложеше 
его  только  къ  случаямъ  равнов*с1я,  а  поел*  увидимъ,  что  онъ  распро- 
страняется и  на  задачи  динамики  системъ  матер1альныхъ  точекъ. 

Въ  приложеши  къ  вопросамъ  о  равнов'Ьсш  можно  начало  возмож- 
ныхъ перем'Ьщешй  въ  общемъ  вид*  высказать  слйдующимъ  образомъ. 
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Для  равновесия  какой-либо  системы  матергальныхъ  точекъ 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  сумма  работъ  всЬхъ  силъ, 
какъ  вн'Ьшнихъ,  такъ  и  силъ,  обусловливаемыхъ  связями,  огра- 
ничивающими движение  системы,  равнялась  нулю  относительно 
всякихъ  возможныхъ  (т.  е.  допускаемыхъ  связями)  безконечно-малыхъ  пе- 
ремЪщешй  точекъ  системы. 

Мы  увидимъ  впрочемъ,  что  въ  большинстве  случаевъ  для  равнов*- 
с1я  необходимо  и  достаточно,  ч.тобы  сумма  работъ  однехъ 
только  вн'Ьшнихъ  силъ  относительно  всякихъ  допускаемыхъ 
связями  перем4щен1й  была  равна  нулю,  и  что  въ  нйкоторыхъ 
случаяхъ  требоваюе  равенства  нулю  заменяется  требовангемъ, 
чтобы  сумма  работъ  не  превосходила  нуля.  Принципъ  возможныхъ 
перемещенШ  оказывается  особенно  важнымъ  и  плодотворнымъ  именно  въ 
томъ  случаЬ,  когда  въ  выражеше  не  входятъ  сопротивления  связей. 

472.  Исторически  очеркъ  и  способы  доказательствъ  принципа  возиож- 
ныхъ  перегЬщешй.  Строгаго  доказательства  этого  принципа  во  второмъ 
его  виде,  т.  е.  когда  отбрасывается  разсмотрете  сопротивлешй  связей, 
дать  нельзя;  такъ  какъ  для  доказательства  необходимо  или  разсмотрЪть 
все  виды  связей,  катя  только  могутъ  существовать  между  точками  си- 
стемы, или,  сделавъ  какую-нибудь  определенную  гипотезу  относительно 
вида  связей  и  доказавъ  принципъ  возможныхъ  перемещены  при  этихъ 
связяхъ,  потомъ  показать,  что  всяшя  связи  могутъ  быть  заменяемы  свя- 
зями зтого  определенная  вида.  Но  вполне  удовлетворительное  доказа- 
тельство ни  тЬмъ,  ни  другимъ  путемъ  не  выполнимо.  Разнообразие  связей 
чрезвычайно  велико,  такъ  что  мы  никогда  не  можемъ  быть  уверены,  что 
пересмотрели  все  существуюпце  въ  природе  виды  связей.  Чтобы  избе- 
жать это  затруднеше,  во  всехъ  такъ  называемыхъ  «доказательствах^ 
принципа  возможныхъ  перемещенШ  дЬлаютъ  допущеше,  что  всяшя  связи 
приводятся  къ  связямъ  того  спещальнаго  вида,  который  былъ  выбранъ 
для  доказательства;  но  такого  рода  доказательства  тоже  нельзя  считать 
вполне  убедительными. 

Впервые  идея  принципа  возможныхъ  перемещенШ  встречается  въ 
XVI  столетш  у  Стевина  (81еут),  который  применилъ  его  къ  изучешю 
равновеЫя  системы  блоковъ.  Далее,  Галилей  пользовался  началомъ  воз- 
можныхъ перемещенШ  въ  приложены  къ  простымъ  машинамъ.  Идея  же 
о  началЬ  возможныхъ  перемещенШ,  какъ  объ  общемъ  принципе  меха- 
ники, появляется  впервые  въ  начале  XVIII  века  у  1оганна  Бернулли 
(ТоЬапп  ВегпоиШ)  и  у  Мопертюи  (МаирегШз);  полное  же  всеобъем- 
лющее развит1е  онъ  получаетъ  у  Лагранжа  (Ьа§гащ*е),  который  подо- 
жилъ  его  въ  основаше  своего  классическаго  сочинешя  «Мёсах^ие  апа- 
П1щие>  (1788  г.)  и  показалъ,  что  если  дать  ему  должную  математиче- 
скую форму,   то   оно   приложимо  къ  решешю  всякой  задачи   механики, 
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какъ  статики  такъ  и  динамики.  Лагранжъ  даетъ  также  и  доказательство 
принципа  возможныхъ  перем'ЬщенШ,  которое  основывается  у  него  на  за- 
м-Ёнеши  всякихъ  связей  системою  сложныхъ  блоковъ.  Друпя  доказатель- 
ства дали  между  прочимъ:  Кош  и  (СаисЬу),  основывавшШся  на  уело- 
В1яхъ  равнокЬая  рычага,  и  Амперъ  (Ашрёге),  рассматривавший  си- 
стемы стержней. 

Не  приводя  ни  одного  изъ  этихъ  доказательству  мы  изберемъ  дру- 
гой, бол^е  естественный  путь,  чтобы  убедиться  во  всеобщности  принципа 
возможныхъ  перем'ЬщенШ:  мы  раземотримъ  его  сначала  для  системъ  про- 
стЬйшаго  вида,  а  потомъ,  переходя  къ  бол4е  сложнымъ  случаямъ,  будемъ 
постепенно  убеждаться,  что  зтотъ  принципъ  всегда  сохраняете  свою  силу. 
Такой  путь  позволить  намъ  вмйсгЬ  съ  гЬмъ  проникнуть  глубже  и  въ 
основную  идею  этого  принципа. 

Въ  заключете  зам-Ьтимъ,  что  часто  (между  прочимъ  и  Лагранжъ)  на- 
зываютъ  разематриваемый  принципъ  принцицомъ  возможныхъ  ско- 
ростей, заменяя  перемйщеше,  при  опред'Ьленш  работы,  скоростью.  Оче- 
видно, что  въ  этомъ  н^тъ  существенной  разницы,  такъ  какъ  можно  на- 
писать: 

<1з  =  Vс1^.  (747) 

Все  различ1е  сводится  такимъ  образомъ  къ  тому,  что  безконечно  малые 
множители  из  во  всЬхъ  членахъ  суммы  работъ  заменяются  пропорц1о- 
нальными  имъ  конечными  множителями  ?;. 

Принципъ  возможныхъ  перемФщетй  для  одной 
матер1альной  точки. 

473.  Принципъ  возможныхъ  переиЪщешй  для  свободной  иатер!альной 
точки.  Для  усвоев1я  методы  приложетя  принципа  возможныхъ  перемйще- 
тй  весьма  полезно  прежде  всего  разсмотр'Ьть  его  на  такихъ  случаяхъ, 
въ  которыхъ  услов1Я  равнов'Ьсгя  и  безъ  того  уже  хорошо  известны;  по- 
этому мы  обратимся  къ  случаямъ,  когда  система  состоять  изъ  одной  и 
когда  она  состоитъ  изъ  двухъ  матер1альныхъ  точекъ.  Притомъ  же  вто- 
рой изъ  этихъ  случаевъ  позволить  намъ  непосредственно  перейти  къ  при- 
ложение принципа  возможныхъ  перем'ЬщенШ  къ  твердому  гЬлу. 

Обращаясь  къ  случаю  одной  матер1альной  точки,  будемъ  сначала 
предполагать  ее  свободною  и  докажемъ,  что  для  равновМя  ея  необхо- 
димо и  достаточно,  чтобы  сумма  работъ  всЬхъ  дЬйствующихъ  на  нее  силъ 
относительно  всякаго  возможнаго  для  точки  безконечно-малаго  перем'Ьще- 
нш  была  равна  нулю.  Для  этого  покажемъ,  что  вышеприведенное  условге 
вполне  равнозначуще  съ  изв'Ьстнымъ  намъ  услов]'емъ  равнов^сщ  свобод- 
ной матер1альной  точки,  состоящимъ  въ  томъ,  чтобы  равнодействующая 
всЪхъ  приложенныхъ  къ  точк'Ь  силъ  равнялась  нулю. 
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Условимся  символомъ  8  (85,  8Е,  8т),  8^)  означать  какое-нибудь  воз- 
можное безконечно-малое  перемещеше  точки  въ  отличге  отъ  знака 
приращешя  А  или  знака  дифференщала  й,  которые  мы  будемъ  употреблять 
исключительно  для  действительна™  перем'Ьщешя  точки,  т.  е.  того  пе- 
ремещения, которое  она  оовершаетъ  въ  безконечно-малый  элементъ  вре- 
мени въ  случае,  если  она  находится  въ  движенш  подъ  вл1яшемъ  дей- 
ствующихъ  на  нее  силъ. 

Элементарная  работа  выражается  такъ  (§  241): 

Ь,=  Р.Ьз.соз{1\  8«); 

поэтому  принципъ  возможныхъ  перем'ЬщенШ  им*Ьегь  своимъ  выражешемъ: 

ЪГ.Ъ8.со8{1\Ъ8)  =  О,  (7-Й 

при  всевозможныхъ  направлетяхъ  и  безконечно-малыхъ  значешяхъ  пе- 
ремещешя  8*.  Принимая  во  внимаше,  что  (§  242) 

Е  Г.  & .  соз  (К  85)  =  В .  8в .  соз  (Д,  85),  (749 ) 

где  В  равнодействующая,  можно  написать: 

В.  оз. соз  (В,  05)  =  0.  (750) 

Если  равнове^е  существует^  то  это  услов1б  действительно  выполняется, 
потому-что  тогда,  какъ  мы  знаемъ, 

В  =  0.  (751) 

Итакъ  (748)  есть  необходимое  услов1е  равнов'Ьс1я.  Покажемъ,  что  они 
и  достаточное,  т.  е.  если  оно  выполняется  при  всЬхъ  возможныхъ  пе- 
ремещешяхъ,  то  непременно  точка  будетъ  находиться  въ  равновЬсш.  Изъ 
трехъ  множителей  въ  условш  (750),  существующемъ,  если  предполагать 
существовате  услов1я  (748),  одинъ  долженъ  быть  равенъ  нулю;  но  & 
не  равно  нулю,  потому-что  неремкщешя  для  точки  возможны;  далее,  не- 
возможно, чтобы  для  всЬхъ  направленШ  перемещен1я  соз  (В,  85)  равнялся 
нулю,  такъ  какъ  точка  вполне  свободная.  Итакъ,  остается  одно  предполо- 
жеше  (751);  а  этого  для  равнове^я  достаточно. 

474.  Принципъ  возможныхъ  лереигЬщенМ  для  несвободной  натер1ально1 
точки.  Предположимъ,  что  матер1альная  точка  находится  на  абсолютно 
гладкой  поверхности  и  не  можетъ  съ  нея  сходить  ни  въ  ту,  ни  въ  дру- 
гую сторону.  Если  черезъ  IV  означить  сопротивлете  поверхности,  то  но 
принципу  возможныхъ  перемещенШ  должно  быть: 

1/^-4-Хж=0.  (752) 

Но  въ  случае  абсолютно  гладкой  поверхности  сила  N  къ  ней  нормальна, 
а  поэтому  перпендикулярна  ко  всякому  возможному  для  точки  переме- 
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щешю;  следовательно 

Ьк  =  N.  Ъз  .  соз  ( Л",  05)  =  О, 

и  услсше  (752)  приводится  опять  къ  условно  (748)  или  (750). 

Зд*Ьсь  мы  встречаемся  въ  первый  разъ  съ  тЬмъ  весьма  важнымъ 
обстоятельствомъ,  о  которомъ  уже  упоминалось  въ  §  471:  работа  сопро- 
тивлешя  въ  отдельности  равна  нулю,  такъ-что  это  сопротивлеше  въ  вы- 
ражеше  принципа  возможныхъ  перем'ЬщенШ  не  входить. 

Для  доказательства  того,  что  условие  (748)  и  теперь  является  не  обхо- 
ди мымъ  услов1емъ  равнов*с1Я,  можно  основываться  на  томъ,  что  въ  слу- 
чае равнов*с1я  равнодействующая  вн4шнихъ  силъ  нормальна  къ  поверх- 
ности. Очевидно,  что  тогда 

22^.85. ш(Р,  85)  =  Д.85.со5(Д  85)  =  0  (753) 

при  всякихъ  возможныхъ  для  точки  перем*щен1яхъ,  которыя  теперь  вс* 
перпендикулярны  къ  В. 

Покажемъ  теперь,  что  условге  (753)  есть  и  достаточное  услов1е 
равнов-Ьс1Я.  Итакъ,  пусть  условие  (753)  выполняется  при  всЬхъ  возмож- 
ныхъ перем^щешяхъ.  Изъ  трехъ  множителей  05,  В  и  соз  (В,  Ъз)  первый 
нельзя  предполагать  равнымъ  нулю,  потому-что  перем*щешя  для  точки 
возможны;  если  предположить,  что  .8  =  0,  то  очевидно  равнов4с!е  суще- 
ствуетъ;  если  же  В  не  равна  нулю,  то  им*емъ: 

соз  (Л,  85)  =  0.  (754) 

Такъ  какъ  для  точки  возможны  перем1>щетя  только  по  поверхности,  то 
нредположеше  (754)  для  всякаго  возможнаго  перемйщешя  ведетъ  къ 
заключенно,  что  В  нормальна  къ  поверхности;  а  именно,  въ  противномъ 
случай*  можно  было  бы  указать  так1я  возможный  перем*Ьщен1я  точки,  ко- 
торыя образовали  бы  съ  В  тупой  или  острый  уголъ,  и  тогда  предполо- 
жение (753)  не  оправдывалось  бы.  Но  если  сила  22  нормальна  къ  поверх- 
ности, то  она  уничтожается  сопротивлешемъ  последней,  и  матер1альная 
точка  находится  въ  равновесие. 

Подобнымъ  же  образомъ  можно  было  бы  доказать  нринципъ  возможныхъ 
перем'ЬщенШ  для  случая,  когда  матер1альная  точка  принуждена  оставаться 
на  гладкой  лиши,  т.  е.  такой,  сопротивлеше  которой  къ  ней  нормально. 

Случаи,  когда  въ  выражеше  принципа  возможныхъ 
перем-Ьщешй  входитъ  знакъ  неравенства. 

475.  НеудержмваюиМя  связи.  Связи,  ограничиваюиця  движете  системы 
точекъ,  называются  неудерживающими  (или  также  односторонними) 
когда  не  при  всякихъ  перем'Ьщешяхъ  системы  эти  связи  оказываютъ  д4й- 
ствхе.  Примерами  такихъ  связей  могутъ   служить  слйдуюпця.  Если  двЪ 
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матер1альныхъ  точки  связаны  идеально  гибкою  нерастяжимою  нитью,  то 
эта  нить  играетъ  роль  связи  только  тогда,  когда  она  натянута;  если  же 
точкамъ  сообщаются  таия  перемещетя,  при  которыхъ  он*  сближаются, 
то  связь  перестаетъ  действовать,  т.  е.  точки  будутъ  двигаться  такъ.  какъ 
еслибы  связи  не  было.  Если  твердое  гЬло  дгЬйств1емъ  силъ  прижато  къ  другому 
тЬлу,  то  это  последнее  является  для  перваго  тела  преградою  или  «связью»; 
эта  связь  сохраняете  свое  значеше  только  до  гЬхъ  поръ,  пока  твердому 
тЬлу  сообщаются  ташя  перемещетя,  при  которыхъ  сохраняется  его  прика- 
саше  съ  преградою;  но  если  гЬло  отходить  отъ  этой  преграды,  то  д1>йств1е 
связи  прекращается.  Для  матергальной  точки  неудерживающую  связь  можно 
представить  себе  въ  вид*  поверхности,  по  которой  точка  можетъ  дви- 
гаться, но  съ  которой  она  можетъ  и  сходить  въ  одну  ея  сторону. 

476.  Принципъ  возможныхъ  перенЪщешй  для  материальной  точки  въ  слу- 
чае абсолютно  гладкой  неудерживающей  поверхности.  Покажемъ,  что  въ 
этомъ  случае  для  равновЬая  необходимо  и  достаточно,  чтобы  для  всЬхъ 
возможныхъ  перем'ЬщенШ  было: 

ЕХ^^О  (755.) 

Мы  знаемъ  непосредственно,  что  въ  данномъ  случай  необходимо  и  до- 
статочно, чтобы  равнодействующая  была  не  только  нормальна  къ  поверх- 
ности, но  кроме  того,  чтобы  она  была  направлена  въ  ту  сторону  отъ  по- 
верхности, куда  точка  не  можетъ  съ  нея  сходить.  Но  при  такомъ  напра- 
влены силы,  если  точка  перемещается  по  поверхности,  то 

а  при  всякомъ  другомъ  возможномъ  для  точки  перем'ЬщенШ  уголъ  (В,  Ъ$) 
тупой  (фиг.  203)  и  следовательно 

^[уттт^^      Итакъ,  условге  (755)  при  равновйсш  всегда  выпол- 
няется. Обратно,  если  это  условге  выполняется  при 
всякихъ  возможныхъ  перемещешяхъ,  то  точка  на- 
ф  ходится  въ  равновЬсш.  Действительно,  предположе- 

ше,  что  для  всгЬхъ  возможныхъ  перемЬщенШ 
Фбг.  203. 

Т,п  ^  0.  (756) 

если  исключить  очевидный  случай  равновйая,  когда  В= О,  ведетъ  къ  за- 
ключетю,  что  ни  при  какихъ  возможныхъ  перем4щен1яхъ  уголъ  (В,  &) 
не  можетъ  быть  острымъ;  а  это  указываетъ,  что  сила  В  направлена  нор- 
мально къ  поверхности  и  притомъ  въ  ту  сторону,  куда  точка  не  можетъ  съ 
нея  сходить.  Итакъ,  условге  (755)  есть  достаточное  условге  равновеш. 

477.  ВидоизмЪнеме  принципа  возможныхъ  перемещена  въ  случа'Ь,  когда 
въ  числ*  сопротивлемй  находится  треже.  И  въ  этомъ  случае  въ  выраже- 
Н1Н   принципа  возможныхъ   перемещенШ   къ  знаку  равенства  присоеди- 
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няется  знакъ  неравенства.  Для  выяснешя  этого  разсмотримъ  равнов-Ьае 
матер1альной  точки,  находящейся  на  негладкой  поверхности  и  не  могущей 
съ  нея  сходить  ни  въ  ту  ни  въ  другую  сторону.  Непосредственно  мы 
знаемъ,  что  теперь  для  равнов^сш  необходимо  и  достаточно,  чтобы 

В  -+-ДГ-+-  Г=0, 

гд-Ь  N —  нормальное  сопротивлете,  а  Т —  трете.  При  этомъ  мы  знаемъ, 
что  сила  Т  не  превосходить  /*.№,  гд*  /* — коэффищентъ  предЬльнаго  тре- 
ти (§  310).  Разложивъ  В  на  составляюпця  Вх  по  нормали  и  В2  по  ка- 
сательной къ  поверхности,  мы  можемъ  написать: 

такъ  какъ  работа  нормальной  составляющей  равна  нулю.  Дал'Ье,  въ  слу- 
чай равновМя  ~  _  т ,^ 

гд*  ТсшГ;  поэтому  л.ь^^ув, 

и  гЬмъ  бол*е  Хд,  или 

В2Ь$  соз  (Да,  8*)  ^  /^8*  (757) 

или  также  т        ^^ 

Ьв,  ^  ТЯ  08. 

Это  условхе,  которое  будетъ  существовать  въ  случай  равнов4с1я,  является 
также  и  достаточнымъ  условгемъ  раввовйсгя.  А  именно,  пусть  оно  вы- 
полняется для  всЬхъ  возможныхъ  перемйщетй.  Написавъ  его  въ  видк 
(757).  мы  находимъ,  что  для  всЬхъ  возможныхъ  перемйщенШ 

В2  соз  (Д2,  8«)  ^  /Ж  (758) 

Дадимъ  точкгЬ  такое  перемЪщете   по  поверхности,  при  которомъ  выра 
жете  В2  соз  (Д3,  8$)  получаетъ  свое  наибольшее   значете,  В2;  и  тогда 
неравенство  (758)  предполагается  существующим^  т.  е. 

но  этого  для  равнов'Ьс1я  достаточно. 

478.  О  знаки  неравенства  въ  принцип*  возможныхъ  перемещен  №.  Нужно 
заметить,  что  обыкновенно  тренде,  какъ  и  всяшя  друпя  сопротивлетя, 
обусловливаемый  физическими  свойствами  тЬла  и  окружающей  его  среды, 
включаются  въ  число  вн'Ьшнихъ  силъ;  подъ  сопротивлетями  же  связей 
подразумеваются  лишь  гЬ  сопротивлетя,  который  обусловливаются  геоме- 
трическими требоватями  связей,  каково,  напри м^ръ,  нормальное  сопро- 
тивлете поверхности  или  постоянство  разстоятя  между  двумя  точ- 
ками и  т.  п. 

Указанные  въ  двухъ  посл4днихъ  параграфахъ  случаи  появлетя  не- 
равенства въ  принципе  возможныхъ  перемЪщетй  даютъ  понят1е  о  томъ, 
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какимъ  образомъ  неравенство  можегь  появиться  въ  другихъ,  болЪе  слож- 
ныхъ  случаяхъ,  т.  е.  когда  разсматривается  равнов'ЬЫе  системы  мате- 
р1альныхъ  точекъ.  Хотя  мы  еще  вернемся  къ  случаю  неудерживающихъ 
связей,  разсматривая  приложеше  начала  возможныхъ  перем-Ьщешй  къ  си- 
стеме двухъ  матер1альныхъ  точекъ,  но  большею  частью  мы  будемъ  въ 
дальнЬйшемъ  ограничиваться  такими  случаями,  въ  которыхъ  обстоятель- 
ства, вводяпця  знакъ  неравенства  въ  принципъ  возможныхъ  пвремЬщешй, 
отсутствуютъ. 

Выводъ  анадитическихъ  условШ  равновФсш  матергадь- 
ной  точки  иэъ  принципа  воэможныхъ  перек&щетй. 

479.  Хотя  для  одной  точки  эти  условия  легко  могутъ  быть  написаны 
непосредственно,  мы  всетаки  займемся  составлешемъ  ихъ  при  помощи 
принципа  возможныхъ  перемещены  ввиду  того,  что  этогь  простой  случай 
равновесия  поможетъ  выяснить  методу  прим#нен1я  означеннаго 
принципа  и  къ  бол'Ье  сложнымъ.. 

Припоминая  аналитическое  выражете  работы  силы  (§  266),  можемъ 
принципъ  возможныхъ  перем'Ьщешй  выразить  такъ: 

2  (365  ч-  Н8т)  ч-  280  =  0,  (759) 

гд*  86,  отг|,  2С  проекщи  какого  либо  возможнаго  перемйщетя  8в.  Если 
силы  приложены  къ  одной  точки,  какъ  это  теперь  предполагается,  то 
можно,  раэбивъ  сумму  на  три  отдёльныхъ,  вынести  8$,  8т),  о^  общими 
множителями  и  написать: 

В^Л  -+-  Е^  щ  н-  Щ  8С  =  0,  (760) 

В^  =  ЕЕ,  В^  =  ЕН,  Вг  =  12.  (761) 

Если  натергальная  точка  свободна,  то  безконечно-малые  множители 
3$.  от),  3^  остаются  вполне  произвольными;  а  если  при  этомъ  всегда  вы- 
полняется услов1е  (760),  то  необходимо  заключить,  что  каждый  коэффи- 
шентъ  при  этихъ  множителяхъ  въ  отдельности  равняется  нулю,  т.  е. 

В^  =  22  =  О, 

В^  =  ЕН  =  О, 

В,  =  Е2  =  0. 

Мы  видимъ  зд-Ьсь  известное  услов1е  равновЬая  свободной  ыатер1аль- 
ной  точки,  состоящее  въ  томъ,  чтобы  равнодействующая  всЬхъ  силъ  ра- 
внялась нулю. 

Предположимъ  теперь,  что  матер1альная  точка  принуждена  оставаться 
на  абсолютно  гладкой  поверхности: 

/•($,  7),  й)  =  0. 
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§  479,  ф.  763. 


Такъ   какъ    при    всякомъ  положенш  точки  ея   координаты    удовлетво- 
ряютъ  этому  уравненио,  то  также: 

/•(5  -I-  85,  т)  -+  81),  С  -*-  80  =  0; 

а  потому  дифференщалы   или,  какъ  мы  будемъ  теперь  выражаться,  ва- 
р1ап,1и  координатъ  связаны  условгемъ: 

Теперь  только  двъ  изъ  вар1ацШ  можно  считать  произвольными;  при- 
нимая за  таковыя  временно  85  и  8ц,  исключимъ  вархащю  8^  изъ  условгя 
(760),  которое,  какъ  мы  видъли  въ  §  474,  и  въ  случай  равновЪпя  не- 
свободной точки  выполняется  для  всЬхъ  возможныхъ  перем'ЬщенШ.  Это 
даетъ:  .  д(  <У 

В. 


^-#дс]8$-+-(^-^дс1^  =  °- 


Это  уравнеше,  по  произвольности  множителей   85  и  8т),  распадается 
на  два:  ^  ^ 


который  можно  такъ  написать: 

К' 


■Й5=д/'ЙС  =  0'  ВЧ— 


д1 


Дс=о, 


в. 


з  _ 


Вг 


^ 
* 


(762) 


Принимая  во  внимаше,  что  частныя  производный  первой  части  ура- 
внешя  поверхности  пропорциональны  косинусамъ  угловъ,  которые  нормаль 
къ  поверхности  образуетъ  съ  осями  координатъ,  мы  видимъ  въ  уравне- 
шяхъ  (762)  извъстное  намъ  услов1е  равновМя  точки  на  гладкой  поверхно- 
сти: чтобы  равнодействующая  данныхъ  силъ  была  нормальна  къ  поверхности. 

Если  материальная  точка  должна  оставаться  на  абсолютно  гладкой 
лиши,  определяемой  уравнениями 

/;  («.  %  о  =  о,      и  &  %  С)  =  О, 

то  варйащи  координатъ  связаны  двумя  услов1ями: 


*«-*5?  *>-$*-«■ 


дГг 


ди  5» .  ди  яг 


**-ц**+И*  =  * 


(763) 
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такъ  что  только  одна  изъ  этихъ  вар1ащй  остается  произвольною.  Пусть 
это  будегь  §С;  исключивъ  8&  и  8т)  при  помощи  зависимостей  (763)  изъ 
условш  (760),  которое  опять  должно  быть  выполнено  при  всЬхъ  воз- 
можныхъ перем'Ъщешяхъ.  лолучимъ: 

А  такъ  какъ  варгащя  8^  остается  произвольною,  то  множитель  при 
ней  равенъ  нулю.  Это  услов1е  равнов-Ьая  можно  такъ  написать:  опреде- 
литель 


=  0.  (764 » 


3.  478.  Показать,  что  услов1е  (764)  есть  услов1е  перпендикулярности  силы 
В  къ  линш  перес&чешя  поверхностей.  Для  ръшен1я  замътимъ,  что  это  усло- 
В1в  перпендикулярности  можно  такъ  выразить: 

В$  85  -+-  В^  8т|  ч-  7?г  8С  =  0,  (765» 

если  8$,  8тг|,  8С  считать  удовлетворяющими  условгяиъ  (763);  услов1е  же  (764) 
есть  результатъ  псключенгя  этихъ  варгащй  изъ  уравнеш.й  (763)  и  (765). 

Принципъ  воэможныхъ  перемФщетй  для  оистемы  двухь 
матер1адьныхъ  точекъ. 

480.  Случай,  яогда  разстояше  между  точками  не  можегь  изменяться. 

На  этомъ  случае  необходимо  остановиться  не  только  для  лучшаго  выяс- 
нешя  изучаемой  теперь  методы  но  также  и  потому,  что  онъ  непосред- 
ственно приведегь  къ  доказательству  принципа  возможныхъ  перемещен^ 
для  твердаго  гЬла. 

Опять  непосредственно  можно  видеть,  что,  при  неизменяемости  раз- 
стояшя  МХМ2  между  данными  материальными  точками,  для  равновЪш 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  равнодействующая  В1  и  В2  всЬхъ  сил», 
приложенныхъ  въ  этихъ  точкахъ,  были  равны  и  противуположно  другъ 
другу  направлены  и  лежали  на  прямой  МХМ%.  Отсюда  можно  заключить, 
что  въ  случагЬ  равновешя 

Ьп,  -+-  Ьв,  =  О 

при  всякихъ  возможныхъ  для  точекъ  Мх  и  Жа  перем4щешяхъ.  А  именно, 
изъ  кинематики  мы  знаемъ  (§  100),  что  если  при  движенш  отрезка  пря- 
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мой  длина  его  не  меняется,  то  скорости,  а  следовательно  и  безконечно- 
малыя  перемещения  ея  кондовъ  ивгЬютъ  свойство,  что  проекщи  ихъ  на 
направлеше  этой  прямой  равны.  Прилагая  это  къ  отрезку  М1М2  =  I, 
можно  написать: 

&!  СОЗ  (I,  &,)  =  &3  С08  (I,  Ьз2) 

или,  такъ  какъ  въ  случае  равновеыя  силы  Вх  и  В2  равны, 

Вх  05,  соз  {I,  &,)  =  В2  3$2  со8  (I,  &2).  (766) 

Но  Вх  и  В2  имюгь  иротивуаоложныя  направлешя;  поэтому 

Ьнх  =  Вх  08х  С08  (В^  &,)  =  ±  В1  ^  С08  (/,  &,), 
Хд,  =  В2  &2  С08  (В2,  Ьз2)  =  нР  В2  08а  С08  (I,  8$2), 

причемъ  должны  быть  взяты  или  оба  верхняхъ  или  оба  нижнихъ  знака. 
Итакъ  равенство  (766)  даетъ 

X*. -*- X*  =  О,  (767) 

которое  будетъ  притомъ  существовать  при  всякихъ  возможныхъ  пе- 
ремЬщен1яхъ. 

Покажемъ  теперь,  что  это  условие,  если  оно  выполняется  для  всЬхъ 
возможныхъ  перемещены,  является  и  достаточнымъ  уокшемъ  равнов*с1я. 
Пр1емъ,  который  мы  теперь  употребимъ,  весьма  характеренъ  для  всей 
изучаемой  нами  теперь  методы:  мы  выберемъ  изъ  всего  числа  возмож- 
ныхъ для  системы  перем'Ьщешй  нЬкоторыя  частныя  перемещешя  и,  вы- 
разивъ  применительно  къ  нимъ,  что  сумма  работъ  равна  нулю,  убедимся, 
что  силы  Вх  и  В2  могутъ  быть  только  таковыми,  какъ  это  требуется  для 
равнов,Ьс1Я. 

1)  Въ  числ*  возможныхъ  перемЬщенШ  находятся  очевидно  татя,  при 
которыхъ  точка  М2  остается  неподвижною,  а  Ых  двигается  по  поверх- 
ности шара  съ  центромъ  въ  точке  М%  и  съ  радгусомъ,  равнымъ  раз- 
стояшю  МХМ2,  При  такихъ  перемещешяхъ  1^  =  0,  и  поэтому  условге 
(767),  предполагаемое  выполненнымъ  для  всякихъ  возможныхъ  переме- 
щений, даетъ:  т  _   .  /х>    -  ч       л 

Ь%%  =  пх  о$,  соз  (Уг,,  ов,)  =  0. 

Такъ  какъ  &,  можетъ  и  не  равняться  нулю,  то  остаются  два  предпо- 
ложения: или  В{  =  0  или  соз  (Вг,  3$г)  =  0.  Оставляя  пока  первое  пред- 
положеше,  какъ  более  частное,  въ  стороне,  мы  заключаемъ,  что  сила  Вх 
перпендикулярна  ко  всякому  перемещение  точки  по  шару,  т.  е.  напра- 
влена по  прямой  МХМ2  въ  ту  или  другую  сторону. 

2)  Въ  числе  возможныхъ  перемЬщенШ  находится  такое,  при  которомъ 
точка  М1  неподвижна,  а  М2  двигается  по  поверхности  шара,  имеющаго 
центромъ  точку  М^  а  рад1усомъ  разстояше  МгМ2.  Совершенно  подобно 
предыдущему  мы  заключаемъ,  что  сила  Д2,  если  она  не  равна  нулю,  ле- 
житъ  на  прямой  МХМ2  и  направлена  по  ней  въ  ту  или  въ  другую  сторону. 

29* 
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3)  Въ  числи  возможныхъ  перем'ЬщенШ  находится  такое,  при  которомъ 
прямая  МХМ2  двигается  поступательно  вдоль  самой  себя.  Такъ  какъ 
концы  этой  прямой  имйютъ  одинаковый  лерем'Ьщешя  &,  а  силы  Вг  и  2*2, 
по  доказанному  выше,  направлены  по  этой  прямой,  то  теперь 

Ьк,  =  ±  Вх  Ь,      Ь&%  =  ±В2  8», 

и  следовательно  по  условш  (767): 

±  В1±  Ви  =  0.  (76Ь) 

Если  удержать  одинаковые  знаки,  что  соотвЪтствуетъ  случаю,  когда 
силы  направлены  въ  одну  сторону,  то  мы  заключаемъ: 

В,  =  О,  В,  =  О, 

а  этого  для  равнов4с1я  очевидно  достаточно.  Если  же  въ  уравнеяш  (768) 
предполагать  разные  знаки,  что  соответствуем  случаю,  когда  силы  на- 
правлены противуположно  др'угъ  другу,  то  мы  находимы 

-^1   =  В„ 

а  это  тоже  достаточное  условге  равнов'Ьшя. 

Разсматривая  переагЬщеше  первое,  мы  оставили  въ  сторон*  предпо- 
ложете,  что  В1  =  0.  Допуская  это  теперь  и  разсматривая  потомъ  пере- 
м*щеше  второе,  мы  заключаемъ,  что  или  В2  =  0  или  В7  лежитъ  на 
прямой  МХМ2.  При  первомъ  предположены  существоваше  равнов*Ьш 
очевидно;  при  второмъ  предположен^  мы  обращаемся  къ  перем*щешю 
третьему  и  находимъ  теперь: 

Ья§  -н  1'д,  =  =±=  ^2о5  =  О, 

т.  е.  опять  В3  =  0. 

481.  Случай,  когда  разстояше  между  точками  можетъ  изменяться.  Изъ 

двухъ  предположен^,  что  разстояше  М^М,  или  не  превосходить  неко- 
торой длины  I  или  не  можетъ  быть  меньше  ея,  достаточно  разсмотрйть 
одинъ.  Предположимъ,  что  точки  Мх  и  М2  связаны  абсолютно  гибкою, 
нерастяжимою  нитью,  масса  которой  ничтожна  въ  сравненш  съ  массою 
данныхъ  точекъ,  и  пока&емъ,  что  въ  этомъ  случай  для  равнов4с1я  необ- 
ходимо и  достаточно,  чтобы  при  всЬхъ  возможныхъ  нерем'Ьщешяхъ  было: 

Ьв> +  1**^0-  (769) 

Непосредственно  можно  считать  очевиднымъ,  что  для  равнов-Ьск  не- 
обходимо, чтобы  силы  1)  удовлетворяли  указаннымъ  въ  §  480  услов1ямъ, 
2)  чтобы  он-Ь,  если  он*  не  равны  нулю,  стремились  при  этомъ  увеличи- 
вать разстояше  М1М2  и  3)  чтобы  нить  была  натянута.  Разсматривая 
так1я  возможный  перем&щетя,  при  которыхъ  МхМг  =  /,  находимъ  со- 
гласно предыдущему: 

2^  -н  /.д,  =  0.  (770) 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—    453    —  §  481,  ф.  770. 

Но  теперь  возможны  и  такш  перем-Ьщешя,  при  которыхъ  разстояше 
МХМ^  уменьшается;  всякое  такое  перем-Ьщеше  можно  разложить  на  два 
(фиг.  204):  на  такое,  при  которомъ  разстояше  МХМ3  =  I  сохраняется  и 
на  такое,  при  которомъ  точка  М1  остается  неподвижного,  а  точка  Ж2 
къ  ней  приближается  по  соединяющей  ихъ  Прямой.  При  первомъ  пере- 
м-Ьщенш  выполняется  услов1е  (770),  а  при  второмъ 

ЬКк  =  0,        Ьв*  —  —  Д,&; 

поэтому  при  полномъ  перемЬщенш  сумма  работъ  будетъ  отрицательною. 
Итакъ.  въ  случа*  равновйсш  необходимо  выполняется  услов1е  (769). 

Чтобы  показать,  что  услов1е  (769)  достаточно  для  равновгЬсш,  сооб- 
щимъ  точкамъ  М1  и  М2  сначала  три  перем'Ьщетя,  указанный  въ  §  480; 
это  приведетъ  насъ 

къ  заключенш,   что     дА ЛК М*. ^Р 

силы  Вг  и  В2  лежать 

на   прямой    М1 М2, 

равны  и   направле-  Фиг.  204. 

ны  въ  противуполо- 

жныя  стороны,  причемъ  он*  пока  могутъ  быть  направлены  или  на  встречу 

другъ  другу  или  обратно  этому.  Въ  первомъ  изъ  этихъ  случаевъ,  если 

систем*  сообщить  такое,  тоже  возможное  перем*щеше,  при   которомъ 

точка  Мг  остается  неподвижною,  а  М7  къ  ней  приближается,  то  получилось  бы 

-Ья,  =  0,       Ьъ  >  0; 

а  это  противоречило  бы  предположенш  (769).  Следовательно  остается 
принять,  что  силы  такъ  направлены,  что  онЬ  стремятся  увеличивать  раз- 
стояше МгМ2;  а  этого,  при  всемъ  остальномъ,  для  равнов1гс1Я  достаточно. 

3.  479.  Доказать  принципъ  возможныхъ  перемъщеши  для  системы  двухъ 
матер1альныхъ  точекъ,  между  которыми  разстоян!е  не  можетъ  быть  меньше 
данной  длины. 

3.  480.  Составить  аналитическая  услов1я  равновъедя  системы  двухъ  мате- 
ргальныхъ  точекъ,  связапныхъ  между  собою  ностоянствомъ  разстояшя.  Ръш.: 
Въ  услов1и 

Е^  8^  -*-  В^о^  -*-  Вгг  Кг  ■+-  В^  8*2  ч-  й^отг),  -4-  В^  К*  =  О 

исключить  одну  изъ  варгащё  при  помощи  зависимости 

«1  -  №  +  (41  -  4^  -Ь  (С4  ~  С3)3  =  Р, 

которая  даетъ: 

(5,  -  5.)  («6*  -  86.)  -I-  (41  -  4а)  (Ч  -  *4*)  +  Й1  ~  С«)  (8Сж  -  К)  =  О, 

и  коэффициенты  при  остальныхъ  вар1апдяхъ  приравнять  нулю.  Получается 
пять  уравненгй. 

3.  481.  Доказать  при  помощи  принципа  возможныхъ  перемъщешй,  что  въ 
случаъ  равновесия  трехъ  неизмъннымъ  образомъ  связанныхъ  между  собою  ма- 
тергальныхъ  точекъ  силы,  на  нихъ  дъйствующДя,  должны  находиться  въ  пло- 
скости этихъ  точекъ. 
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Принципъ  возможныхъ  перемФщещй  для  твердаго  т4ла. 

482.  Случай  твердаго  т*ла  свободна™.  Мы  знаемъ  (§  343),  что  си- 
стема силъ,  приложенныхъ  къ  твердому  тЬлу,  можетъ  быть  заменена 
двумя  силами  (въ  частности  одною).  Легко  видЬть,  что  при  всякихъ  пре- 
образовашяхъ,  которыя  при  такомъ  приведены  делаются,  сумма  работъ 
всЬхъ  силъ  относительно  всякаго  возможнаго  для  тЬла  перемЬщен1я 
остается  постоянною.  Эти  преобразовать  сводились  къ  двумъ  дЬйств1ямъ: 
къ  переносу  точки  приложения  силы  по  направленно  ея  дЗДсттая  и  къ 
геометрическому  сложенш  силъ,  приложенныхъ  въ  одной  точки.  При 
первомъ  дййствш  работа  силы  не  меняется  потому,  что  проекцш  пере- 
м'ЬщенШ  двухъ  точекъ  приложешя,  прежней  и  новой  на  направден1е  со- 
единяющей ати  дв*Ь  точки  прямой  равны: 

Ъзсоз  (I,  8$)  =  85'  сов  (I,  &?'). 

Умноживъ  об*  части  этого  равенства  на  1?,  мы  и  получимъ  равен- 
ство работа  этой  силы,  приложенной  последовательно  въ  двухъ  различ- 
ишь точкахъ.  При  второмъ  преобразованы  силъ  сумма  ихъ  работъ  тоже 
не  меняется,  потому  что  сумма  работъ  силъ,  приложенныхъ  въ  одной 
точкгЬ,  равна  рабогЬ  ихъ  равнодействующей. 

Итакъ,  'называя  черезъ  В1  и  Е2  равнод'Ьйствуюпця,  эквивалентныя 
систем*  данныхъ  силъ,  можно  написать: 

Вопросъ  сводится  такимъ  образомъ  къ  рассмотренному  въ  §  480  слу- 
чаю, для  котораго  начало  возможныхъ  перем^ЬщенШ  является  необходи- 
мымъ  и  достаточнымъ  условгемъ  равновгЬс1я.  Поэтому  его  можно  считать 
доказаннымъ  и  для  твердаго  тЬла. 

483.  Случай  несвободна™  твердаго  тЬла.  Въ  этомъ  случай  силы,  дри- 
ложенныя  къ  гЬлу,  могутъ  и  не  уничтожаться  взаимно,  а  уравновеши- 
ваться сопротивлешями  «связей»,  т.  е.  гЬхъ  преградъ,  которыя  въ  боль- 
шей или  меньшей  степени  сгЬсняютъ  движете  гЬла.  Если  эти  сопротн- 
влешя  присоединить  къ  числу  данныхъ  силъ,  то  и  для  этого  случая 
можно  считать  принципъ  возможныхъ  перем^щешй  доказаннымъ.  Дей- 
ствительно, введя  сопротивления  (д,  С,  ф",  .  .  .  связей,  мы  можемъ  счи- 
тать гЬло  освобовденнымъ.  такъ  какъ  тогда,  по  самому  понятию  о  со- 
противлешяхъ  связей,  силы  ф,  ф',  ф",  .  .  .  будутъ  удерживать  тЬло  въ 
томъ  же  положены  равнов'Ьсхя,  какъ  прежде.  А  въ  такомъ  случай  можно 
услов1я  равновгЬс1Я  тЬла  выразить  такъ: 

Иг-*-  2Ц  =  0.  (771) 

Но  въ  этомъ  видЬ  начало  возможныхъ  перем'ЬщенШ  если  намъ  не 
нужно  опредЬлять  сопротивленШ,   мало  полезно,   потому  что   оно  связы- 
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.  ваетъ  не  одн*  только  данныя  силы,  но  и  неизв'Ьстныя  намъ  сопроти- 
вления. Говоря  о  «доказательстве»  принципа  возможныхъ  перевгЬщенШ, 
этотъ  приндипъ  подразумевают^  обыкновенно  въ  такомъ  виде: 

27^  =  0.  (772) 

Чтобы  это  принять,  нужно  убедиться,  что  для  всЬхъ  возможныхъ  пе- 
рем*щенШ  22^  =  0  (773) 

въ  отдельности.  Но  этого-то  и  нельзя  строго  доказать,  какъ  это  уже  вы- 
яснялось въ  §  472.  Можно  это  сделать  по  отношешю  къ  связямъ  того 
или  другого  вида,  но  нельзя  показать,  что  это  будетъ  приложимо  ко  все- 
возможнымъ  связямъ,  полное  перечислеше  которыхъ  едва  ли  выполнимо. 
Приходится  ограничиться  разсмотретемъ  гЬхъ  случаевъ  связей,  съ  ко- 
торыми обыкновенно  приходится  иметь  дело,  и  для  нихъ  удостовериться 
въ  справедливости  предположен1я  (773). 

1)  Некоторая  точка  твердаго  гЬла  остается  на  гладкой  поверхности. 
Сопротивлете  поверхности,  приложенное  къ  гЬлу  въ  этой  точке,  нор- 
мально къ  поверхности  и  поэтому  перпендикулярно  ко  всякому  возмож- 
ному для  этой  ..точки  перемещетю;  работа  сопротивлен1я  поэтому  равна 
нулю. 

2)  Одна  изъ  поверхностей,  ограничивающихъ  тело,  абсолютно  глад- 
кая и  постоянно  проходить  черезъ  неподвижную  точку  А  (напрнмеръ 
тЬло  опирается  на  неподвижное  острге).  Перемещете  тела  можетъ  со- 
стоять (фиг.  205)  или  изъ  вращешя  около  точки  А  или  изъ  скольжетя, 
при  которомъ  точка  М  тела,  совпадающая  въ 

данномъ  его  положены  съ  точкою  А.  получаетъ 
перемещете  по  касательной  къ  поверхности,  или, 
наконецъ,  перемещете  гЬла  можетъ  слагаться 
изъ  двухъ  предыдущихъ.  Сопротивление  точки  А, 
при  скольжети  гладкой  поверхности,  къ  ней  нор- 
мально,  а  поэтому  работа  его  равна  нулю;  при 

вращение  же  около  точки  А  работа  сопротивлетя  тоже  равна  нулю,  по- 
тому что  точка  приложетя  этой  силы  остается  неподвижною.  Работа  силы 
относительно  перемещенхя.  слагающаяся  изъ  двухъ  безконечно-малыхъ, 
равна  сумме  работъ  той  же  силы  относительно  каждаго  изъ  этихъ  пере- 
м*щенШ.  Действительно,  пусть 

&  =  <>$,  -+-  052; 

Проектируя  эти  векторы  на  направлете  силы  Р  и  умножая  на  Р, 
найдемъ: 

РЪз  С08  (Р,   Ьз)  =  РЬ$Х  С08  [Р,    08г)  -+-  Р&87  С08  (Р,    &а). 

Такимъ  образомъ,  работа  сопротивлетя  въ  точке  А  при  всякомъ 
сдожномъ  перемещены  гЬла  по  этой  точке  опоры  равна  нулю. 
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Этотъ  случай  требуетъ  еще  разъяснетя  въ  слйдующемъ  отношенш. 
Говоря  о  рабогЬ  силы,  мы  себ*  представляемъ,  что  точка  приложетя  ея 
въ  гкй  остается  одна  и  та  же;  между  гЬмъ  зд4сь,  какъ  и  въ  случай, 
разсмотр'Ьнномъ  ниже,  точка  приложены  силы  (давлеше  остргя  на  по- 
верхность гЬла)  непрерывно  меняется.  Это  недоразумйше  устраняется 
однакоже  само  собою,  если  только  помнить,  что,  прилагая  принципъ  воз- 
можныхъ  перем-ЬщенШ,  мы  беремъ  силы  въ  томъ  вид*,  какъ  он*  хЬй- 
ствуютъ  въ  положены  равнов4сш,  и,  определяя  элементарный  работы  от- 
носительно  возможныхъ  перем'ЬщенШ,  считаемъ  эти  силы  приложенными 
къ  гЬмъ  именно  точкамъ  гЬла,  къ  какимъ  он*  были  приложены  въ  по- 
ложены равновйсы. 

3)  Пусть  твердое  тЬло  ц'Ьлою  сплошною  поверхностью  прилегаетъ  къ 
сплошной  неподвижной  поверхности,  причемъ  об*  поверхности  абсолютно 
гладкш.  Вопросъ  сводится  къ  одному  изъ  двухъ  предыдущихъ  случаевъ, 
если  представить  себй,  что  одна  изъ  поверхностей  разделена  на  безко- 
нечно-большое  число  безконечно-малыхъ  элементовъ  и  что  въ  кавдомъ 
изъ  нихъ  дййствуеть  нормальное  сопротивлеше  другой  поверхности. 

4)  Некоторая  точка  гЬла  двигается  по  абсолютно  гладкой  линш.  Этотъ 
случай  сводится  къ  случаю  первому,  если  эту  лишю  представить  себЬ 
какъ  пересечете  двухъ  абсолютно  гладкихъ  поверхностей. 

5)  Абсолютно  гладкая  литя,  принадлежащая  твердому  гЬлу,  постоянно 
проходить  черезъ  неподвижную  точку  (напримЬръ  острое  ребро,  опираю- 
щееся на  неподвижную  поверхность  въ  одной  ея  точки,  или  твердая  про- 
волока, продетая  черезъ  неподвижное  кольцо).  Этотъ  случай  приводится 
къ  случаю  второму. 

6)  Абсолютно  гладкая  поверхность  гЬла  прикасается  къ  абсолютно 
гладкой  неподвижной  певерхности.  Въ  этомъ  случаЬ  движете  гЬла  можно 
представить  себ*  состоящимъ  изъ  катан1я  и  изъ  скольжен1я.  При 
катаны  безконечно-малое  перем'Ъщеше  представляется  вращешемъ  около 
мгновенной  оси,  проходящей  черезъ  точку  касашя  поверхностей.  Работа 
сопротивлетя  неподвижной  поверхности  при  этомъ  равна  нулю  *)•  При 
скольжены  работа  сопротивлешй  тоже  равна  нулю,  согласно  съ  случаями 
первымъ  и  вторымъ.  Поэтому  работа  равна  нулю  и  при  всякомъ  другомъ, 
составномъ  перемещены  гЬла,  когда  сохраняется  касаше  его  съ  непо- 
движною поверхностью. 

7)  Когда  существуетъ  въ  гЪл'Ь  одна  неподвижная  точка  или  дв$  та- 
кихъ  точки  (ось),  то  работа  сопротивлешй  этихъ  точекъ  тоже  очевидно 
равна  нулю  при  всякомъ  возможномъ  перемещены  гЬла. 


1)  Говоря  точнее,  точка  касан!я  совершаетъ  путь  безконечно-малый  выс- 
шаго  порядка  въ  сравненш  съ  перемъщешями  другихъ  точекъ  гЬла,  не  ле- 
жащихъ  на  мгновенной  оси,  а  поэтому  и  соответственная  работа  безконечно- 
мала  въ  сравнен! и  съ  работами  другихъ  силъ. 
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Повидимому  все  ограничена  въ  движенш  твердаго  тела,  которьтя  при- 
ходится осуществлять  на  практик*,  сводятся  къ  одному  или  одновременно 
къ  н'Ьсколькимъ  изъ  неречислеяныхъ  случаевъ.  Бели  и  нельзя  утверждать 
это  съ  уверенностью,  то  во  всякомъ  случае  можно  принять  это  въ  даль- 
нейшему если  условиться  въ  каждомъ  отд-Ьльномъ  случае  удостоверяться 
въ  справедливости  сказаннаго.  Итакъ  мы  будемъ  предполагать  въ  даль- 
нЬйшемъ,  что  если  въ  дЬйствш  связей  не  участвуетъ  треше,  то  при  вся- 
кихъ  возможныхъ  перем'Ьщетяхъ  твердаго  тЬла 

Е  Ьд  =  О, 

и  следовательно,  въ  случае  равновесия,  на  основанш  услов1я  (771) 

2  2^  =  0  (774) 

для  всЬхъ  возможныхъ  перемещенШ  твердаго  тела. 

Нужно  при  этомъ  помнить,  что  мы  оставляемъ  безъ  раземотр^шя  слу- 
чаи неудерживающихъ  связей,  при  которыхъ  пришлось  бы  въ  условш 
(774)  къ  знаку  равенства  присоединить  знакъ  неравенства  (§§  476  и  481). 

Остается  еще  показать,  что  условие  (774)  и  для  несвободнаго  гЬла 
не  только  необходимое,  но  и  достаточное.  Итакъ  пусть  оно  выполняется 
для  всЬхъ  возможныхъ  перем1ицен1й.  Если  бы  этого  не  было  доста- 
точно для  равновесия,  то  гЬло  при  действш  данвыхъ  силъ  пришло  бы  въ 
движете  и  различный  его  точки  получили  бы  безконечно-малыя  перемЬ- 
лцешя  <Ь,  <&',...  Достаточно  разсйотр-Ьть  перем-Ьщешя  <&,,  &2,  йзг  трехъ 
точекъ  гЬла,  М1Ч  М2,  Ж3,  не  лежащихъ  на  одной  прямой,  такъ  какъ 
этимъ  вполне  определяется  перемещение  твердаго  тЬла.  Этому  перемеще- 
тю  можно  было  бы  воспрепятствовать,  приложивъ  въ  точкахъ  Мх,  Ж2,  Мг 
нЬкоторыя  силы  <2П  (}2,  У3  противу.положныя  перемещен1ямъ,  &х,  &2,  &,. 
Такъ  какъ  этимъ  равновесие  было  бы  возстановлено,  то,  согласно  пред- 
шествующему, мы  имели  бы: 

Е  Ь?  -+- 1^  +1^+1^=0 

относительно  всякаго  возможнаго  для  гЬла  перемещешя,  а  между  прочимъ 
и  для  того,  которое  определяется  перемещетями  <&р  гё$2,  <&3  точекъ  Ми 
М2,  Мг.  Такъ  какъ,  согласно  предположешю,  въ  отдельности 

2X^  =  0, 

то  для  этого  частнаго  перемещешя  мы  нашли  бы 

—  ЯхЛв1  —  Я2  <&2  —  (Зз  Л8г  =  0. 

Но  здесь  все  члены   одного  знака,  а  это  приводить  къ  заключешю,  что 

<?г  =  0.     <22=0,     «,  =  0, 

т.  е.  никакихъ  силъ  прикладывать  не  требовалось,  следовательно  равно- 
вЬс1е  уже  существовало. 
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Выводъ  усдовШ  равнов-Ьсш  твердаго  т&да  изъ  принципа 
вовможныхъ  перем-Ьщенгй. 

484.  Аналитическое  выражеше  принципа  возмежныхъ  перегЬщежй  ддя 
твердаго  т*ла.  Услов1в  (774)  выражается  аналитически  для  всякой  си- 
стемы п  матер1альныхъ  точекъ  въ  следующем*  вид*  (§  479): 

2  (Е, 8$,.  н-  Н,. Ч  -+-  2, 8д  =  0,  (775) 

гд4  Е,,  Н,.,  2.  проекщи  силъ,  приложенныхъ  точки  М{  системы,  а  8^.,  от]., 
8^  проекщи  какого-нибудь  возможнаго  для  этой  точки  перемещения  о$,. 
Число  членовъ  въ  этой  сумм*  можетъ  быть,  вообще  говоря,  и  конечнымъ 
и  безконечно-большимъ;  но  если  только  движете  системы  точекъ  опре- 
деляется конечнымъ  числомъ  кинематическихъ  параметровъ,  то  первая 
часть  уравнешя  (775)  можегь  быть  приведена  къ  такому  же,  конечному 
числу  членовъ.  Для  твердаго  гЬла  это  число,  какъ  известно  (§  64),  равно 
шести.  Для  всякой  точки  Ж,,  твердаго  гЬла  проекщи  8^.,  8т)$.,  8Е§.  могутъ 
получать  лишь  так1я  значетя,  которыя  соотвйтствуютъ  свойственнымъ 
для  твердаго  гЬла  кинематическимъ  услов1ямъ.  Эти  услов1я  характери- 
зуются гЬмъ,  что  перемЬщете  всякой  точки  зависитъ  отъ  однигь  и  гЬхъ  же 
шести  кинематическихъ  параметровъ,  язъ  которыхъ  три  опредЬляютъ  по- 
ступательное, а  три  другихъ  вращательное  движете  гЬла.  Для  безконечно- 
малыхъ  перемЬщетй  воспользуемся  формулами  для  скоростей  твердаго 
гЬла,  написавъ: 

85,  =  ^ Ы,     8т| .  =  ь^  8/,     8?.  =  ю^  Ы\  (776) 

причемъ  8*,  когда  р4чь  идетъ  не  о  дЬйствительномъ  какомъ-либо  движе- 
ши  гЬла,  а  о  воображаемомъ,  только  возможномъ  перемЬщетй,  должно 
разсматривать  не  какъ  приращете  времени,  а  лишь  какъ  произвольный 
безконечно-малый  коэффищентъ  пропорщональности  между  скоростью  и 
перем-Ьщешемъ.  По  формуламъ  Эйлера  (§  153): 

\  =  \  "*-  шт1  &  —  Се)  —  »с  (Ч|  —  Чо)> 

*гц=  «Ц"*"  ^г  <Л  —  *о)  —  «>е  (С,  —  Со), 

\  =  V  -*"  ш5  ^  ~  ^  —  ®Ч  ^  ~  **>- 

Подставляя  эти  выражетя  въ  равенство  (776),  а  потомъ  въ  услов!е  (775). 
находимъ: 

8*ЕК^ч-гцн,^ 
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ДЪля  на  &*  и  принимая  во  внииаше,  что 

»ор  «V  "о?  <°р  «У  <°г  (777) 

являются  общими  множителями  въ  стоящихъ  при  нить  выражетягь, 
можемъ  написать: 

VII ЕЕ,-»-  9щ  Е  Н,  -+-  »0,  2  2,  ч-  а>$  Е  [(т),  —  т,0)  2,.  —  (Ц  -  ^  Н,]  ч- 

ч-%2[И;-^)а-($<-50)2<]-ь«)гЕ[а-$0)Н,.-(7)<-т)о)Е<]=0   (778) 

или,  вводя  принятый  уже  нами  въ  глав*  XI  обозначены, 

*>о$#5  •+-  ^от| ^г] "+-  V  лг  -*-  <^  ^  ■+■  «л -^ц  ■+■  шг -^  =  0.      (779) 

485.  Услов1Я  равновЪЫя  свободнаго  твердаго  ткла.  Если  твердое  гЬло 
совершенно  свободное,  то  возможны  всят  поступательный  и  всяшя 
вращательныя  псрем^щешя;  поэтому  кинематичесме  элементы  (777) 
никакими  услов1ями  между  собою  не  связаны  и  могутъ  поэтому  принимать 
как1я  угодно  положительный  и  отрицательный  значенш.  Но  въ  этомъ  слу- 
чае, чтобы  услов1е  (779)  всегда  выполнялось,  каждый  изъ  шести  стати- 
ческихъ  элементовъ 

Др  Л,,  Лс,  ЛГр  ЛГЧ,  Ж,  (780) 

въ  отдельности  додженъ  быть  равенъ  нулю.  Мы  приходимъ  такимъ  обра- 
зомъ  къ  извЪстнымъ  уже  намъ  (§  388)  шести  услов1Ямъ  равнов*с1Я  сво- 
боднаго твердаго  гЬла: 

2^  =  0,  (781) 

ЕН,  =  0,  (782) 

22,  =  0;  (783) 

2  [(Ч,  -  Чо)  2,  -  (С,  -  Со)  Н,.]  =  0,  (784) 

2  [«,  -  С0)  5,  -  (?,  -  у  2,]  =  О,  (785) 

2  [(5,-  -  «  Н,  -  (Ч  .—  Ч0)  3]  =  0.  (786) 

Въ  посл'Ьднихъ  трехъ  уравнешяхъ  координаты  &0,  т\0,  Со>  опредЬлявппя 
въ  кинематики  ту  точку  гЬла,  движешемъ  которой  определяется  его  по- 
ступательное движете,  теперь  являются  координатами  центра  приве- 
дения силъ  (§  384). 

Для  свободнаго  твердаго  гЬла,  вслЬдств1е  существовашя  уравнешй 
(781),  (782)  и  (783),  остальныя  три  услов1Я  равнов4с1я  упрощаются,  а 
именно 

2  Кч,  -  Чо)  2,  -  (С,  -  Со)  Н,.]  =  2  (ч,2,.  -  С,Н,.)  -  *]022,.  -*-  С01Н,  = 

=    Х(Т,.2.    —    С,Н,), 
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и  подобное  же  преобразоваше  можно  сделать  съ  другими  двумя  статиче- 
скими моментами;  поэтому,  при  существовали  усдовгй  (781),  (782) 
и  (783),  но  только  въ  этомъ  случай,  можно  уравнешя  (784),  (785)  и  (786) 
заменить  следующими: 

X  (4,2,  -  ^Н.)  =  О,  (787) 

2(^,2, -5,2,)  =  О,  (788) 

2  №-4,3,)  =  0.  (7891 

486.  Число  условШ  равновесия  несвободнаго  твердаго  т*ла.  Въ  §  199 

было  показано,  что  если  движете  твердаго  гЬла  подчинено  какимъ-дибо 
сгЬсненшмъ,  выражающимся  уравнетями  между  координатами  нЬкоторыхъ 
изъ  его  точекъ  или  между  его  шестью  кинематическими  элементами  (§  65) 

*о>  Чо,  ^>  ».  Ъ  Ф<  (790> 

то  дифференщадьное  услов1е  связи  представляется  линейною  однородною 
зависимостью  между  шестью  скоростями  (777): 

Ао^у  -ь  ВV(п^  н-  Сгог  -ь  1>«)р  -+~  Е<*>~  -ь  Ры*  =  0.  (79 1) 

Если  дано  &<6  такихъ  зависимостей,  то  между  элементами  (777)  6  —  к 
элементовъ  остаются  произвольными,  и  тогда  твердое  гЬло  обладаетъ,  какъ 
мы  условились  выражаться,  6  —  к  степенями  свободы. 

Число  услов1й  равнов4с1я  твердаго  т^ла  всегда  равно  числу 
его  степеней  свободы. 

Действительно,  при  существованш  к  зависимостей  вида  (791),  можно 
к  изъ  числа  скоростей  (777)  выразить  въ  функщи  6  —  к  остальныхъ,  ко- 
торый уже  нужно  разсматривать  какъ  совершенно  произвольный.  Эти  вы- 
ражения будутъ  притомъ  линейными  однородными  относительно  6  —  к  не- 
зависимыхъ  скоростей;  поэтому,  если  эти  выражешя  подставить  въ  усло- 
вие (779),  то  оно  окажется  тоже  линейнымъ  и  однороднымъ  относительно 
этихъ  посл'Ьднихъ  скоростей.  По  произвольности  же  ихъ,  нужно  каяздый 
изъ  стоящихъ  при  нихъ  множителей  (вообще  говоря  многочленъ)  отдельно 
считать  равнымъ  нулю.  Мы  получаемъ  такимъ  образомъ  6  —  к  условШ 
равнов-Ьсая. 

487.  Приложено  иъ  случаю  одного  услов1Я  связей.  Для  пояснетя  ска- 
заннаго  предположимъ  въ  частности,  что  стЬснеше  въ  движеши  твердаго 
гЬла  выражается  однимъ  условхемъ  (791).  Въ  этомъ  случа*  изъ  6  скоро- 
стей (777)  пять  остаются  произвольными;  будемъ  считать  таковыми: 

\>  «Ц.  V  "V  °У 
Определяя  изъ  услов1я  (791)  о>-  и  подставляя  въ  условхе  (779),  находимъ: 

(*«-  У  *с)  V"  (*ч  - У  мс)  г"1  +  ( в:  -  У  жс)  Ч  -ь 
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Это  услов1е,  по  произвольности  пяти  скоростей,  распадается  на  пять 
отд-вльныхъ: 

который  можно  написать  въ  следующею»  бол-Ье  симметричною  вид*: 

Л,       Д„       В.       М,       М-       Мг 

Л  — Л—      <•  _  __1  _      ^  _  _^.  Г792) 

488.  Составлено  условМ  равновЪсга  иесвободнаго  твердаго  тЬла  для 
•гБмоторыхъ  важн'БЙшихъ  случаевъ. 

1)  ТЬло  можетъ  совершать  только  поступательное  движеюе  па 
раллелъно  оси  (С).  Услов1я  связей  (формулы  279  и  280): 

»о{  =  °'    *щ  =  0,    «>е  =  0,    а)^  =  0,    о),,  =  0. 

Услов1е  (779)  им-Ьеть  видъ: 

г;осДс=0 

и,  по  произвольности  гу,  приводить  къ  условно  (§  398) 

Вг  =  112.(  =  0.  (793) 

Для  равнов4с1я  необходимо  и  достаточно,  что  сумма  проекщй 
всЬхъ  силъ  на  направление  поступательнаго  движения  равня- 
лась нулю. 

2)  ТЬло  можетъ  совершать  только  поступательное  движете  по 
направлен1ю,  которое  образуетъ  углы  а,  р,  у  съ  осями  коорди- 
натъ.  Услов1я  связей  (формулы  281) 

— 1- = — ъ  =  — ~ >      ^с  =  0,       «>т)  =  0,       а)г  =  0. 
соз  а       созр       соз -у  с  71  * 

Если  означить  каждое  изъ  трехъ  равныхъ  отношенШ  черезъ  к,  то 
условге  (779)  приводится  къ  виду: 

к  (Л.  соз  а  -4-  В~  соз  |3  -+-  В*  соз  у)  =  О 

или,  по  произвольности  множителя  к: 

В*  соз  а  -4-  В*  соз  р  -+-  В*  соз  ?  =  0.  ("94) 

Очевидно,  что  это  уравнете  опять  выражаетъ  результата,  формули- 
рованный въ  случа-Ь  1-мъ. 
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3)  Тйло  можетъ  только  вращаться  около  оси  (С).  Услов1я  связей 
(формулы  282  и  283): 

\  =  О,    ^от]  =  0>     «V  =  °>     ш5  =  °'     ^  =  °" 
Кром*  того  теперь  Е0  =  О,  т)0  =  О,  ^  =  0.  Услов1е  (779)  даегь: 

югМг  =  О 

-•     *• 

и,    по  произвольности  «)г  (§  396): 

2  [(5,-  -  У  Н,  -  К.  -  чо)  Е,]  =  2  (ЕД.  -  ^.Е,)  =  О.       (795. 

Для  равнов*С1я  необходимо  и  достаточно,  чтобы  сумма  мо- 
ментовъ  всЬхъ  силъ  относительно  оси  вращен1я  равнялась 
нулю. 

4)  Иш)  можетъ  вращаться  только  около  оси,  направлете  которо! 
определяется  углами  «,  р,  т  и  которая  проходить  черезъ  точку  (?0.  V 
Ьо).  Услов1я  связей  (формулы  284): 

<*>Е  «ч         «V 

°;         '      от]         '      %         '    сова       еоз р       сову 

Пр1емомъ,  указаннымъ  случае  2-мъ,  находимъ: 

Ж  сов  а  н-  Л/т  сов  р  -+-  ЛГ.  со$  7  =  0»  ( '  96 ' 

гд*  М*,  3/~,  М.  моменты  силъ  относительно  осей,  параллельныхъ  коор- 
динатнымъ  и  проходящихъ  черезъ  точку  (;0,  т)0,  ?0).  Это  услов1е  совпа- 
даетъ  съ  услов1емъ  случая  3-го  и  можетъ  быть  еще  такъ  выражено: 
Для  равнов^^я  необходимо  и  достаточно,  чтобы  проекщя  на 
ось  вращен1я  главнаго  статическаго  момента  относительно 
какой-нибудь  точки,  взятой  на  этой  оси.  была  равна  нулю. 

5)  ТЬло  имйетъ  вольную  ось,  совпадающую  съ  осью  (О.  Усло- 
В1Я  связей  (формулы  286): 

\  =  0,      г>от)  =  0»      <■>$  =  °*      ®Ч  =  °* 
Кром-Ь  того  можно  принять  50  =  0,  г\0  =  0,  ^  =  0.  Условхе  (779)  даегь: 
Ь0ГВ-  н-  ю-М*  =  О, 


и,  по  произвольности  гог  и  <©г: 

Лс  =  Е2,  =  0, 
Мг  =  Е  [«,  -  у  Н,  -  (Чг-1,0)  Е,]  =  X  (6Д  -  *)Д)  =  О. 


(7971 


Услов1я  равновгЬс1Я  состоять  такимъ  образомъ  изъ  совокупности 
услов1й  въ  случаяхъ  1-мъ  и  3-мъ. 

6)  ТЬло  имЬетъ  вольную  ось,  направлете  которой  определяется 
углами  а,  р.  у  и  на  которой  находится  точка  ($0,  т)0,  ^).  Услов1Я  связей 
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(задача  205): 

С08*         С08$  С08*[                                                     ^ 

СО.         •    О)  Ш. 


(801) 


С08  а         €08  Р  С08*{ 

Означая  отношешя  (798)  черезъ  Л,  а  отношешя  (799)  черезъ  К  и 
подставляя  въ  услов1е  (779),  получаемъ: 

к  (В*  С08  а  -+-  В-  сое  р  -+-  В*  С08  Т)  н- 

ч-  *'  (Ж.  сое  а  -+-  М^  со8  р  -+-  Жг  С08  Т)  =  0,  (800) 

гд*Ь  Мр  М»,  М*  моменты  относительно  осей,  параллельныхъ  координат- 
нымъ  и  проходяпшхъ  черезъ  точку  (?0,  т)0,  Со).  Коэффищенты  кик'  зд4сь 
совершенно  произвольны,  такъ  какъ  между  величинами  поступательной 
и  вращательной  скорости  н4тъ  никакой  зависимости;  поэтому  уравнеше 
(800)  распадается  на  два: 

В*  €08  а  -+-  В~  €08  Р  Н-  В~  €08  т  =  О, 

Му  соз  а  -+-  М~  соз  р  -ь  Мг  С08  7  =  0, 

7)  ТЬло  можетъ  совершать  только  определенное  винтовое  движе- 
те около  оси  (С).  Пусть  будетъ  р  параметръ  винтовой  скорости;  тогда 
услов1я  связей  будутъ  (задача  206): 

н  услов1е  (779)  даетъ,  по  разд*ленш  на  а>г: 

рВ,  -+-  М^  =  0.  (802) 

8)  ТЬло  можетъ  совершать  винтовое  движеше  съ  параметромъ  р 
около  оси,  проходящей  черезъ  точку  (Е0,  т)0,  !^)  и  образующей  углы  а,  р, 
7  съ  осями  координатъ.  Такъ  какъ  при  винтовомъ  движети  векторы  г?0  и 
<*>  параллельны,  то 

\  =  *о  С08  а-      ^ОТ)  =  го  С08  Р,      V  =  *>о  С08  V 

(о.  =  (о  соз  а,     а>~  =  (о  С08  р,     а>г  =  <о  соз  7; 

г?0  =  ра>. 

ЗдЬсь  заключается  пять  независимыхъ  условШ.  Принимая  ихь  во 
внимаше,  изъ  услов1Я  (779)  получаемъ: 

ш  [(рЩ  ■+■  -&ф  С05  а  "+~  (Р-^т!  "*"  Му)  соз  р  ч-  (рВ~  -ь  МГ)  со*  7]  =  О, 

а  по  произвольности  <*>: 

(рВс  -н  ДГ>)  соеа  ч-  (рВ^  -+-  ЛГ^)  со$р  -4-  (рД^  н-  Ж^)  со$7  =  0.    (803) 
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ЗдЬсь  опять  Му,  М~,  М-  суть  моменты  относительно  осей,  парад- 
ледьныхъ  координатнымъ,  но  проходящихъ  черезъ  точку  (Е0,  т)0,  ^)  иле 
вообще  черезъ  какую-нибудь  точку,  лежащую  на  винтовой  осн. 

9)  ГЬло  имЬетъ  неподвижную  точку  (Е0,  ?]0,  1^0).  Усдов1я  связей 
(задача  208):' 

\  =  О,     «Ц  =  °>     V  =  О- 

Услов1е  (779)  даетъ: 

Ж.о>.  -н  М^-ц  -+-  Мга>г  =  О, 

причемъ   о).,   а>_,   аь  остаются  произвольными;  поэтому: 

Мг  =  Е  [(■,,  -  Чв)  2,  -  (С  -  С0)  Н,]  =  0,   | 

ЛС,  =  2  [&  -  Со)  2,  -  (5,  -  и  2,]  =  о,     ■  (604) 

Иг  =  Е  [(5,  -  Ео)  Н,.  -  К  -  ,0)  Е,]  =  0. 

Эти  услов1я  совпадаютъ  съ  услов1ями  (613),  §  395,  если  неподвиг- 
ная  точка  тЬла  совпадаетъ  съ  началомъ  координата.  Для  равнов'Ьсм 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  суммы  моментовъ  всЬхъ  силъ 
относительно  каждой  изъ  трехъ  осей,  проходящихъ  черезъ  не- 
подвижную точку,  равнялись  нулю. 

10)  ТЬло  можетъ  двигаться  только  параллельно  плоскости  (Ь|). 
Услов1я  связей  (формулы  289): 

V  =  °>      <°$  =  °'      °*Ч  =  °' 
Услов1е  (779)  принимаетъ  видъ:* 

В^  -+-  Я^щ  -+-  М^  =  О 

и,  по  произвольности  IV,  V^-,   о>-  даетъ  услов!я  равновйоя 

Л  =  ЕЕ,  =  О,  I 

(805) 
Дт,  =  2Н,=  0,  I 

м:  =  Е  [(5,-  -  д  Н,  -  (ч,  -  -п0)  Е,]  =  О, 

причемъ,  благодаря  первымъ  двумъ  изъ  этихъ  условШ,   последнее   упро- 
щается: 

М*  =  Е  (6Д-  —  ч,Е,)  =  0.  (806) 

Для  равнов,Ьс1я  необходимо  и  достаточно,  чтобы  равнялись 
нулю:  суммы  проекщй  всЬхъ  силъ  на  два  направленхя,  парад- 
лельныхъ  плоскости  движения,  и  сумма  моментовъ  всЬхъ  сил* 
относительно  какой-либо  оси,  перпендикулярной  къ  плоскости. 
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11)  ТЬло  двигается  параллельно  плоскости,  определяемой  уравне- 
Н1емъ:  г.       '  лтг 

Условш  связей  (формулы  290  и  291): 

Ъо^  -+-  Лиц  -ь  Ат!>0,  =  О, 

Ш6  _  ^  _  С°С 

Т  ~~  лГ  —  "Ж  " 

Принявъ  на  время  »0*,  *ц  и  а>*  за  независимые  элементы,  можемъ 
услов1е  (779)  представить  такъ: 


Ц-^скЧ^^с)^-'-!  -1 

и  оно  распадается  на  три: 

Л|       л-г)       -В^ 

ЬМ,  -+-  ЛШ,,  -+-  2ШГ  = 

0. 

ЛГс)»г  =  0, 


(807) 


3.  462.  Показать,  что  для  равновйсш  на  ворот*  нужно,  чтобы  сила,  при 
ложен ная  къ  рукоятке  и  перпендикулярная  къ  последней,  такъ  относилась 
къ  подымаемому  грузу,  какъ  радДусъ  поперечнаго  съчешя  вала  относится  къ 
длин*  рукоятки. 

3.  483.  Составить  услов!н  равновъс1я  лампы,  подвъшанной  на  крюкъ  по- 
мощью твердаго  стержня,  спабженеаго  ушкомъ,  при  дъйств!и  какихъ-либо 
силъ.  Для  ръшен1я  нужно  принять  во  виимаше,  что  указанный  стержень 
имъетъ  двв  степени  свободы:  вращеые  около  двухъ  горизонтальныхъ  осей, 
проходящихъ  черезъ  точку  касашя  ушка  стержня  къ  крюку. 

3.  484.  Решить  предыдущую  задачу  въ  предположеши,  что  крюкъ,  на  ко- 
торомъ  виситъ  лампа  можстъ  перемещаться  вдоль  горизонтальной  балки. 

3.  485.  Бинтовой  зажимъ,  у  котораго  параметръ  винта  равенъ  р,  находится 
въ  равновъсш  при  дъйствш  на  него  пары  съ  даннымъ  моментомъ  М,  парал- 
лельны мъ  оси  винта.  Определить  давлен1е,  производимое  винтомъ. 

3.  486.  Горизонтальный  цилиндрически  стержень  можетъ  вращаться  около 
вертикальной  оси;  вдоль  него  скользитъ  безъ  трегпя  насаженное  на  него 
кольцо  съ  цилиндрическимъ  отверстаемъ  такого  же  дДаметра,  какъ  ддаметръ 
стержня.  Определить  число  степеней  свободы  и  составить  услошя  равловъсш. 

3.  487.  Точка  ($0,  7]0,  Со)  твердаго  тъла  принуждена  оставаться  на  шаровой 
поверхности  у  н- V  +  V  -  -  =  а 

Составить  условхя  равновесия  твердаго  тела. 

3.  488.  Твердый  шарь,  радусъ  котораго  г,  прикасается  безъ  трешя  къ 
двумъ  неподвижнымъ  шарамъ: 

&*  -н  Т)3  -»-  С"  -  г*  =  0,        (6  -  а)а  ч-  7|5  -ь  Г2  _  Газ  =  о. 

Составить  услов1Я  его  равновъыя. 

П.  Сомов».— Осяов&и!я  теорет.  механики.  30 
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3.  489.  Дв*  точки  твердаго  тЬла  принуждены  оставаться  на  неподвижной 
плоскости.  Составить  услов1я  равнов&сих. 

3.  490.  Какой  оопцй  видъ  им-Ьютъ  условгя  равновйсш  твердаго  гвла  съ  одною 
степенью  свободы?  Отв.:  Если  пять  условШ  связей  составлены  въ  вид&  (791), 
то  услов1е  равнов*ьс1я  выражается  равенствомъ  нулю  определителя  шестого 
порядка,  пятью  строками  котораго  служатъ  коэффищенты  въ  условшхъ  связей, 
а  шестою  строкою  статичесше  элементы  (780). 

Прим&нете  принципа  возможныхъ  перемФщетй  въ  твер- 
дому т4ду  безъ  составдешя  общихъ  анадитичесвихъ  УСЛО- 
ВШ равновФош. 

489.  06Щ1Я  соображешя.  Очень  часто,  по  услов1ямъ  задачи,  бываегь 
неудобно,  составляя  услов1Я  равнов-Ьс1я,  делать  приведете  силъ  къ  си- 
стеме Декартовыхъ  прямоугодьныхъ  координатныхъ  осей;  въ  такихъ  слу- 
чаяхъ  принципъ  возможныхъ  перемйщешй  можетъ  оказать  большую  услугу. 
А  именно,  для  отыскашя  зависимостей,  между  силами,  какъ  внешними, 
такъ  и  сопротивлешями,  оказывается  иногда  удобнее  определять  сумму 
элементарныхъ  работъ  не  относительно  поступательныхъ  перемещений 
вдоль  координатныхъ  осей  или  вращательныхъ  перем^щешй  около  этихъ 
осей,  а  относительно  другихъ,  более  сложныхъ  и  конечно  также  возмож- 
ныхъ перемещений.  Давая  т4лу  несколько  такихъ  перемЬщенШ,  притомъ 
независимыхъ  между  собою,  т.  е.  такихъ,  что  ни  одно  изъ  нихъ 
не  можетъ  быть  составлено  изъ  остальныхъ,  и  применяя  каждый 
разъ  принципъ  возможныхъ  перемещений,  мы  и  получимъ  несколько  за- 
висимостей меаду  силами.  Этотъ  пр1емъ  особенно  удобенъ  въ  гЬхъ  слу- 
чаяхъ,  когда  не  требуется  решать  вопроса  о  томъ,  существуетъ  ли  равно- 
в*с1е  или  н*тъ,  а  нужно  лишь,  зная,  что  равнов^е  существуетъ,  отыскать 
зависимости  между  некоторыми  изъ  силъ;  тогда  можно  бываегь  часто 
подыскать  такое  возможное  перемещете  твердаго  гЬда,  что  въ  выражеше 
суммы  элементарныхъ  работъ  войдутъ  лишь  силы,  подлежапця  разсмотр*- 
шю,  а  работы  остальныхъ  силъ  будутъ  равны  нулю.  Примкнете  этого 
разсуждешя  будетъ  показано  на  второмъ  изъ  слЬдующихъ  ниже  прим*- 
ровъ  (§  491);  первый  же  прим^ръ  относится  къ  составление  полнаго  числа 
условий  равновес1я. 

490.  Примерь  на  составлеме  полнаго  числа  условМ  равновеЫа.  Зада- 
ча 491.  Балка  длины  I  упирается  концомъ  Л  въ  вертикальную  сгину 
(фиг.  206)  и  кроме  того  им-Ьеть  опору  на  горизонтальномъ  ребре  С  дру- 
гой ст1>ны  въ  разстоянш  с  отъ  первой;  на  другомъ  конце  В  балки  прм- 
вешанъ  грузъ  Р.  Движете  балки  возможно  только  въ  вертикальной  пло- 
скости, перпендикулярной  къ  плоскостямъ  обеихъ  сгЬнъ.  Определить  уело  • 
вк  равновес1я  балки,  пренебрегая  ея  собственнымъ  весомъ  и  трешемъ 
въ  точкахъ  опоры. 

Решен! е.   Положеше   балки   будемъ   определять  длиною  АС  =  г,  а 
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Фиг.  206. 


высоту  точки  В  надъ  точкою  С  означимъ  черезъ  у.  При  отсутствш  тре- 
Н1я  сопротивлеше  №х  въ  точкЬ  А  нормально  къ  стЬи*,  а  сопротивление  Д7"2 
въ  точки  С  перпендикулярно  къ  АВ. 
Въ  данномъ  случае,  соответственно  съ 
числомъ  •  степеней  свободы,  мы  должны 
написать  три  услов1я  равновешя,  а  для 
этого  разсмотрЪть  три  возможныхъ  пе- 
ремещены твердаго  тела,  независи- 
мы хъ  между  собою.  Для  гЬла  воз- 
можно между  прочимъ  такое  перем-Ь- 
щеше,  при  которомъ  точка  А  сколь- 
зить вдоль  сгЬны,  а  балка  остается 
постоянно  въ  соприкосновенш  съ  опо- 
рою С.   Элементарная   работа  сопроти- 

вленШ  2^  и  ЛГ,  при  такомъ  перем^щенш  равна  нулю,  потому-что  эти  силы 
перпендикулярны  къ  перемЬщетямъ  ихъ  точекъ  приложешя.  Для  первой 
силы  это  очевидно,  а  для  второй  силы  это  сл4дуетъ  изъ  того,  что  было 
сказано  въ  §  483  относительно  перемЬщешя  поверхности  по  поверхности. 
Итакъ,  у  насъ  остается  только  работа  силы  Р: 

ЬР  =  Р.  ВВ.  соз  (ВВ\  Р)  =  —  Р.  Ьу. 
Начало  возможныхъ  перемещенШ  требуетъ:  Р  Ьу  =  0  или 

Ьу  =  0.  (808) 

Это  показываетъ,  что  въ  случае  равновейя  балка  должна  находиться  въ 
такомъ  положети,  чтобы  при  указанномъ  безконечно-маломъ  перемйщенш 
точка  В  перемещалась  въ  горизонтальномъ  направлении.  Посмотримъ,  ка- 
кое значеше  должно  для  этого  иметь  х.  Изъ  подоб]я  треугольниковъ  АЕС 

и  ВВС:  . 

(1-х)  ух2—с\ 


отсюда 


9  = 


оу  = 


и*  —  х* 


Ьх. 


хл  Ух2  —  сл 

Такъ  какъ  знаменатель  не  можетъ  обратиться  въ  безконечность,  то  для 
удовлетворешя  требовашю  (808)  необходимо: 

(1с*  —  х*)  ох  =  0. 

Но  Ьх  только  тогда  можетъ  быть  равно  нулю  (или,  в4рн'Ье,  безконечно- 
малымъ  высшаго  порядка),  когда  балка  имеетъ  горизонтальное  положеше, 
которое  очевидно  не  есть  положеше  равнове^я;  поэтому 

№  --х*  =  О, 
откуда  з  __ 

х  —  у  1с2. 

30* 
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Такимъ  образомъ  найдено  положеюе  равновЬс1я  балки.  Для  опре- 
деления сопротивлен1й  въ  точкахъ  опоры  дадимъ  балк*  два  другихъ 
возможныхъ  перемйщетя:  поступательное  вверхъ  и  поступательное  вдоль 
самой  балки.  Пусть  будетъ  Ъу  первое  изъ  этихъ  перем'Ьщешй;  при  немъ: 

ЬАк  =  О,     Хзга  =  ^  соз  (2У3,  Ъу) .  8у  =  ЛГа  -  8у,     ЬР  =  —  Р  Ъу; 

х 

по  началу  возможныхъ  перемЪщешй: 

откуда  з  /т 

При  второмъ  изъ  названныхъ  перемйщешй,  равномъ  8х: 

ЬУ  =  -  К.  Ъх,     Ь»  =  О,     ЬР  =  Р  со5  (Р,  8л-)  6*  =  —  Р  ^-^  о.г. 

по  началу  возможныхъ  перемйщешй: 

\     х  х  х        I 

откуда 


2 


*1  =  рУ*-*  =  ру//*=1 


С 


Изъ  разсмотрЬнныхъ  трехъ  перем^щвшй  можетъ  быть  составлено  всякое 
четвертое  въ  плоскости  движешя;  поэтому  примкнете  принципа  возмож- 
ныхъ перем-Ьщешй  къ  какому-либо  новому  перем'Ьщенш  не  дало  бы  уже 
никакого  новаго  результата. 

491.  Прингкръ  на  опредЪлеме  зависимости  между  силами  безъ  соста- 
вления полнаго  числа  условм  равновЪЫя.  Задача  4-92,  о  бифиляриомъ  под- 
вЪсЬ.  Бифилярнымъ  подв'Ьсомъ  называется  связь,  состоящая  въ  томъ,  что 
тяжелое  гЬло  помощью  двухъ  нерастяжимыхъ  нитей  подвЬшано  къ  двумъ 
неподвижнымъ  точкамъ.  Мы  будемъ  предполагать,  что  гЬло  имЪетъ  видь 
однороднаго  призматическаго  стержня  ОН  (фиг.  207),  что  точки  А  и  Л' 
укр-Ьплешя  нитей  находятся  на  немъ  на  равныхъ  разстояшяхъ  .9  отъ  его 
средины,  что  длины  I  нитей  равны  и  что  эти  нити  укрЬплены  въ  точ- 
кахъ С  и  С  на  одинаковой  высот*.  Всл'Ьдств1е  этого  стержень,  при  дМ- 
ствш  одной  только  силы  тяжести,  принимаетъ  въ  положеши  равновЬмя 
горизонтальное  положение. 

Требуется  определить  положеше  равнов1>с1я,  когда  стержень  выведена 
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изъ   своего  естественного  лоложенш  парою  силъ,  моментъ  которой,  Ж, 
им-Ьетъ  вертикальное  надравлеше. 

Р4шен1е.  Стержень  имгЬетъ  зд*сь  четыре  степени  свободы,  такъ  какъ 
движеше  его  ограничено  услов1ями,  чтобы  дв*  точки  его,  А  и  А',  остава- 


лись на  поверхностяхъ  двухъ  шаровъ,  им'Ьющихъ  своими  центрами  точки 
Си  С,  а  радхусами  длину  нитей;  а  эти  условш  выражаются  двумя  урав- 
нениями для  координатъ  точекъ  А  и  А'.  Беря  ось  (х)  по  прямой  СС\ 
начало  координатъ  въ  средин*  отрезка  СС\  ось  (г)  вертикально  вверхъ, 
полагая  СС'=2с  и  означая  черезъ  (я,  у,  г)  и  (х\  у\  г')  координаты  то- 
чекъ А  и  А\  имЬемъ  услов1я: 


О  —  с)2 
(ж'ч-с)2 


у*ч~г>  =  1\   \ 
у2  ч-  я»  =  1\    1 


(809) 


Отклоненное  парою  М  положеше  равнов^т  будетъ  таково,  что  стержень 
останется  горизонтальнымъ,  а  средина  его  Еи  подымется  вертикально 
вверхъ  и  заиметь  положеше  Е.  Итакъ,  хотя  стержень  им'Ьетъ  четыре 
степени  свободы,  но  при  данныхъ  услов1яхъ  совершаетъ  определенное 
винтовое  движете,  разсмотр-Ьтемъ  котораго  и  можно  ограничиться,  желая 
вывести  зависимость  между  Ж  и  а,  гд'Ь  а  уголъ  отклонешя.  Преобразуемъ 
услов1я  (809),  подставивъ  туда 

X  =  8  С08  а,  у  =    5  81П  «, 

х'  =  —  5  соз  а,     у'=  —  5  81П  а. 

Если  принять  еще  во  внимаше,  что  *'  =  *,  то  оба  условия  дадутъ  одну 
и  ту  же  зависимость: 

$8  -+-  са  —  2  зс  соз  а  =  Р  -  -  я2.  (810) 

Чтобы   применить   начало   возможныхъ   перем1щенШ,  нужно  представить 
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себй,  что  стержень,  выходя  изъ  того  положешя  равновесия  АА',  которое 
онъ  иагЬетъ  при  дМствш  пары  ЛГ,  получилъ  безконечно-малое  винтовое 
перекЬщете,  определяемое  вар1ащями  да  и  Ъв.  Эти  вар1ацш  связаны 
между  собою,  по  формул*  (810),  зависимостью: 


зс  8гп  а  .  8а  =  —  г  < 


ОШ 


Такъ  какъ  работа  силы  тяжести  равна  —  Р.  о#,  гд*  Р  в*Ьсъ  стержня,  а 
работа  пары  равна  М  8а,  то  по  принципу  возможныхъ  перемЪщешй: 


М  8а  —  Р  8*  =  О, 


откуда,  при  усдовш  (811): 


М  згпа 

-т>  =  —  8С ' 

Р  г 


а  это,  на  основанш  зависимости  (810)  даетъ: 

Р  зс  згп  а 


М  = 


}/Х> 


2  зс  соз  а 


Эта   формула   позволяете   определить   скручивающШ   моментъ   Ж,   если 
уголъ  а  найденъ  изъ  наблюденШ. 

3.  493.  На  горизонтальной  плоскости  покоится  однородное  тъло,  состоящее 
(фиг.  208)  изъ  половины  прямого  кругового  цилиндра,  отсъченнаго  плоскостью. 

проходящею  черезъ  его  ось,  и  изъ  прилегающей 
къ  нему  четырехгранной  прямоугольной  призмы, 
одна  грань  которой  совпадаетъ  съ  плоскостью  сЬ- 
чен1я  цилиндра.  Показать,  что  то  положеше  тъла, 
при  которомъ  прямая  С  С,  соединяющая  центры 
массъ  объихъ  его  составныхъ  частей  вертикальна, 
есть  положеше  равновъюя  и  определить  предьдъ 
для  высоты  И  призмы,  до  котораго  равновъсхе  всего 
тъла  остается  устойчивымъ.  Ръш.:  Нужно  насле- 
довать движете  центра  массы  всего  твла;  онъ 
описываетъ  трохоиду  (§  126),  касательная  которой 
въ  центръ  массы,  при  положенш  равновъда,  должна 
по  началу  возможныхъ  перемъщешй  быть  горизон- 
тальна. Для  устойчивости  равновъсгя  нужно,  чтобы  въ  этой  точкъ  трохоида 
была  обращена  своею  выпуклостью  внизъ,  а  для  этого  центръ  массы  всего 
тъла  долженъ  находиться  къ  полуокружности  поперечнаго  съчешя  цилиндра 
ближе,  чъмъ  центръ  последней. 

3.  494.  Стержень  подвъшанъ  на  двухъ  нитяхъ  неравной  длины.  Указать 
услов1е  для  его  положешя  равновъсхя.  Отв.:  Центръ  массы  стержня  и  мгно- 
венный центръ  въ  его  движенш,  опредъляюпцйся  какъ  точка  пересъчешя  про- 
должен 1я  нитей,  должны  находиться  на  одной  вертикали. 


П|11|11Н!111Щ1И!1|!1!1|1!! 

Фиг.  208. 
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ГЛАВА    XVII. 

Принципъ  возможныхъ  перемЪщешй  въ  статике 
изменяемой  еиетемы  матер1альныхъ  точекъ. 

Принципъ  возможныхъ  перемФщешй  для  системы 
твердыхъ  т*Ьлъ. 

492.  Предполагаемые  веды  изменяемы»  системъ.  Въ  §§  471  и  472 

были  указаны  два  пути  для  установлены  принципа  возможныхъ  переме- 
щешй;  мы  избрали  второй  путь,  состоящШ  въ  томъ,  что  мы  принимаемъ 
этотъ  принципъ  какъ  такое  основное  положеше,  которое  не  можетъ  быть 
доказано  во  всей  строгости  и  полноте,  независимо  отъ  вида  связей  между 
точками  системы,  последовательно  разсматриваемъ  его,  идя  отъ  про- 
стЬйшихъ  случаевъ  къ  более  сложнымъ,  и  постепенно  убеждаемся  въ  его 
применимости  ко  вс4мъ  случаямъ,  каше  могутъ  намъ  гдЬ-либо  предста- 
виться. Следуя  по  этому  пути  дальше,  мы  и  разсмотримъ  теперь  прин- 
ципъ возможныхъ  перемещешй  для  такой  системы  матергальныхъ  точекъ, 
въ  которой  разстояшя  между  точками  могутъ  изменяться.  При  этомъ  мы 
будемъ  различать  два  случая:  1)  когда  существуютъ  отдельный  группы 
точекъ,  изъ  которыхъ  въ  каждой  разстояшя  между  точками  не  могутъ 
изменяться,  а  могутъ  изменяться  только  разстояшя  между  точками  раз- 
личныхъ  группъ;  2)  когда,  по  услов^ямъ  связей,  могутъ  изменяться  раз- 
стояшя и  между  отдельными  точками  системы.  Къ  первому  изъ  этихъ 
случаевъ,  къ  которому  относится  система  несколькихъ  твердыхъ  телъ,  обра- 
зующихъ,  напримеръ,  какой-нибудь  механизмъ,  мы  теперь  и  перейдемъ, 
какъ  къ  случаю  ближе  стоящему  къ  изложенному  въ  предыдущей  главе. 

493.  Работа  сопротивлешй  связей  въ  системе  твердыхъ  гЬлъ.  Связи, 
ограничиваются  движете  такой  системы,  могутъ  быть  двухъ  родовъ:  или 
только  тела,  составляются  систему,  связаны  какъ-либо  между  собою,  или 
движете  ихъ  ограничено  также  присутствгемъ  постороннихъ  системъ  гЬлъ. 
Относительно  связей  послЬдняго  рода  вопросъ  разсматривался  уже  въ 
§  483.  Тамъ  было  показано,  что,  если  отсутствуетъ  треше,  то  сумма  ра- 
бота всехъ  сопротивленШ,  который  оказываютъ  преграды,  равна  нулю 
при  всякомъ  возможномъ  перемещешй  твердаго  тЬла  1).  Покажемъ  те- 
перь, что  это  остается  вернымъ  и  относительно  связей,  существующихъ 
между  телами  системы.  При  этомъ  мы  разсмотримъ  лишь  гЬ  случаи,  ко- 


*)  Мы  условились  уже  раньше  исключать  изъ  разсмотръшя  связи. неуде р- 
акивающ1Я,  т.  е.  так1я,  дъйств1е  которыхъ  при  нъкоторыхъ  перемъщетяхъ 
твла  прекращается  и  который  вводить  неравенства  въ  выражение  принципа 
возможныхъ  перемещений. 
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торые  могутъ  на  практик*  чаще  всего  встретиться.  ВсЬ  же  друп'е,  зд*Ьсь 
не  упоминаемые  случаи  могли  бы  быть  разобраны  аналогичнымъ  образомъ 

1)  Два  твердыхъ  тЬла  Я»  и  5'  данной  системы,  находясь  оба  въ  дви- 
женш,  касаются  другъ-друга  постоянно  въ  одной  и  той  же  точки  М0: 
такъ-что  между  ними  не  происходить  ни  скольжен1я,  ни  катания.  Взаимные 
сопротивлешя  Р  и  Р'  этихъ  гЬлъ,  будучи  равны,  пряно  противуположяы 
и  приложены  въ  общей  обоимъ  гЬламъ  точки,  даютъ  работы  численно 
равныя,  но  противуположныхъ  знаковъ,  какое  бы  перем-Ьщеше  М0М  эта 
точка,  всл1>дств1е  перемЪщешя  обоихъ  гЬлъ,  ни  совершала.  А  потому  сумма 
работъ  этихъ  сопротивленШ  равна  нулю. 

2)  Предположи мъ,  что  при  возможности  одновременнаго  перемйщешя 
обоихъ  гЬлъ   одао   изъ   нихъ  скользить  по  другому  безъ  трешя.  Теперь 

точки  М0  и  М0\  у  обоихъ  гЬлъ  совпа- 
давпия,  получаютъ  различный  перем*ще- 
Н1я,  М0Ми  М0'М'  (фиг.  209).  Разложимп 
второе  изъ  этихъ  перемЬщенШ  на  два: 


М0'М=  М0'М  -+-  ММ'. 

Такъ    какъ    работа  относительно   какого 
либо  перем'Ьщетя   равна    алгебраической 
сумм*  работъ  относительно  составляющих^ 
перем'ЬщенШ,  то 

гдЬ    первый  членъ    представляетъ  работу 
силы  Р'  относительно  перем*щен1я  Л/0'3/ 

а   второй   членъ   работу  той  же   силы  относительно  перем*щен1я  Л/3/ . 

Итакъ 

Х/р   ~Ь    Х//>'    =    1ир  -+-   1а  р>    -+-    1*  р*\ 

но,  согласно  разсмотр'Ьнному  выше  случаю  1): 

ЬР  -н  Ь'г  =  0; 

а  съ  другой  стороны  и 

XV  =  О, 

такъ  какъ  это  есть  работа  при  скольженш  гЬла  5'  но  5  въ  предположе- 
на, что  /5  остается  неподвижнымъ.  Поэтому  и  теперь  сумма  работъ  обоихъ 
сопротивленШ  равна  нулю. 

3)  Пусть  гЬло  5'  можетъ  одновременно  и  скользить  и  катиться  по 
гЬлу  5,  находящемуся  въ  движенш.  Разлагая,  подобно  предыдущему,  пе- 
рем^щеше  гЬла  5'  на  два  такихъ,  чтобы  при  первомъ  изъ  нихъ  точка 
касашя  обоихъ  гЬлъ  сохранялась  и  при  этомъ  гЬло  5  приходило  въ  свое 
надлежащее  положеше,  а  при  второмъ  перем'ЬщенШ  гЬло  5'  катилось  бы 
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и  скользило  по  гЬлу  «ч>,  остающемуся  уже  при  этомъ  неподвижнымъ,  мы 
находимъ,  что  при  первомъ  деремЪщенш  сумма  работъ  обоихъ  сопроти- 
вленШ  равна  нулю  согласно  случаю  1),  а  при  второмъ  перемещены  ра- 
бота сопротивления,  оказываемаго  гЬломъ  5  на  тЬло  5',  равна  нулю  на 
основаши  того,  что  было  объ  этомъ  сказано  въ  §  483.  Такимъ  образомъ 
и  теперь  сумма  работъ  обоихъ  сопротивлений  равна  нулю. 

Подобнымъ  образомъ  могутъ  быть  разсмотрЬны  и  веЬ  друпе  случаи, 
аналогичные  случаямъ  §  483  и  отличаюпцеся  отъ  посл*днихъ  лишь  гЬмъ. 
что  оба  прикасаюпцеся  другь  къ  другу  гЬла  одновременно  находятся  въ 
двнженш. 

494.  Принцмпъ  возможиыхъ  перемЪщешй  для  системы  твердыхъ  тЬлъ. 

Предположимъ,  что  эта  система  находится  въ  равновМи,  и  выд'Ьлимъ  одно 
изъ  тЬлъ  системы,  8„  удаливъ  для  этого  дЭДствуюпця  на  него  связи,  но 
присоедививъ  взам1шъ  этого  къ  внЬшнимъ  силамъ  Р.,  Р{\ . . . ,  дЪйствую- 
щимъ  на  это  тЬло,  новыя  силы  Р,,  Р/, . . . ,  способныя  поддержать  равно- 
в-Ьае  и  следовательно  опредгЬляюпця  собою  дЬйсгае  устраненныхъ  связей. 
Мы  им4емъ  такимъ  образомъ  свободное  твердое  т*ло,  находящееся  въ 
равновЪсш  при  д^йствш  силъ  Р4,  Р<\ Р,.,  Р/, ...  По  началу  возмож- 
иыхъ перем^щешй: 

ЕХ,-+-  ЪЬР=  О. 

То  же  самое  мы  найдемъ  и  для  другихъ  тЬлъ  системы;  а  поэтому,  въ  слу- 
чае равнов*с1я  этой  системы,  сумма  работъ  всЬхъ  силъ,  какъ  вн*шнихъ. 
такъ  и  сопротивлешй  всЬхъ  связей,  относительно  всякихъ  перем-ЬщенШ 
равна  нулю,  т.  е. 

Е(Е/^)-ьЕ(ЕХр)  =  0.  (812) 

Покажемъ,  что  это  услов1е  равнов'Ьгш  нетолько  необходимое,  но  и  доста- 
точное, если  оно  выполняется  для  всЬхъ  возможиыхъ  для  системы 
перем'Ьщеюй.  Если  бы  равновМя  не  было,  то  система  твердыхъ  тЬлъ 
пришла  бы  въ  движете  и  различный  точки  системы  получили  бы  пере- 
мЪщешя,  принадлежали*  конечно  къ  числу  возможиыхъ.  Очевидно,  что 
можно  было  бы  воспрепятствовать  перемЪщешю  3$,.  каждой  такой  точки  Мр 
прилояшвъ  къ  ней  некоторую  силу  (}{,  прямо  противуиоложную  этому  пе- 
рем-Ьщенш.  Возстановивъ  такимъ  образомъ  равновОДе,  мы  могли  бы  по 
доказанному  выше  написать,  что 

Е  (ЕЛ,)  -+-  Е  (Е/^)  -+-  ЕХ^  =  О 

при  всЬхъ  возможиыхъ  перем'Ьщетяхъ,  а  поэтому  также  и  при  томъ,  ко- 
торое произошло  бы,  если  бы  силы  (),.  не  были  приложены.  Но  вместо 
этого,  на  основанш  условгя  (812),  можно  написать: 

Е/^=0, 
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а  применительно  къ  вышеуказанному  частному  перемйщетю: 

—  &  Ц  —  Сз  &я  —  ■  •  •  —  #.  Ц  —  . . .  =  О. 
Это  ведегь  къ  заключетю,  что 

&  =  0,     е2  =  0,...^  =  0;... 

т.  е.  что  для  возстановлетя  равнове^я  никакихъ  силъ  прикладывать 
не  требовалось,  следовательно  равнов^сге  уже  существовало. 

Въ  §  493  было  показано,  что  сумма  работъ  всЬхъ  сопротивленШ,  при 
отсутствш  трешя  въ  точкахъ  опоры,  сама  по  себе  равна  нулю  при  всЬхъ 
возможныхъ  перем'Ьщен1яхъ  системы  твердыхъ  гЬлъ;  поэтому  условге  (812) 
можно  заменить  следующимъ: 

Е(Е2*)  =  0.  (813) 

Итакъ,  для  равнов4с1я  системы  твердыхъ  тЪлъ,  въ  которой  связи 
не  оказываютъ  трен1я,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  сумма 
работъ  всЬхъ  внешнихъ  силъ  при  всЬхъ  возможныхъ  перемЬ- 
щен1яхъ  системы  была  равна  нулю. 

Изъ  показаннаго  сл*дуетъ,  что  если  требуется  принять  въ  расчетъ 
трете,  то  при  приложенш  принципа  возможныхъ  перемещетй  нужно  его 
включить  въ  число  внешнихъ  силъ. 

Приложен  1  я. 

495.  Приложен1е  принципа  возможныхъ  перенЪщешй  къ  механмзмашъ. 

Большею  частью  механизмы  представляютъ  собою  такую  систему  твер- 
дыхъ гЬлъ,  которая  обладаетъ  одною  степенью  свободы,  т.  е.  каждый 
членъ  механизма  можегь  совершать  только  определенное  движете,  и  пе- 
рем^щетемъ  одного  члена  определяется  перем^щете  остальныхъ.  Произ- 
вольною остается  только  величина  перемйщетя  одной  изъ  точекъ  какого- 
либо  члена  и  отъ  нея  уже  зависятъ  величины  перемещетй  всЬхъ  дру- 
гихъ  точекъ  системы.  Бываютъ,  правда,  случаи,  когда  механизмъ  обла 
даетъ  несколькими  степенями  свободы,  т.  е.  когда  въ  немъ  остаются 
геометрически  возможными  несколько  существенно  различныхъ  между 
собою  перем*щенШ;  но  тогда  обыкновенно  физическ1я  услов1Я  препят- 
ствуютъ  осуществляться  вс^мъ  этимъ  перемещетямъ  кроме  какого-либо 
одного.  Наприм^ръ,  паровозъ  кроме  своего  каташя  по  рельсамъ,  при  ко- 
торомъ  все  части  машины  совершаютъ  вполне  определенный  движенгя, 
можегь,  съ  геометрической  точки  зретя,  совершать  различный  друия  дви- 
жения: скольжеше  вдоль  рельсовъ,  поступательное  движете  вертикально 
вверхъ,  вращательное  около  различныхъ  горизонтальныхъ  осей;  но  все 
эти  движетя  при  нормальныхъ  условгяхъ  не  осуществляются  благодаря 
или  силе  тяжести  или  третю  колесъ  на  рельсахъ.  Все  подобные  случаи 
мы  можемъ  поэтому  практически  включить  въ  число  случаевъ  перваго 
рода,  когда  система  обладаетъ  одною  степенью  свободы. 
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ИмЪя  это  въ  виду,  мы  будемъ  себй  представлять,  что  къ  двумъ  точ- 
камъ  Мх  и  М2  двухъ  различныхъ  членовъ  механизма  приложены  дв'Ь 
силы,  Рх  и  Р2>  удерживаюпйя  всю  систему  въ  равнов'Ьсш.  Зная  по  ки- 
нематическимъ  свойствамъ  механизма,  въ  какомъ  отношенш  находятся 
и  какъ  направлены  безконечно  малыя  перемещение  Ц  и  &3  или  все- 
равно  скорости  юх  и  VI  точекъ  Мл  и  ЛГ2,  легко  найти  соотношеше  между 
силами.  По  началу  возможныхъ  перевгЬщешй: 


или 


Рх  &,  С08  (Р{<  Ц)  Н-  Р2  &а  С08  {Р%,  082)  =  О 

Рх  г1  сов  (Рх,  «?!>  -Ь  Р7  V1  С08  (Р„  VI)  =  О.  (814) 


Отсюда  заключаешь,  что  величины  силъ  обратно  пропорщональны  проек- 
щямъ  на  нихъ  скоростей  ихъ  точекъ  приложешя.  Эта  зависимость  была 
установлена  Стевиномъ  и  Галилеемъ,  изъ  которыхъ  послйдтй  выра- 
жалъ  ее  словами:  То,  что  выигрывается  въ  сил*,  теряется  въ  скорости  *). 
Мы  говорили  зд4сь  объ  услсшяхъ  равнов*с1я,  между  гЬмъ  какъ  обыкно 
венно  механизмы  разсматриваются  находящимися  въ  состояши  движешя. 
Мы  увидимъ  однако  же  въ  следующей  глав*,  что  если  движеше  системы 
с  установившееся»,  т.  е.  если  оно  совершается  такъ,  какъ  бы  оно  совер- 
шалось по  инерщи  при  отсутствш  всякихъ  «вредныхъ  сопротивлетй»,  то 
тогда  всЬ  приложенный  къ  ней  силы  во  всякомъ  положенш  системы  на- 
ходятся въ  равнов'Ьсш;  такъ- что  и  здЬсь  принципъ  возможныхъ  передгЬ- 
щешй  остается  приагЬнимымъ. 

496.   Пригьры,   поясняющ!е  сказанное.   Задачи  этого  параграфа  со- 
держать  нисколько   просгЬйшихъ  приложены  предыдущихъ  разсужденШ. 

3.  495.  Равновъые  клина.  Предста- 
вимъ  себе  клинъ  #  въ  вид*  призмы  съ 
поперечнымъ  сечен!емъ,  имеющимъ  фор- 
му пряиоугольнаго  треугольника  КЬМ 
(фиг.  210),  обращенной  своимъ  острынъ 
ребромъ  внизъ  и  помещенной  между  двумя 
горизонтальными  брусками,  изъ  которыхъ 
одилъ,  примывающДй  къ  вертикальному 
катету  треугольника,  неподвиженъ,  а  дру- 
гой 5'  можетъ  перемещаться  горизон- 
тально и  прижимается  къ  призме  внеш- 
нею, действующею  горизонтально  силою  2^. 
Третемъ  будемъ  пренебрегать.  На  верх- 
нюю грань  клина  действу етъ  сила  Г2,  на- 
правленная вертикально  внизъ.  Требуется 
определить  отношение  между  силами  1Рг 
и  >зт  необходимое  для  равновёсгя  системы,  состоящей  изъ  телъ  #  и  8'.  Реш.: 
При  о  пу  скати  клина  внизъ  на  величину  пути  8*2  горизонтальный  брусъ  ото- 


Фиг.  210. 


*)  О.  ОаШе1  Охвсогв!  е  <1етоп8(;гап210ш  тЪогпо  а  <1ие  ппоуе  ве1епге.  1638. 
«<3пап1ю  61  ртаг<1а^па  <Н  Гогга,  ЬлпЬо  регЫегз!  1п  Ув1осНа». 
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двигается  вправо,  проходя  путь  8*!,  который  такъ  относится  къ  8$а,  какъ  оено- 
ваше  треугольника  К1*  относится  къ  его  высоте  КМ:  поэтому 

8^!  =  8*2 .  1д  у, 

гдв  у  уголъ  при  остромъ  ребръ  клина.  Теперь 

Ье,  =  —  Ех  8$„    Х^а  — .  Е2  8*2 ; 

следовательно  по  началу  возможныхъ  перемъщевШ  (или  по  принципу  Стевина 
и  Галилея): 

3.  496.  РавновЪЫе  шарнирнаго  четырехсторонника.  На  двухъ  параллель- 
ыыхъ  осяхъ  (\  и  02  (фиг.  211)  насажены  рукоятки  длины  7,  и  72,  соединепиыя 

между  собою  стержнемъ  а,  который  пер- 
пендикуляре иъ  къ  осямъ  и  нмъетъ  на  кон- 
цахъ  оси  Л1  и  Ац,  которыя  параллельны 
осямъ  01  и  02  и  помощью  которыхъ  онъ 
можетъ  имъть  вращешя  около  каждой  изъ 
рукоятокъ.  На  кондахъ  рукоятокъ  прило- 
жены силы  Ех  и  Ъ\,  остающаяся  при  вся- 
комъ  положеши  рукоятокъ  перпендику- 
лярными къ  послъднимъ.  Пренебрегая  въ- 
сомъ  членовъ  системы,  определить  поло- 
жеше  ея  равновъс1Я.  Ръш.:  Въ  задаче  117 
было  показано,  что  угловыя  скорости  ру- 
коятокъ въ  какомъ-нибудь  положены!  си- 
стемы относятся  обратно  какъ  перпендику- 
ляры 01В1  и  СА}Б2,  опущенные  изъ  точекъ  01  и  02  на  прямую  АХА2\  поэтому  пе- 
ремъщешя  овг  и  8$2  точекъ  приложен1я  силъ  Ех  и  Ъ\  находятся  въ  отношенш: 


Фиг.  211. 


А 


О 


п 


д- 


..с 


08,    1,0),    7а 


0,В, 


о*. 


/„.О.В, 


Тогда  для  равнов-Ьмя  не- 
обходимо, чтобы 


Е 


Фиг.  212. 


О 


Ж. 


я 


А' 


♦О 


т.  е.  разстоятя  точекъ 
О \  и  02  отъ  прямой  А. А  >> 
должны  быть  пропоршо- 
нальны  момеятамъ  дан- 
ныхъ  силъ  относительно 
соответственны хъ  осей 
вращен1Я. 

3.  497.  РавмовЪЫе  на 
въсахъ  Квинтенца  или 
десятичныхъ.  Эти  вЬсы 
состоятъ  въ  существенныхъ  частяхъ  изъ  рычага  АС  (фиг.  212),  вращающагося 
около  горизонтальной  оси  О  и  поддерживающаго  помощью  стержней  СЕ  и  ВТ, 
снабженныхъ  на  своихъ  концахъ  шарнирами,  дв*в  платформы  ЕН  и  ЕО,  изъ 
которыхъ  первая  опирается  на  неподвижное  ребро  Я.  а  вторая  на  ребро  Я, 
укръпленное    на   первой    платформъ.  При  равновъсш    въсовъ  об*  платформы 
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□ривимаютъ  горизонта дьное  положен  1е.  Взвешиваемое  тЬло  ыожетъ  быть  по- 
ложено где-нибудь  на  верхней  платформе,  а  гири  подвешиваются  въ  точ- 
ки А.  Определить  услов!я  равнояес!я.  Р4ш.:  Пусть  будетъ  Р  в'ксъ  гирь,  а 
<5>  вЬсъ  груза.  Когда  рычать  АС  поворачивается  па  безконечно-малый  уголъ  50 
и  точка  А  при  этомъ  опускается,  то  работа  силы  Р 

Ьр  =  Р.ОА.ЪЪ. 

Перем-Ьщенхе  точки  В,  центра  тяжести  вавъшиваемаго  тьла,  зависало  бы  отъ 
положешя  тьла  па  платформе,  еслибы  последняя  при  перемьщенш  не  остава- 
лась горизонтальною.  Для  сохранешн  ея  горизонтальности  точки  ЕпО  должны 
получать  одинаковый  вертикальны  я  перемещешя.  Когда  весы  выходятъ  изъ 
положены  равновес1я,  то  безконечно-малыя  перемещен  1я  этихъ  точекъ  соот- 
ветственно равны  перенещен!ямъ  точекъ  2>  и  А*,  где  К  проекщя  точки  О  на 
прямую  ЕН\  также  равны  между  собою  и  перемещены  точекъ  Е  и  С.  Итакъ. 


вв'=КК'=ЕЕ'=ПВ 

съ  другой  стороны: 

КК'  =  ЕЕ 


02).  8&; 


СС 


кн 


ВВ  =  СО1 


ОВ 

ос'' 


кн  _ 

поэтому  должно  быть: 

0В  _  КН 

ОС  ~  ЕН' 
Если  это  услов1е  выполнено,  то 

ВВ'  =  Ов'  =1  ВВ1  =  0В .  8», 
и  следовательно 

ЬЯ=-<2.ВВ'  =  —  Ц.ОВЛЪ,    Ьр  —  Р.АА'  =  Р.0АЖ 


Въ  случае  равповес1я  сумма  этихъ  работъ  равна  нулю;  поэтому 


р°±. 

о  и 


Бесы  будутъ  „десятичные",  если  отношение  ОА  къ  ОВ  равно  10. 

3.  49В.  Равновъае  сложнаго  иолеснаго  привода.    Пусть  система  состоитъ 
изъ  четырехъ    паръ   зубчатыхъ   колесъ  (фиг.  213),  вращающихся  около  четы- 


Фиг.  213. 

рехъ  паралледьныхъ   осей,  причемъ   большое  и  малое  колесо  на  каждой  осп 
соединены   между  собою  неизменнымъ   образомъ.  По  касательной  къ  окруж- 
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ыостя  перваго  большого  колеса  приложена  сила  Р,  а  по  касательной  къ  окруж- 
ности послъдняго  малаго  колеса  —  сила  $.  Определить  условге  равновъс1я. 
пренебрегая  трешемъ  зубцовъ  и  трешеыъ  на  осяхъ.  Пусть  будутъ  В„  В?,  /?„  #4 
радДусы  болыпихъ,  а  г,,  г2,  г„  г4  раддусы  малыхъ  колесъ.  Чтобы  найти  отноше- 
ше  между  безконечно-малыми  перемъщешями  АЛ1  и  В  В'  точекъ  приложены 
данныхъ  силъ,  означишь  черезъ  6*!,  6*а,  о*8  перемъщеыя  точекъ  О,  2),  Е9въ  ко- 
торыхъ  происходить  давлеы1я  зубцовъ  одного  колеса  на  зубцы  другого  колеса. 
Хотя  разстоян1я  точки  касатя  зубцовъ  отъ  соотвътственныхъ  осей  вращешя 
во  время  движея!я  зубчатыхъ  колесъ  изменяется,  но  эти  измънетя  не  пре- 
восходить высоты  зубцовъ,  и  имп  можно  пренебрегать  въ  сравненш  съ  ра- 
дДусами  колесъ.  Поэтому  можно  написать: 

АА1  __  Я, 
откуда 


По  началу  возможныхъ  перемъщешй  Р.  А  А'  —  (}.ВВ'  =  0.  й  поэтому 

3.  499.  Найти  помощью  принципа  возможныхъ  перемъщешй  отношешя 
между  силами  на  полиспастъ  (системъ  сложныхъ  блоковъ). 

Задача  500.  Показать,  что  въ  случай  равновЪая  системы  матер^аль- 
ныхъ  точекъ  при  дЭДствш  силы  тяжести  высота  центра  тяжести  (или 
центра  массы)  есть  максимумъ  или  минимумъ  въ  сравненш  съ  смежными 
его  положешями.  Р4шен1е:  Работа  силы  тяжести  равна  произве- 
денью в^са  всей  системы  на  проекцш  перем-Ьщеюя  ея  центра 
тяжести  на  направлеюе  вертикально  внизъ.  А  именно,  если  ось  (ъ) 
направить  внизъ,  то 

2  Хр  =  2  тд  $С>  =  доЪ  т$  =  рд  о^.  (815) 

По  принципу  возможныхъ  перемъщешй  для  равновМя  необходимо,  чтобы 
эта  работа  равнялась  нулю,  т.  е.  Ь^с  =  0,  а  для  этого  нужно,  чтобы  ка- 
сательная къ  траекторш  центра  тяжести 
въ  положенш  равновЪая  системы  была  го- 
ризонтальна. 

3.  601.  Четыре  тяжелыхъ  однородных* 
стержня  7„  72,  13,  *4  (фиг.  214)  соединены  по- 
следовательно шарнирами,  причемъ  крайюе 
члены  своими  концами  подв*Ьшаны,  тоже  на 
шарнирахъ,  въ  двухъ  веподвижныхъ  точ- 
кахъ  Ох  и  02,  находящихся  на  одинаковой 
высота.  Кромъ  того  предполагается,  что 
Фиг.  214.  *1=*41   ^а=гз   по   длинъ  и  по  въсу,  и  прини- 

мается за  очевидное,  что  въ  положении  равяо- 
въс1я  система  принимаетъ  положеше,  симметричное  относительно  вертикальной 
ллнш,  проходящей  черезъ  средтй  шарниръ.  ОпредЬлить  углы  а,  и  а2,  которые 
въ  положети  равновъс1я  стержни  14  и  72  образуютъ  съ  горизонтомъ.  Р4ш.- 
Пусть  будутъ  Р,  и  Р2  въса  стержней  1Х  и  /2  и  в  разстоян!е  центра  массы  всей 
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системы  огь  горизонтальной  прямой  0Х02.  Прилагая  теорему  о  плоскостныхъ 
моментахъ,  можно  написать: 

2  (Рг  н-  Р2)з  =  Р^  8Ы  аг  -+-  Ра  (21,  81п  а,  -I-  72  **я  а2). 
Чтобы  в  было  мавсимумъ  или  минимумъ  (задача  500),  необходимо: 

(Ра  ч-  2Ра)  I,  сов  ах  йах  -+-  Р312  еоз  а2  (1я2  =:  0.  (816) 

Съ  другой  стороны 

2*х  сов  аг  ч-  2/а  еоз  а2  =  0г02  (817) 

и  поэтому  . 

^  «п  ах  с/а!  и-  12  **я  а2  аа2  =  0. 

Изть  этого  уравнешя  и  изъ  уравнешя  (816)  находимъ: 

*'*  =  Т^Щ*9Ъ- 
Это  уравнение  вм&ств  съ  уравнешемъ  (817)  и  опредъляетъ  углы  а1  и  а3. 

Принципъ  воэможныхъ  перемйщешй  для  какой-нибудь 
системы  матергадьныхъ  точекъ. 

497.  Случай,  когда  принимаются  во  вниман!е  сопротивлетя  связей.  Обра- 
щаясь ко  второму  виду  матергальныхъ  точекъ  (§  492),  разсмотримъ  прин- 
ципъ возможныхъ  дерем-ЬщенШ  опять  съ  двухъ  сторонъ:  со  включетемъ 
сопротивленШ  связей  и  безъ  сопротивлений;  причемъ  выяснеше  его  во  вто- 
ромъ  случае  опять  приведется  къ  тому,  чтобы  показать,  что  сумма  ра- 
бота всЬхъ  сопротивленШ  связей  относительно  всЬхъ.  возможныхъ  пере- 
агЬщенШ  въ  отдельности  равна  нулю.  Мы  будемъ  при  этомъ  опять  пред- 
полагать, что  вс!  связи  удерживающая,  т.  е.  что  ни  при  какихъ  переме- 
щешяхъ  системы  действ1е  ихъ  не  прекращается. 

Итакъ,  покажемъ  сначала,  что  если  система  матер1альныхъ  точекъ  на- 
ходится въ  равновйсш,  то  сумма  работъ  всЬхъ  силъ,  какъ  вн'Ьшнихъ, 
тагсъ  и  сопротивленШ,  равна  нулю  относительно  всЬхъ  возможныхъ  пе- 
реагЬщенШ  системы.  Какую-либо  точку  М{  системы  можно  разсматривать 
какъ  свободную,  если,  удаливъ  ея  связи  съ  остальными  точками  системы, 
ввести  силы  #,.,  N^\ . . .  которыя  могли  бы,  вместе  съ  действующей  на  нее 
вн-Ьшней  силою  Р{,  удержать  ее  въ  ноложенш  равнов4с1я.  Эти  силы  пред- 
ставляютъ  собою  сопротивлетя,  съ  которыми  действовали  на  точку  М{ 
удаленный  теперь  связи.  Согласно  показанному  для  свободной  матер1аль- 
ной  точки  (§  473),  им*емъ  въ  случай  равновеыя: 

Применяя  то  же  разсуждете  къ  каждой  точке  системы  и  суммируя,  на- 
ходимъ необходимое  услов1е  равновеыя: 

ЛЬг.ч-Л(11^.)  =  0.  (818) 
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Покажемъ,  что  это  условге  и  достаточное.  Предположимъ,  что  оно 
выполняется  для  всЬхъ  возможныхъ  перемещенШ.  и  покажемъ.,  что  тогда 
равновесие  непременно  существуетъ.  Если  бы  этого  не  было,  то  некото- 
рый или  все  точки  пришли  бы  въ  движете,  причемъ  ихъ  перем'Ьщешя 
о»п  б52,...  конечно  принадлежали  бы  къ  числу  возможныхъ.  Этимъ  пере- 
м4щен1ямъ  можно  было  бы  воспрепятствовать,  приложивъ  въ  этихъ  точ- 
кахъ  силы  <д1У  <22, . . .  прямо  противуположныя  ихъ  перем'Ьщеюямъ.  Воз- 
становивъ  такимъ  образомъ  равновеае,  мы  могли  бы  написать: 

2%.  ■+■  2  (2Х^)  -+-  11,я.  =  О 

для  всЬхъ  возможныхъ  перемещенШ,  а  въ  частности  и  для  перемещенШ 
8*11  &2»---  На  основанш  же  услов1я  (818)  это  даетъ: 

-^З*!  —  «.&!  —  ■..  =  О; 

откуда  приходится  заключить,  что  все  силы  (дх,  ф3, ...  равны  нулю,  а  сле- 
довательно равнов-Ьае  уже  существовало  съ  самаго  начала. 

498.  Случай,  когда  работа  сопротивлемй  связей  равна  нулю.  Теперь 
остается  только  решить  вопросъ,  можно  ли  сумму  работъ  всЬхъ  сопроти- 
вленШ  связей  относительно  всЬхъ  возможныхъ  перемещенШ  считать  ра- 
вною нулю  въ  отдельности.  Для  этого,  какъ  это  было  уже  указано  въ  §  472, 
существуютъ  два  пути,  изъ  которыхъ  впрочемъ  ни  одинъ  не  приводить 
къ  полному  и  вполне  строгому  доказательству  этого  положения.  Предпочтя 
съ  самаго  начала  второй  путь,  мы  можемъ  ограничиться  перечислешемъ 
главнгЬйшихъ  встр'бчаемыхъ  на  практик*  случаевъ,  въ  которыхъ 

X  (X  Ьу{)  =  0.  ,  (819) 

1)  Точка  системы  остается  на  абсолютно  гладкой  поверхности. 

2)  Точка  системы  находится  на  абсолютно  гладкой  линш. 

3)  Точка  системы  неподвижна. 

4)  ДвгЬ  точки  связаны  неизмгЬннымъ  образомъ. 

5)  Твердый  гЬла,  входяпця  въ  составъ  системы,  какимъ-либо  образомъ 
прикасается  къ  неподвижнымъ  гЬламъ. 

6)  Два  твердыхъ  гЬла,  входянця  въ  составъ  системы,  прикасаются 
другъ  къ  другу,  и  т.  д. 

Равенство  нулю  работъ  сопротивленШ  въ  этихъ  случаяхъ  было  уже 
раньше  показано  (§§  480,  483  и  493).  Если  встретятся  новые  случаи, 
то  ихъ  придется  разсмотреть,  раньше  чемъ  прилагать  къ  нимъ  принципъ 
возможныхъ  перемещенШ;  но  едва  ли  на  практике  могутъ  встретиться 
случаи,  не  прнводяпцеся  къ  разсмотреннымъ  раньше. 

499.  Случай  неудерживающихъ  связей.  Въ  §§  475,  476,  477  и  481 
были  разсмотрены  случаи,  когда  услов1я  связей  содержать  знакъ  нера- 
венства (связи  неудерживаюпця).  Тамъ  на  двухъ  просгЬйшихъ  случаяхъ 
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было  выяснено,  что  въ  выраженш  начала  возможныхъ  перемйщенШ  тогда 
появляется  знакъ  неравенства 

1X^5  0,  (820) 

и  былъ  указанъ  ходъ  разсуждешй,  который  въ  такихъ  случаяхъ  ведетъ 
къ  доказательству  этого  начала.  Мы  этимъ  удовольствуемся  и  не  будемъ 
распространять  обобщешя  этого  принципа  на  какую-либо  систему  мате- 
р1альныхъ  точекъ  при  какихъ-либо  неудерживающихъ  связяхъ.  На  это 
обобщен1е  было  впервые  указано  Фурьё  (Гоипег)  и  Остроградскимъ. 
Именами  этихъ  ученыхъ  и  называется  иногда  этотъ  обобщенный  принципъ. 

Составлете  аналитичесвихъ  усдовШ  равновФсш  какой- 
либо  системы  матергадьныхъ  точекъ  на  основати  прин- 
ципа возможныхъ  перекйщетй,  безъ  ввдючетя  въ  нихъ 

сопротивдотй  связей. 

500.  Услов'м  равиовЪЫя  въ  прямоугольныхъ  Декартовыхъ  координатахъ. 

Предлоложимъ,  что  система  состоитъ  изъ  п  матер!альныхъ  точекъ,  и  пусть 
будутъ  5„  т).,  ^  координаты  одной  изъ  нихъ,  а  Е.,  Н.,  2.  проекцш  дей- 
ствующей на  нее  внешней  силы  Г4.  Принципъ  возможныхъ  перем-Ьщешй 
выразится  тогда  такъ: 


2(=, 


(Е,«,  -ь-Н.-Ч  4-2,0^  =  0.  (821) 

При  равнов'Ьсш  это  услов1е  выполняется  для  всЬхъ  возможныхъ,  т.  е. 
допускаемыхъ  связяйи  перемЪщешй;  это  значить,  что  оно  выполняется 
при  всЬхъ  такихъ  значешяхъ  вар1ащй  о;,.,  от).,  8^.,  которыя  не  противо- 
р%чатъ  услов1ямъ  связей.  Аналитически  всякое  такое  услов1е,  если  связь 
удерживающая,  представляется  уравнешемъ  между  координатами  н*Ь- 
сколькихъ  точекъ  системы.  Положимъ,  дано  к  такихъ  зависимостей: 


/а  (*П  Чп  ?»  Ь*  •  •  •  ^п)  =  °> 

/»  (?1Э  41.^1,   Е|1   ...0  =  0. 


(822) 


Конечно,  въ  каждую  изъ  этихъ  зависимостей  не  будутъ  непременно  вхо- 
дить координаты  всЬхъ'  точекъ  системы,  такъ  какъ  каждая  отдельная 
связь  обнимаегь  собою  вообще  говоря  только  некоторую  группу  точекъ 
всей  системы.  Во  всякомъ  случай,  при  существованш  к  связей  (822), 
к  координатъ  изъ  всего  числа  Ъп  координатъ  всЬхъ  точекъ  системы  мо- 
гутъ  быть  по  уравнешямъ  (822)  определяемы  въ  функцш  остальныхъ 
Зп  —  к  координатъ,  остающихся  уже  совершенно  произвольными.  Упо- 
требляя выражеше,  введенное  первоначально  для  твердаго  гЬла,  мы  мо- 

П.  Соковъ.  —  Основан  1я  теорет.  механики.  «>1 
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жемъ  сказать,  что  система  матергальныхъ  точекъ  им'Ьетъ  въ  этомъ  слу- 
чае Зп —  к  степеней  свободы. 

Вар1ащи  координатъ,  определяюпця  возможный  перем-Ьщетя  отдЪль- 
ныхъ  точекъ  системы,  тоже  связаны  между  собою  к  зависимостями,  ко- 
торый получаются  дифференцировашемъ  условШ  (822): 


%*>+%*-%*•+%*•+■■ 
%*+%*•+%*•+%*•+■■ 

(823) 

%«•  +  %*  +  %*■+%*•  +  ■: 

.-|Ч=о. 

Такъ  какъ  по  этпмъ  зависимостямъ  к  варгащй  могутъ  быть  выражены 
черезъ  остальныя  Зп —  к  варгащй,  то  въ  выраженш  (821)  только  Зп  — А' 
варгацШ  можно  считать  произвольными.  Он*  останутся  множителями  въ 
выраженш  (821),  если  изъ  него  исключить  к  вар1ащй  при  помощи  зави- 
симостей (823).  По  произвольности  этихъ  множителей  условге  (821)  мо- 
жетъ  удовлетворяться  только  тогда,  когда  каждый  изъ  коэффищентовъ, 
стоящихъ  при  этихъ  множителяхъ,  въ  отдельности  будетъ  равенъ  нулю. 
Условге  (821)  распадается  такимъ  образомъ  на  Зп  —  к  отдЬльныхъ  ура- 
вненШ,  условШ  равновгЬс1я,  и  мы  находимъ,  какъ  это  было  и  въ  случай 
равнов*с1я  твердаго  тела,  что  полное  число  условШ  равнов,Ьс1я  ка- 
кой-либо системы  матергальныхъ  точекъ  всегда  равно  числу  ея 
степеней  свободы. 

Если  задача  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  определить  г!  положен1я  то- 
чекъ системы,  при  которыхъ  она  остается  въ  равновЬсш,  то  имеющихся 
у  насъ  уравненШ  для  этого  достаточно.  А  именно,  кроме  Зп — к  уравне- 
нШ,  связывающихъ  проекщи  силъ  и  координаты  точекъ  системы,  мы 
имеемъ  еще  к  уравненШ  (822),  т.  е.  всего  Зп  уравненШ  для  опредЬлешя 
Зп  неизв'Ьстныхъ. 

Конечно,  проекщи  данныхъ  силъ  предполагаются  при  этомъ  функщями 
только  координатъ.  Случаи,  когда  силы  суть  функдш  времени  или  ско- 
рости, мы  исключаемъ  теперь  изъ  разсмотрешя,  такъ  какъ  ограничиваемся 
пока  случаями  статическаго  равнов^ая,  т.  е.  предполагаемъ,  что  си- 
стема въ  случае  равновес1Я  остается  въ  покое. 

501.  ПригЬръ,  поясняюще  сказанное.  Иллюстращею  предыдущихъ  раз- 
сузденШ  могутъ  служить  примйры,  разсмотренные  въ  главе  XVI,  где  при- 
лагалось начало  возможныхъ  перемещенШ  къ  равновесш  твердаго  гЬла 
при  различномъ  числе  его  степеней  свободы.  Для  дучшаго  уяснешя  при- 
ведемъ  еще  одинъ  примеръ,  который  будетъ  намъ  служить  еще  и  въ  даль- 
нейшемъ. 
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Задача  502.  Система  состоитъ  изъ  двухъ  матер1альныхъ  точекъ,  М1 
и  Ж2,  связанныхъ  между  собою  нерастяжимою  нитью  длины  Ц  эти  точки 
находятся  на  абсолютно  гладкихъ  прямыхъ  лишяхъ,  опредЬляемыхъ  урав- 
нении: 

«1  —  «Л  —  *!  =  0,     53  —  а&  —  Ь2  =  О,    1 

41  —  С1^1  —  ^   =   0,        7)2—  Сз;2  —  Л2  =  0.      |  ' 

Пусть  будутъ  тх  и  т2  массы  точекъ,  и  предположимъ,  что  на  нихъ  д4й- 
ствуетъ  сила  тяжести.  Определить  положетя  равнов,Ьс1я.  Рйшеюе.  По- 
лагая, что  ось  (С)  направлена  вертикально  вверхъ,  имйемъ: 

Е1==0,     Н1=0,     7,1  =  —т1д, 
22  =  0,     Н2  =  0,     22  =  —  т$\ 

а  принципъ  возможныхъ  перемйщенШ  даетъ: 

«,!?!  -+-  тД2  =  0.  (825) 

Шесть  координатъ  данныхъ  точекъ  удовлетворяютъ  пяти  условкмъ  свя- 
зей, а  именно  уравнешямъ  (824)  и  зависимости 

&  -  ЪУ  ■+"  (Ч|  -  Ч,)*  +  (?,  -  « ■  -  Р  =  0.  (826) 

Въ  этомъ  лосл'Ьднемъ  условш  знакъ  неравенства  отброшенъ,  ибо  напе- 
редъ  можно  сказать,  что  равнов-Ьае,  если  об4  прямыя  не  горизонтальны, 
возможно  только  при  натянутой  нити:  въ  противномъ  случае  ничего 
не  препятствовало  бы  скольжетю  точекъ  Мх  и  М2  по  ихъ  прямымъ 
внизъ  до  гЬхъ  поръ,  пока  нить  не  натянется.  Если  же  прямыя  горизон- 
тальны, то  всякое  положеше  системы,  при  которомъ  разстоятае  мевду 
точками  не  превосходить  I,  есть  очевидно  положеше  равнов*с1я,  и  этотъ 
случай  можно  исключить  изъ  разсмотрйтя.  Итакъ,  благодаря  5  условхямъ, 
только  одна  вар1ащя  остается  произвольною.  Пусть  будетъ  8?2  эта  ва- 
р1ащя.  Дифференцирование  усдовШ  связей  даетъ: 

«!  —  а^  =  0,     86а  —  аД2  =  О, 

Ч  -  «А  =  о,     «Ч,—  Л  =  О, 
&  -  У  (86,  -  86.)  +  (Ъ  -  Ч3)  («ЧЖ  -  Ч)  -*-  &  -  «  (8С,  -  8С3)  =  0. 
Исключая  отсюда  8619  8тг)1;  8$2,  8т|2,  находимъ: 

К  —  да  (Ь  —  У  -+-  <?2  (41  —  Ч»)  ±  (С,  —  Ц  к 
**  ~  а,  (6,  -  У  -ь  с,  (ч,  -  ч,)  +  (?,  -  «   ^ 

и  условге  (825)  принимаетъ  видъ: 

{ш1  [а2  (^  —  6Я)  -+-  с2  (ч!  —  ч2)  -+-  (?1  —  У] 

-+"   ™2  [«1   (?1   —  У  -+"  *1  (41  —  Ч|)  +   (?1  —  С*)]}   8^2  =  О 

31* 
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и,  по  произвольности  3^2,  даетъ: 

(пщ+т^)  &— ЬЖго^-ыи,^)  (т\—Ъ)-+-  (Щ+Щ)  О*-  ^)=°-  (827) 

Число  степеней  свободы  Зи — Я?  =  1,  и  мы  получили  одно  услов1е  равно- 
вгЬс1я.  Присоединяя  къ  нему  уравнетя  (824)  и  (826),  можно  определить 
вс4  шесть  координата  системы.  Такъ  какъ  изъ  шести  уравненШ  одно 
квадратное,  а  остальныя  линейныя,  то  мы  находимъ  два  положения  равно- 

В4С1Я. 

3.  503.  При  тъхъ  же  услов1яхъ  определить  положетя  равнов*вс1я  трехъ 
матер1альныхъ  точекъ,  связанныхъ  нитями,  причемъ  двъ  точки  находятся  на 
абсолютно  гладкихъ  прямыхъ  лин1яхъ,  а  третья  точка  на  абсолютно  гладкой 
плоскости. 

3.  604.  Три  точки  находятся  въ  абсолютно  гладкой  вертикальной  плос- 
кости, причемъ  одна  изъ  нихъ  удерживается  неподвижною.  Точки  связаны 
услов1вмъ,  что  образуемый  ими  треугольникъ  постоянно  остается  подобнымъ 
самому  себ^.  На  точки  дъйствуетъ  сила  тяжести  и  кромъ  того  онъ  взаимно 
притягиваются  силами,  прямо  пропорщональными  ихъ  разсгояшямъ.  Составить 
услов1я  равновъс1Я  системы.  Для  ръшен1я  нужно  зам-втить,  что  если  плос- 
кость движеигя  взять  за  плоскость  (^7)),  то  услов1я  связей  теперь  слъдуюнця: 

5,  =  ПОСТ.,        7^  =г  ПОСТ., 

(5,  -  6,)а  ±  (Ъ  -  V  =  Л  -  №_±  (Ъ  -  Ъ)2  =  (6,  -  У»  -ь  (^-^)а  , 

Я,3  й23  п82 

гд-ь  п19  л2,  п8  постоянный  ■  числа,  пропорцюнальныя  длинамъ  сторонъ  тре- 
угольника. 

3.  505.  Написать  услов1я  равновъсгя  твердаго  тъла,  въ  трехъ  точкахъ  ко- 
тораго,  Ми  Л/3,  МЪл  не  лежащихъ  на  одной  прямой,  приложены  данныя  силы, 
причемъ  эти  три  точки  принуждены  оставаться  на  трехъ  данныхъ  поверх- 
ностяхъ: 

Л  &,  Чг  С,)  =  0,    Л(^,7]а,С2)  =  0,    Л$*ъЛг)  =  0. 

Принципъ  возмоясныхъ  перемйщешй  въ  независиагыхъ 
параметрахъ  Лагранжа. 

502.  Выводъ  услов1Й  равновЪЫя  въ  Лагранжевыхъ  параметрахъ.  Понятие 
о  независимыхъ  параметрахъ  Лагранжа  было  дано  въ  §  190.  Если  поло- 
жеше  системы  матергальныхъ  точекъ  определяется  этими  параметрами 

?п  &>  ■••  Ъ  (828) 

при  1=3п  —  к9  то  всякое  возможное  для  системы  безконечно-малое  пе- 
ремЬщеше  определяется  ихъ  изм4нен1ями;  и  эти  изменения  или  вар1ащи 
Ц.1>  &(Ь>  •  •  •  &Р1  могутъ  предполагаться  совершенно  произвольными.  Выражая 
черезъ  параметры  (828)  Декартовы  координаты  точекъ  системы  по  зави- 
симостям^ который  можно  предполагать  данными,  можемъ  для  всякой 
точки  Ж   написать: 
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А=/ 


с .  =  — *•  0/7.  -+-  — -1  6/7.   -+     .  .  .  -I *-  &Л.=    >     — - 


^хг0?»-»- 


А=1 
*=1 


н-й^а**-*^^*:^ 


Л=* 


(829) 


При  статическомъ  равнов'Ьсш  проекщи  силъ  могутъ  быть  рассматриваемы 
только  какъ  функцш  координатъ  точекъ  системы  или,  въ  частности,  быть 
постоянными;  поэтому  онЬ  могутъ  быть  представлены  какъ  функцш  пе- 
ремЪнныхъ  (828).  Такимъ  образомъ  услов1е  (821),  если  тамъ,  введя  па- 
раметры Лагранжа,  собрать  члены,  умноженные  на  одн4  и  гЬ  же  вар1ацш 
этихъ  перемЪнныхъ,  представляется  въ  слЪдующемъ  вид*: 

Яг  ««,  -+<?,  «в,  "+•  •  •  •  ■+■  Я,  Чм  =2  «» 8?»  =  °>  (830> 

А—1 

гд4  ($19  ф3,  . . .  (йь  нЬкоторыя  функцш  Лагранжевыхъ  параметровъ.  По 
произвольности  всЬхъ  стоящихъ  здЬсь  варгацШ  это  условье  распадается 
на  I  уравненШ: 

«1  =  0,     ез  =  0,  ...«,  =  0,  (831) 

который  и  представляютъ  полное  число  условШ  равнов^я.  Эти  уравне- 
шя  позволяютъ  определить  соотв4тствуюпця  равнов'Ьсш  значешя  пере- 
мЗшныхъ  (828)  и  такимъ  образомъ  найти  положешя  равновЬс1Я  системы. 

503.  Случай,  когда  силы  игкютъ  потенциальную  функц»ю.  При  употре- 
бленш  Лагранжевыхъ  параметровъ  особеннаго  вниматя  заслуживаетъ  слу- 
чай, когда  для  всЬхъ  вн'Ьшнихъ  силъ  существуете  потенщальная  функщя 
(§  267  и  сл'Ьдуюпце).  Если  для  силы  Р1  имеется  такая  функщя  17„  то 

2*«,  н-Н,  4  +  2,8^  =  Щ\ 

и  если  ташя  функцш  существуютъ  для  всЬхъ  силъ,  дЬйствующихъ  на  си- 
стему, то 

Е  (Е.8$.  -н  Н,8т).  ч-  2,8С.)  =  817,  -+-  8[7а  -*-  . . . 

=  ЬЩ  =  №.  (832) 

При  введенш  Лагранжевыхъ  параметровъ  и  V  представится  какъ  функщя 
ихъ,  такъ  что  будетъ 

По  началу  возможныхъ  перем'Ьщетй  (821)  теперь 

IV  =  0;  (833) 
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поэтому,  по  произвольности  множителей  8д19  8да, . . .  8д„  это  условхе  распа- 
дется на  I  отдЪльныхъ  уравненШ — условШ  равновЪсш: 

Т"  =  °'      -т-  =  0,  . . .  -г-  =  О. 

<*?1  ^?2  ^/ 

У  слеше  (833)  можно  разсматривать  какъ  необходимое,  но  еще  не  до- 
статочное услов1е,  чтобы  значете  функщи  V"  было  максимумъ  или  ми- 
нимумъ.  Поэтому  можно  сказать:  Если  для  силъ,  дМствующихъ  на 
систему  матергальныхъ  точекъ,  существуетъ  общая  потент'аль- 
ная  функц1я,  то  такхя  положеюя  системы,  при  воторыхъ  эта 
функция  принимаетъ  значенхе  максимумъ  или  минимумъ,  бу- 
дутъ  непременно  положенгями  равновесия. 

Отсюда  конечно  не  сл*дуетъ,  чтр  всякому  положенш  равновесия  сл- 
стемы  непременно  будетъ  соответствовать  значеше  максимумъ  или  ми- 
нимумъ функщи  17;  потому-что  услов1в  (833),  необходимое  и  достаточное 
для  равновес1я,  не  есть  еще  достаточное  для  существоватя  максимума 
или  минимума. 

3.  506.  Написать  условш  равновесия  свободнаго  твердого  гьла,  определяя 
его  положеше  кинематическими  элементами  50>  1Г)0)  Со,  в,  ©,  ф.  Отв.:  Быразивъ 
координаты  всвхъ  точекъ  приложен^  данныхъ  силъ  и  проекнДи  этихъ  силъ 
въ  функщи  этихъ  параметровъ  по  формуламъ  кинематики  (§  65),  найдемъ: 

Яг  8Ео  +  «2  »Чо  ■+■  Яг  8С0  н-  «4  8»  -ь  Я*  3?  ■+■  &  8ф  =  О, 
ВД&  Ян  ва>  •  •  •  Яъ  будутъ   функщями  твхъ  же  параметровъ.  Отсюда,  по  произ- 
вольности всъхъ  вар1ащй,  выводимъ: 

&-=(>,  &=о,  л=а  «4=о,  <г§  =  о,  «6=о. 

3.  507.  Матер1альная   точка  М  находится   въ  вертикальной   плоскости   ва 

абсолютно  гладкомъ  эллипсе 

С2         га 

аа        с3 

причемъ  а>с.  На  нее  дъйствуютъ  двъ  притягательный  силы  Рг  и  Р2}  напра- 
вленныя  къ  фокусамъ  Сг,  С2  эллипса  и  обратно  пропорщональныя  квадратамъ 
разстоянш  матергальной  точки  отъ  этихъ  фокусовъ.  Определить  положензя 
равновъсгя  точки.  Ръш.:  Силы  имвютъ  потенциальную  функпдю  (задача  266): 


\гг         га ) 


гдъ  гх=:МСи  г2=МС2.  Положеше  точки  определяется  однимъ  параметров  &, 
благодаря  двумъ  условгямъ  связей:  услов!ю  (835)  и  условно  тг|  =  0.  Примеиъ 
за  этотъ  параметръ  ^1  =  гг  Въ  функщи  этой  независимой  переменной  можеть 
быть  выражена  функщя  С7,  если  принять  во  внимаше,  что  по  свойству  эллипса 
г1-#-г2  =  2а.  Итакъ: 

\  гх        2а  —гх) 
а  услов1в  равновъс1я: 

откуда  определится  гг  и  все  положешя  равновездя. 
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ОпредФдете  сопротивлений  связей. 

504.  Вспомогательные  множители  Лагранжа.  При  р*шенш  вопроса  о 
равновйсш  указанными  въ  этой  глав*  способами,  сопротивлешя  связей 
оставались  неизвестными.  Лагранжъ  далъ  пр1емъ,  при  помощи  котораго 
одновременно  решается  вопросъ  о  положешяхъ  равнов4с1я  системы  и  опре- 
деляются величины  и  направлешя  всЬхъ  сопротивленШ  связей.  Это  вводить 
въ  разсмотр'Ьте,  понятнымъ  образомъ,  большее  число  уравнешй,  но  спо- 
собъ  Лагранжа  иагЬетъ  еще  другое  важное  преимущество  передъ  спосо- 
бомъ  §  500:  н*тъ  надобности  заранее  принимать  одн*  координаты  за  не- 
зависимый, друпя  за  зависимыя.  Мы  увидимъ,  что  въ  выражешяхъ  усло- 
вШ  равнов4с1я  вс*  координаты  войдутъ  аналогичнымъ  образомъ,  всл4д- 
ств1е  чего  уравнешя  пр1обр,Ьтутъ  бол4е  симметричный  видъ. 

Пусть  опять  уравнешя  (822)  представляютъ  услов1я  связей,  а  уравне- 
шя (823)  ихъ  дифференщальную  форму.  Умножимъ  первыя  части  этихъ 
посл-Ьднихъ  уравнешй  на  неопределенные  пока  множители  Хп  Ха, . . .  Х4  и 
приложимъ  полученный  произведешя  къ  первой  части  уравнешя  (821). 
Соединивъ  въ  скобки  члены,  умноженные  на  гЬ  же  вар1ацш,  находимъ: 


[Ь 

+  *1 

"И 

«к, 

-+-  Ха 

(»• 

-+-Х, 

-4-  Х2 

(,, 

-4-Х, 

«1 

■+-  ха 

&.+        -нХ    ^ 


?)* 


«У.   1  »    К  .         .  »    дП 


К-2-  +  К-р-*--..-*-К^\%п  =  0.     (836) 


)  8?.  =  О- 


Конечно,  некоторые  изъ  стоящихъ  здЬсь  членовъ  могутъ  оказаться 
нулями,  если  не  всЬ  координаты  входятъ  въ  которое  либо  изъ  условШ 
связей. 

Мы  знаемъ,  что  число  независимыхъ  координатъ  Ъп  —  к;  выберемъ 
только  временно  каюя-нибудь  Ъп —  к  координатъ,  а  следовательно  и 
соотвЪтствуюпця  имъ  варгащи,  за  независимый.  Положимъ,  что  это  бу- 
дутъ  первыя,  стояпця  по  порядку  въ  уравнешй  (836)  Ъп — к  варгащй: 

^1,     И,     8^11     86„ 


Зи  —  к 

Съ  другой  стороны,  имйя  к  произвольныхъ  множителей  X,  можно  ими 
распорядиться  такъ,  чтобы  были  равны  нулю  многочлены,  стояпце  въ 
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посл-Ьднихъ  к  строкахъ  выражешя  (836).  Поел*  этого  въ  этомъ  выра- 
жети  останутся  только  Зп  —  к  многочленовъ,  умноженные  на  Зп —  к 
произвольныхъ  вар1ащй.  Всл'Ьдствхе  этой  произвольности,  для  того,  чтобы 
сумма  (836)  всегда  равнялась  нулю,  необходимо,  чтобы  каждый  члевъ 
въ  отдельности  равнялся  нулю.  Итакъ,  въ  общей  сложности,  можно  при- 
равнять нулю  всЬ  Зя  многочленовъ: 

В  +1    &- 
1^   '   Л, 


н, 


,       дГг 

«у, 


1  "^  **  "дС      *~  ^а  ~^~ 


9  ЯГ 


X    ^  -  о 


А,    — гр      -+—  А, 


У, 


(837) 


и  очевидно,  что  въ  конечномъ  результат*  безразлично,  которыя  Зп  —  * 
вар1ащй  будутъ  считаться  независимыми.  Итакъ,  въ  случай  равнов-Ьая 
мы  им^емъ  Зп  уравненШ  (837),  содержащихъ  3»  -н  к  неизвЪстныхь:  Зи 
координатъ  и  к  множителей  X.  Присоединяя  къ  этимъ  уравнешямъ  Д* 
услов1й  связей  (822),  мы  получимъ  полное  число  уравнетй  для  опредЪ- 
лешя  всЬхъ  неизв'Ьстныхъ. 

505.  Опред^лете  сопротивденШ  связей.  Введете  множителей  X  де- 
лается нетолько  для  симметричности,  но  и  приводить  къ  опред4лешю  со- 
противленШ  всЬхъ  существующихъ  въ  систем*  связей.  Докажемъ  сле- 
дующую теорему: 

Сопротивлен1е  ДГ*0,  которое  оказываетъ  связь,  выражаемая 
уравнешемъ: 

Г,  (6„  41,  С»  Е2,  . . .  У  =  0  (838) 

на  точку  М%,   им4етъ   своими   проекщями  на  координатныхъ 
осяхъ: 

X    $      Х  ^      X   & 


(839) 


Для  довазательства,   выпишемъ  изъ  уравненШ  (837)  три  уравнешя, 

соотв'Ьтствуюпця  точки  31(: 

(840) 

7    -1-Х     ^_|_Х     д^_|_           _^1     ^-*-             .    1      ^_о 
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Если  связь  (838)  устранить,  то  равновОДе  системы  нарушится;  для 
для  поддержания  его  потребуется  во  всвхъ  точкахъ  системы,  который 
обнимаетъ  связь  (838),  приложить  добавочный  силы  Кр',  ^Гя", ...  Крт, ... 
которыя  и  выражають  собою  дЪйстше  связи  (838).  Въ  частности,  и  къ 
точки  Ж,,  придется  приложить  такую  силу  N^т.  Составляя  послЬ  этого 
опять  уравнения  вида  (837)  и  выбирая  въ  нихъ  три  уравнешя,  соответ- 
ствующая точки  М{,  мы  найдемъ: 

Е  -+-  ТУ    (0  _1_  X    -Ь-  -4-  X       '»    | 
X    М  +  х    &  + 


н.. 


V 


а/, 


«у, 


2,  +  У()  +  ^^  +  1»^  + 


х*  я;  -  °' 


(841) 


причемъ  сюда  члены  (839)  уже  входить  не  будутъ.  Сравнивая  уравнен1я 
(840)  и  (841),  которыя  относятся  къ  одному  и  тому  же  случаю  равновй- 
сш,  мы  и  получаемъ: 


лг  го  —  >   ЕЬ       к    у)  —  \  -Ь.       N  ю  —  X  —* 


(842) 


3.  508.  Определить  содротивленш  связей  въ  задаче  502.  Рйшенле. 

Услов1е 

Е  (ЕД.  -*-  Н.87],.  -+-  2,8д  =  О 


въ  этой  задач*  нужно  теперь  написать  въ  полномъ  вид*: 

—  ™>19%>1  —  Щ9^2  =  0. 


(843) 


Въ  уравненш  (825)  оба  члена  были  разделены  на  — д\  но  при  опре- 
делены сопротивлений  этого  сделать  нельзя.  Поел*  этого,  умножая  диф- 
ференщальныя  услов1я  связей  задачи  502  на  Х1Э  Ха,  Х8,  Х4  и  Х5,  прикла- 
дывая произведен^  къ  членамъ  (843),  отбирал  члены,  умноженные  на 
ту  же  вар*ащю,  въ  отдельный  суммы  и  приравнивая  всЬ  татя  суммы 
нулю,  получаемъ  слЪдуюпця  Ъп  =  6  условШ  равнов4с1я: 

*1  +  *.  &  —  У  =  О, 
*а  -+-  Ч  (^1  —  Ча)  =  О, 

—  а^  —  с^  -+-  Х6  С?,  —  Са)  —  пцд  =  О, 

^3  -  *.   &   -   *.)  =   О, 
Х4   —  Х6   (^1   —  Ъ)  =  О, 

—  «аЧ  —  СА  —  Х5  Оч  —  ^2)  —  т20  =  0. 

Исключивъ  отсюда  Хх,  Х2,  Х3,  Х4,  и  Хб,  мы  нашли  бы  полученное 
раньше  услов1в  равнов^ая  (827);  опредЬливъ  же  эти  множители  изъ  ка- 


(844) 
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кихъ-либо  пяти  уравнений,  принадлежащихъ  систем*  (844),  мы  будемъ 
знать  по  формуламъ  (842)  сопротивлешя,  которыя  теперь  состоять:  изъ 
двухъ  равныхъ  и  противуположно  направленныхъ  сопротивленШ  нити, 
#Б(,)  и  ДГ5(2),  изъ  двухъ  сопротивленШ,  ^(1)  и  Ж^<1>,  первой  прямой  ж 
изъ  двухъ  сопротивленШ,  ^3(а)  и  ^4(2)>  второй  прямой.  Каждой  прямой 
соотв'Ьтствуютъ  два  сопротивлешя  потому,  что  она  представляется  пере- 
сЬчешемъ  двухъ  плоскостей,  опред'Ьляемыхъ  тою  или  другою  парою  ура- 
внешй (824).  Полное  сопротивление  прямой  представляется  равнодей- 
ствующею: 

№  =  N0)  ч-  Щр,      Ж>  =  ит  -+.  Щ>\ 

хотя  сопротивленШ  каждой  плоскости  въ  отдельности,  какъ  и  самыхъ 
плоскостей  можетъ  и  не  существовать. 

506.  Приложеже  пр1еиа  §  505  нъ  твердому  т*лу.  При  опред*деш 
сопротивленШ  въ  случа*  равновйсхя  несвободнаго  твердаго  тЬла  можно 
воспользоваться  указаннымъ  въ  предыдущемъ  параграф*  способомъ  и 
тогда,  когда  принципъ  возможныхъ  перемйщенШ  и  услов1я  связей  даны 
въ  вид*  линейныхъ  однородныхъ  зависимостей  между  шестью  скоростями 
V^р  Vщ,  %,  со.,  ш^,  со-  [формулы  (779)  и  (791)].  Действительно,  эта 
скорости  отличаются  только  общимъ  безконечно-малымъ  множителемъ  & 
отъ  безконечно-малыхъ  поступательныхъ  перем-ЬщенШ  вдоль  координат- 
ныхъ  осей  и  безконечно-малыхъ  вращенШ  около  послЬднихъ.  Но  это  от- 
лич1е  нисколько  не  вл1яетъ  на  весь  ходъ  разсужденШ,  который  служндъ 
для  доказательства  теоремы  предыдущаго  параграфа.  Такимъ  образом?», 
если  дано  одно  услов1е  связей  въ  вид* 

АV0^  ч-  Вущ  ч-  СV0.  ч-  1)(0.  ч-  2&>~  ч-  Ри>~  =  О, 
мы  можемъ,  умножая  его  на  X,  прикладывая  къ  условш 

^\  ■+"  ^7)%  ■+■  ДС1\>С  -ь  М^  ч-  Ж^  ч-  М^  =  О 
и  приравнивая  нулю  всЬ  множители  при  скоростяхъ,  написать: 
В»  ч-  \А  =  О,  М>  ч-  XI)  =  О, 

Л^ч-ХБ^О,  Ж^ч-ХА' =  0, 

В^-ь-\С=  О,  М^-*-№  =  0; 

откуда  видно,  что  Х-4,  ХБ,  ХС  суть  проекцш  на  осяхъ  координатъ  со- 
противлешя данной  связи,  а  XI),  ХД  \Г  моменты  этого  сопротивленШ. 
Такимъ  же  способомъ  можно  поступить  и  въ  случай  нйсколькигь  связей. 
3  609.  Определить  сопротивлеше  связей  въ  первомъ  вопрос-Ь  §  488.  Отв.» 
Указанный  выше  пр1емъ  дастъ: 

Я»  ч- &&  =г  О,    Яц  -н  Х2  =  0,    АГрЧ-Х,^:©,    ЖТ|Ч-Х4  =  0,    ЛГ^ч-Х5=0. 
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Зд&сь  X,  и  Х2  суть  проекцш  того  сопротивлешя,  которое  уннчтожаетъ 
слагаемую  равнодействующей,  перпендикулярную  къ  направленно  движен1я; 
Х8э  Х4,  Х5  суть  слагаемый  момента  той  пары,  которая  уннчтожаетъ  равнодей- 
ствующую пару  даиныхъ  силъ. 

3.  510.  Определить  подобнымъ  же  образомъ  сопротивлешя  въ  остальныхъ 
задачахъ  §  488. 

ГЛАВА    XVIII. 

Принципъ  возможныхъ  перем&щешй  въ  динамике 
еиетемъ  матвр1альныхъ  точекъ. 

Принципъ  Даламбера. 

507.  Выяснете  принципа  Даламбера.  Принципъ  возможныхъ  переме- 
щешй,  ведупцй,  какъ  мы  уже  знаемъ,  къ  общей  метод*  для  составления 
условШ  равнов,Ьс1Я  какой-либо  системы  матер1альныхъ  точекъ,  служить 
вместе  съ  гЬмъ  и  основашемъ  для  составлешя  дифференщальныхъ  ура- 
внещй  системы  матер1альныхъ  точекъ.  А  именно,  всякая  задача  динамики 
можетъ  быль  представлена  какъ  задача  о  равнов^сш  между  некоторыми, 
только  уже  не  данными  силами.  Принципъ,  на  основании  котораго  это 
можетъ  быть  сделано,  называется  принципомъ  Даламбера  (Б'А1етЪег1;, 
1717 — -1783  г.).  Онъ  состоитъ  въ  сл*дующемъ. 

ВыдЬлимъ  въ  движенш  какой-нибудь  системы  матергальныхъ  точекъ 
какую-нибудь  одну  точку  М..  Кроме  внешней  силы  Р€  на  ея  массу  ж. 
д-Ьйствують  сопротивлен!я  связей,  существующихъ  между  этою  точкою  и 
другими  точками  системы  или  также  посторонними  для  системы  телами. 
Для  каждой  точки  эти  сопротивлешя  можно  представить  себе  заменен- 
ными однимъ  равнодЬйствующимъ  сопротивлешемъ  N..  Если  бы  точка  М4 
была  свободна,  то  ея  ускореше  определялось  бы,  по  сил*  Р0  отноше- 
шемъ  этой  силы  къ  т.  и  имело  бы  направление  этой  силы;  но  на  самомъ 
д4л4  ускореше  ея  другое  всл1>дств1е  присутств1я  сопротивлешя  ^.  При- 
менима къ  данной  точке  принципъ  освобождаемости  (§  366),  т.  е. 
устранимъ  действующая  на  нее  механическ1я  связи,  а  для  того,  чтобы 
движете  этой  точки  не  изменилось,  присоединимъ  къ  даннымъ  внешшшъ 
силамъ  такую  силу  -№,.,  которая  измеряла  бы  собою  действ1е  бывшихъ 
связей.  После  этого  можно  точку  М4  считать  свободною  и  сказать,  что 
ея  ускореше  го.  обусловливается  совокупностью  силъ  Г{  и  Л7,.,  такъ  что 

по  принципу  Ньютона: _ 

тгю .  =  Р.  ч-  Я^ ; 

причемъ  въ  этомъ  равенстве  конечно  предполагается,  что  т.го{  есть  век- 

торъ,  отложенный   по  направленно  ускорения  гог   Эту  зависимость  можно 

такъ  представить:  _  _ 

(Г{  —  тш.)  +  N.  =  0.  (845) 
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Вообразимъ  себе  силу  _ 

действующую  по  направлешю  ускорешя  точки  Ж{;  это  такая  сила,  ко- 
торая вызвала  бы  у  точки  М{  ускорете  и>„  еслибы  точка  была  сво- 
бодною. Условимся  такую  силу  называть  двигательного.  Тогда  зави- 
симость (845)  и  аналогичный  ей  для  другихъ  точекъ  системы  можно 
истолковать  сл'Ьдующимъ  образомъ:  въ  каждый  моментъ  времени  въ  каж- 
дой точке  системы  действующее  въ  этой  точке  сопротивление  связей  ура- 
вновешивается силою  _       __       

Я4=Г{—тр>„  (846) 

которая  равна  геометрической  разности  между  данною  силою  и  двига- 
тельного. Эту  геометрическую  разность  Даламберъ  называетъ  потерян- 
ною силою  на  томъ  основанш,  что  она  уничтожается  сопротивлетемъ 
связей  и  следовательно  на  движете  точки  непосредственно  вл1яшя  не 
оказывает  ь. 

Если  въ  каждой  точке  существуешь  равновес1е  некоторыхъ  силъ,  то 
оно  существуетъ  и  для  всей  системы  матер1альныхъ  точекъ.  Итакъ,  при 
всякомъ  движен1и  системы  матер1альныхъ  точекъ  все  потерян- 
ный силы  въ  каждый  моментъ  времени  находятся  въ  равно- 
вес1и  со  всеми  сопротивлен1ями  связей.  Въ  этомъ  и  состоять  прин- 
ципъ  Даламбера. 

508.  Соединеше  принципа  Даламбера  съ  лринцииогь  возиожныхъ  пере- 
мЪщетй.  Понятно,  что  здЬсь  нетъ  речи  о  равновесш  системы  точекъ, 
такъ  какъ  точки  ея  не  только  находятся  въ  движеши,  но  обладаютъ  и 
ускорешями,  съ  другой  же  стороны,  данныя  силы  не  уравновешиваются 
ни  между  собою  ни  съ  сопротивлешями  связей.  Темъ  не  менее  къ  си- 
ламъ  потеряннымъ,  уравновешивающимся  съ  сопротивлешями  связей,  при- 
ложимо  начало  возможныхъ  перемещешй,  и  притомъ  для  всякаго  задан- 
наго  момента  времени.  Поэтому  можно  сказать: 

Въ  каждомъ  положен1и  двигающейся  системы  матер1аль- 
ныхъ  точекъ  сумма  работъ  всехъ  потерянныхъ  силъ  и  всехъ 
сопротивлен1й  связей  относительно  всякихъ  перемещен^,  ко- 
торый можно  было  бы  дать  точкамъ  системы  изъ  данныхъ  по- 
ложен^ въ  положен1я  безконечно  близк1я,  равна  нулю. 

2  Ьд  Н-  Е  Ьк  =  0. 

Эти  возможный,  но  только  воображаемыя  перемещена  не  следуетъ 
смешивать  съ  действительнымъ  перемещешемъ,  которое  совершаетъ 
система  изъ  ея  положешя  въ  моментъ  I  въ  положеше  въ  моментъ  $н-Д/, 
хотя  и  это  последнее  перемещеше,  понятно,  находится  въ  числе  возможныхъ. 

509.  Составлеме  уравнешй   динамики  системы  матергальныхъ  точекъ. 

Все  сказанное  въ  главе  XVII  о  составлены  условШ  равновеая  системы 
матер1альныхъ  точекъ  можетъ  быть,  благодаря   принципу  Даламбера,  пе- 
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ренесено  на  составлете  уравнешй  динамики.  Обратимся  къ  области  гЬхъ 
случаевъ,  когда  сумма  работъ  сопротивлешй  связей,  взятая  отдельно, 
равна  нулю.  Въ  предыдущей  главЬ  мы  вид'Ьли,  насколько  обширна  эта 
область.  Если  мы  и  не  можемъ  утверждать  съ  достоверностью,  что  сюда 
подходить  в  с  4  случаи,  то  всетаки  на  практик*  намъ  только  съ  такими 
случаями  и  приходится  имЪть  д*ло,  если  исключить  изъ  разсмотрЪтя 
трете,  или  если  трете  включать  въ  число  вн1>шнихъ  силъ  (§  477).  По- 
этому мы  и  будемъ  принимать,  что  въ  отдельности 

Е  Ьд  =  е  (в16 «,  -Ь  Ясц  ОТ,,  Ч-  Я,г  «у  =  о. 

А  принимая  во  внимате  формулу  (846),  можно  написать: 

2  [  (=<  ~  т<  §)  *<  +  (*'  ~  т<  Ж)  **  +  (*.  -  ~.  §)  *]  =  О-      (847) 

Зд'Ьсь  вар1ащи  координатъ  при  всякомъ  положены  системы  должны 
удовлетворять  условшмъ  связей.  Если  число  этихъ  условШ  равно  к,  а 
число  точекъ  системы  равно  и,  то,  какъ  мы  вид'Ьли  уже  въ  предыдущей 
глав*,  Ьп  —  к  вар!ацШ  остаются  произвольными.  Это  приводить  къ  за- 
ключений, что  услов1е  (847)  распадается  на  Зм— к  отдЬльныхъ  уравнешй 
Г§  500).  Эти  уравнетя  теперь  дифференщальныя  уравнен1я  вто- 
рого порядка.  Притомъ  они  совокупный,  такъ  какъ  каждое  изъ  нихъ 
въ  общемъ  случай  содержитъ  нисколько  координатъ  и  ихъ  производныхъ 
по  времени.  Задача  динамики  приводится  къ  интегрирована  этихъ 
уравнешй,  такъ  какъ  она  только  тогда  можетъ  считаться  решенною, 
когда  самыя  координаты  будутъ  найдены  въ  функщи  времени.  Число 
всЬхъ  интегрировашй,  а  поэтому  и  число  всЬхъ  произвольныхъ  постоян- 
ныхъ,  которыя  при  этомъ  появляются,  равно 

2  (Зп  —  к)  =  6п  —  2к. 

510.  Опред-Ълеже  сопротивленМ  связей  въ  динамике.  Подобно  тому 
какъ  въ  статик*,  для  этого  можетъ  служить  одинъ  изъ  двухъ  пр1емовъ: 
1)  включеше  сопротивленШ  въ  уравнетя  динамики  на  основанш  прин- 
ципа освобождаемости,  2)  пр1емъ  Лагранжа,  основанный  на  введеши  въ 
уравнетя  динамики  вспомогательныхъ  множителей.  Пользуясь  посл'Ьднимъ 
щйемохъ,  мы  можемъ  написать  уравнетя  динамики  аналогично  уравне- 
тямъ  (837),  зам'Ьнивъ  лишь  проекции  данныхъ  силъ  проекщями  поте- 
рянныхъ  силъ.  Это  даетъ  Зп  уравненШ  вида: 


ж***-Е+к   ^-4-Х    д&+  к    К 


(848) 
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Фиг.  215. 


которыя  вм4сгЬ  съ  к  условхями  связей  и  могутъ  служить  для  опред'Ьлетя 
Ъп  -ь  к  неизв^стныхъ  функщй:  Зп  координатъ  и  к  множителей  X.  По- 
нятно, что  посл'Ьдше  могутъ  теперь  оказаться  не  только  функщявси  коор- 
динатъ, но  и  функщями  времени. 

Разсуждая  совершенно  такъ  же,  какъ  это  делалось  въ  §  505.  можно 
было  бы  показать,  что  сопротивлен1я  связей  определяются,  какъ 
и  въ  статики,  формулами  (842). 

3.  511.  Двъ  тяжелыхъ  матер1альныхъ  точки  Мг  и  Жд,  съ  массами  *п^  и  т„ 
связаны  между  собою  твердымъ  стержнемъ  длины  1,  массою  котораго  будеяъ 

пренебрегать.    Точка   Л€±     мо- 
л  М  Я  жетъ    скользить    беаъ    трешя 

_  .  по  горизонтальной  прамой  АВ 

(фиг.  215),  а  Мъ  можетъ  дви- 
гаться безъ  трешя  по  гори- 
зонтальной плоскости,  содер- 
жащей прямую  АВ.  Опреде- 
лить движеи!е  системы,  послъ 
того  какъ  ей  сообщены  гори- 
зонтальныя  скорости  г^иг^.  Ръш.:  Принявъ  прямую  АВ  за  ось  (5),  имЪемъ 
условгя  связей: 

^=0,  Сж  =  о,  С,  =  о,  (е8-е1)2ч-(^-т]1)2-г3=о. 

По  принципу  Даламбера: 

Ш*  2Р  3?1  "*"  т±  да  87]1  +  (Щ9  ""  Щ  "да  )  8С1 

"*"  ™2  да*  8*2 "*" щ ~Ш  8т)9  "*"  {щд  ~~  щ  да/  8*а  =  0; 

но  по  условно  связей: 

81),  =  0,    8С,  =  0,    8С,  =  0,    (6,  -  60  (86,  -  8$,)  -+-  {ъ  -  V  (Н  -  Ч)  =  °> 
поэтому,  если  за  независимый  вархапДи  принять  86,  и  8$,: 

Г1  Ж "*" "^  -^- .)  **  "*" щ  [а? чГ"   л*7 % - °" 

По  произвольности  8^  и  852  получаемъ: 


6,-6,  <*ч_0 1 
"—^7"  л3-0' 


<Р6,      6,-6,  ^%_п 
Для  интегрирования  введемъ  уголъ  а  =  ^  (Л^Д^я  6);  тогда 

53  =  5,4-1  сое  а,     т],  =  1 8%п  а, 


(849) 


^Ь __ «Р||  ^сова     а3т]з  _     ^ 

л2  ~л2+       да    '    да  да 


вша 


01дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


495  — 


§  510,  ф.  849. 


и  уравнешя  (849)  получаготъ  вндъ: 


т1  -т-^  -4-  щ  I  со1д  а  — ^^—  =  0, 


41* 


4Р 


<*аЕ,       7  сРсоза      ,     л      сРппа      л 

&+1-3? — *«>*«^-=о. 

Отсюда  легко  получить  следующее  ръшете: 

(тг  -+-  т2)  ^  -+-  т21  сов  а  =  С^Ь  -ь  Са, 


■-*/ 


У  т1  -+•  щ  сов*  а  .  <*а  ч-  (74, 

гдЬ  С1?  Са,  Св,  С'4  произвольныя  постоянный,  который  могутъ  быть  определены 
по  началънымъ  условгямъ  движен1Я.  Поствдшй  инте- 
гралъ  эллиптичесюй  и  не  можетъ  быть  выраженъ  въ 
конечномъ  видь. 

3.  512.  Ввести  въ  уравнешя  динамики  предыду- 
щей задачи  сопротивленгя  связей,  т.  е.  сопротивлеше 
плоскости,  сопротивление  горизонтальной  прямой  и 
натяжеше  стержня. 

3.  613.  Стержень,  массою  котораго  будемъ  прене- 
брегать, можетъ  вращаться  безъ  трешя  около  гори- 
зонтальной оси  0;  на  немъ  находятся  дв-в  матергаль- 
ныя  точки  М1  и  2Иа  съ  массами  т1  и  даа.  Определить 
движете  системы  при  дъйств1и  силы  тяжести.  Рйш.: 
Эту  задачу  мы  будемъ  решать  безъ  помощи  Дек  ар - 
товыхъ  координата,  примъняя  непосредственно  прин- 
ципъ  Даламбера.  Пусть  будутъ  (фиг.  216)  ОМ±  =  1и 
ОМ»  =  2,  и  &   утолъ,   образуемый  стержнемъ  съ  вер- 

тикальнымъ  направлетемъ  внизъ.  Такъ  какъ  движен!е  точекъ  совершается 
по  врутамъ,  то,  разлагая  ихъ  ускорен!я  на  тангенщальныя  и  нормальный,  мо- 
жемъ  принять,  что  имъ  соотвътствуютъ  сл'ЬдующДя  слагаемый  двигательныхъ 
силъ  т1ю1  и  щщ:  тангенщальныя 

Л*а*2 


•А  з^э 


4? 


и  нормальный 


Л&Ч1 


Маг    ~М*)- 


Для  равновъс!я  системы  было  бы  необходимо,  чтобы  алгебраическая  сумма 
статическихъ  моментовъ  всЪхъ  внъпшихъ  силъ  относительно  оси  вращен!я 
была  равна  нулю;  теперь  то  же  самое  нужно  сказать  относительно  потеря- 
ныхъ  силъ: 

Это  даетъ 


(я»!  V  -н  тЛ2) 


4Р 


(«Д  ч-  т&)  д  згп  Ь  =  0. 


Для  дальнейшего  рЪшетя  нужно  сравнить  это  уравнеше  съ  уравнешемъ 
движешя  математичесваго  маятника,  для  котораго  было  (3.809): 


7Д3&  .    А 


:0. 
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Данная  система  движется  такь,  какъ  математическШ  маятникъ,  жпгЬюпий 
длину 

. тх1*  -+-  т2Еаа 


Для  сравнетя  см.  о  физическомъ  маятвик-Ь  (§  652). 

3.  514.  Обобщить  разсуждете  въ  предыдущей  задаче  на  сплошную  массу, 
равномерно  распределенную  по  прямолинейному  отрезку,  и  показать,  что 
движете  этой  массы  можно  сравнить  съ  движетемъ  математичесваго  маят- 
ника, длина  котораго  равна  отношетю  момента  инерции  твла  относительно 
оси  вращешя  къ  произведение  разстояшя  центра  массы  отъ  этой  оси  на  массу 
всего  тела. 

3.  515.  На  концахъ  нити,  перекинутой  черезъ  блокъ,  укреплены  два  груза 
съ  массами  тх  и  т2.  Пренебрегая  вт,сомъ  нити,  массою  блока  и  третемъ, 
определить  движете  системы  и  натяжете  нити  („машина"  Атвуда).  Реш.: 
Означая  длины  свободно  висящихъ  концовъ  нити  черезъ  х1  и  х2,  имеемъ: 

хх  -+-  х2  =  I  —  7гг,  (850) 

где  I  длина  нити,  а  г  радоусъ  блока.  По  принципу  Даламбера: 

/  <РХ.  N  *  /  (Рх.Л  * 

т>  \°  -  лг)  °*«  +  *"*  (д  ~  -Ж)  8*»  =  а 

Дифференцируя  услов1е  связи  (860)  и  вводя  множитель  Яагранша,  на- 
пишемъ: 

(Рх  (1*х 

ш,  -^  =  тгд  +  А,       щ  -^  =  т^д  -н  X. 


По  условно  связей 

=  0; 


&хх      а*хэ 


поэтому  для  натяжетя  нити  находимъ: 

*  2|7»1ш3 

ж,  -ь  т2 

После  этого  уравнетя  движен1я  будутъ: 

<Рхх т1  —  т2  д?х2  т1  —  щ 

~ЪТ  ""  тг  -+■  т2  9'      ~д#    ~~  "~~  тх  4-  т2  9' 

3.  516.  Черезъ  блокъ  перекинута  абсолютно  гибкая  однородная  нить. 
Определить  ея  движете  при  действш  силы  тяжести.  Реш.:  Пусть  будетъ  к 
масса  единицы  длины  нити;  тогда  кд&8  представить  весъ  безконечно  малаго 
ея  элемента.  Определяя  положете  этого  элемента  разстоятемъ  его  8г  или  82 
огъ  точки  касашя  нити  съ  блокомъ,  по  принципу  Даламбера  имеемъ: 

^(кдав-  Мл  ^)  8^  +  &  (**  А  -  М*-^)8*2=0, 

где  первая  сумма  распространяется  на  все  элементы  одной  части  веревки,  * 
вторая  сумма  на  все  элементы  другой  ея  части.  Такь  какъ  по  свойству  дан- 
ной связи  абсолютныя  перемещетя  всЪхъ  элементовъ  веревки  равны  и  при- 
томъ  8»!  -+-  0в3  =  0,  то 

21(»Л-Л^)-&(,Л-А^)  =  0, 
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принимая  еще  во  внимаше,  что 

<к*  "*"  (II*  ~    ' 
ыозкемъ  написать: 

гд-Ь  первая  сумма  распространяется  на  всю  длину  2  нити.  Означая  черезъ  я, 
и  яа  длины  ц&лыхъ  висящихъ  концовъ  нити  и  принимая  во  внимаше,  что 
ускорешя  вс&хъ  элементовъ  нити  равны,  находимъ: 

гд*в  г  раддусъ  блока.  Такъ  канъ  Л$1-=йх^  то  окончательно 

Это  уравнен1е,  если  ввести  переменную 

г  —  кг 

интегрируется  такъ  же,  какъ  уравнеше  §  280,  определяющее  движете  мате- 
риальной точки  при  двйствш  силы,  прямо  пропорщональной  первой  степени 
разстояшя.  Окончательное  рйшеше  выражается  следовательно  показательною 
фуикщею  отъ  времени. 

Принципъ  Гамильтона. 

511.  Выяснеме  принципа.  Гамильтонъ  (НашШоп)  далъ  другой  прин- 
ципъ динамики  (1835  г.).  равнозначущШ  съ  принципомъ  Даламбера. 
Чтобы  его  формулировать,  нужно  дать  нисколько  предварительныхъ  по- 
ясненШ.  Представимъ  себе  положетя  й^  и  89  двигающейся  системы  # 
матерхальныхъ  точекъ,  соответствуюпця  двумъ  произвольно  взятымъ  мо- 
ментамъ  времени  ^  и  *2.  Подъ  дЬй- 

ств!емъ  данныхъ  силъ  каждая  точка  ^ 

Л  системы  изъ  перваго  положетя  ^     -^_^" ;  **/  "  ~  -  - №_В 


Мг  во  второе  М2  переходить  по  опре- 
деленной траекторш  АВ  (фиг.  217)  фиг  2ц 
и  занимаетъ  на  ней  во  всякШ  мо- 

ментъ  I  определенное  положеше.  Представимъ  себе  для  той  же  точки  си- 
стемы движете,  безконечно-мало  отклоненное  отъ  предыдущаго  и  удовле- 
творяющее притомъ  сл^дующимь  услов1ямъ:  1)  Въ  моменты  1Х  и  *а  по- 
ложетя точки  совпадаютъ  съ  положетями  Мх  и  М2  въ  действительномъ 
движеши;  2)  во  всякШ  моментъ  *,  для  котораго  Ьх  <  I  <  *а,  отклоненное 
положете  М1  безконечно  близко  къ  действительному  Л/,  соответствую- 
щему тому  же  моменту  времени;  3)  перемещеше  ММ'  =  6$,  которое 
точка  М  должна  была  бы  совершить,  чтобы  перейти  изъ  какого-нибудь 
действительная   положетя   въ  отклоненное,   соответствующее   тому 

П.  Сомовъ.— Основания  теорет.  механики.  «- 
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же  моменту  времени,  принадлежите»  къ  числу  возможныхъ,  т.  е.  не 
противоречить  условшмъ  связей.  Составимъ  выражеше 

Т=±ЪтР,  (851) 

гд4  сумма  распространяется  на  всЬ  матер1альныя  точки  системы  5.  Мы 
будемъ  ее  называть  кинетическою  энерпею  системы.  Во  всякШ  мо- 
менгь  времени  кинетическая  энерпя  Т  въ  отклоненномъ  движенш  отли- 
чается отъ  Т  для  того  же  момента  времени,  потому  что  всякая  точка  въ 
отклоненномъ  движенш  проходить  вь  тотъ  же  промежутокъ  времени 
*3 — 1Х  иной  путь,  ч*мъ  въ  дЬйствительномъ  движенш,  а  следовательно  и 
скорости  въ  этихъ  движешяхъ  во  всякШ  моментъ  времени  различны. 
Итакъ 

Т  ==  Т  -+-  ЬТ. 

Дал4е,  представимъ  себ!>  элементарную  работу  внЬшнихъ  силъ: 

ЬЬ  =  Е Р  .  §5  .  соз  (Г,  ад),  (852) 

которая  получилась  бы,  если  бы  всЬ  точки  системы  въ  моментъ  I  изъ 
дЬйствительныхъ  положенШ  перешли  въ  отклоненный.  Разобьемъ  проме- 
жутокъ времени  *а — 1Х  на  п  частей  промежуточными  моментами  (,  *",... 
^с»-1)  и  составимъ  сумму 

гд*  значешя  ЬТ  и  ЬЬ  соответствуют  началу  кавдаго  изъ  промежутковъ 
времени  и  гд*  предполагается  ^">  =  *2,  *(0)  =  *г  Переходя  къ  пределу 
увеличешемъ  числа  п  и  уменыпешемъ  кавдаго  промежутка,  получимъ: 


-/< 


(87  ч-  ЬЬ)  <Й.  (853) 

Принципъ  Гамильтона  состоитъ  сл*дующемъ: 

При  движен1и  системы  матерхальныхъ  точекъ 

<. 

(ЬТ  -ь  ЬЬ)  ЛЬ  =  0  (854) 

<; 

между  всякими  произвольно  взятыми  моментами  времени  1Х  и  Ъг 

512.  Приведете  принципа  Гамильтона  къ  принципу  Даланбера.  Чтобы 
показать,  что  эти  принципы  равнозначущи,  выразимъ  интегралъ  (854) 
въ  Декартовыхъ  координатахъ.  Для  этого  напишемъ: 

Г=^Ет($'2-|-г1'2+С2),  (855) 
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гд*  для  краткости  положено: 


л~6'    л"4'    й*-1*-  (856) 

При  отклоненномъ  движенш  кинетическая  энерпя  отличается  огь  перво- 
начальной въ  каждый  моментъ  вар1ащею: 

ЬТ  =  Еж  (*Ч?  ч-  Ч'8ч'  -+-  У8?).  (857) 

Такъ  какъ  при  зам-Ьн*  дЬйствительнаго  движешя  отклоненнымъ  изме- 
нения положенШ  точекъ  и  ея  скоростей  разсматриваются  для  одного  и 
того  же  момента  времени,  т.  е.  I  считается  при  этомъ  постояняымъ,  то, 
по  правиламъ  дифференщадьнаго  исчислешя,  порядокъ  дифференцирова- 
ть по  *  и  дифференцировашя,  соответствующая  отклоненному  движенш, 
можетъ  быть  изм'Ьненъ;  такъ  что 

Ь1=ЬТ1— йГ'    **-ьШ—я'    8С-8А=л-    (858) 

Если  подставить  это  въ  выражете  (857),  то  можно  написать: 

*.  *«  «I 

Интегрируя  по  частямъ,  находимъ: 

Зд-Ьсь  проинтегрированная  часть  при  значешяхъ  *  =  ^  и  *  =  *а  равна 
нулю,  такъ  какъ,  согласно  сделанному  съ  самаго  начала  предположению, 
въ  эти  моменты  времени  отклоненный  положешя  совпадаютъ  съ  действи- 
тельными; но  тогда  85  =  0.  Такимъ  образомъ: 

Преобразовывая  подобнымъ  же  образомъ  два  друпе  интеграла,  найдемъ: 

/•*•*— Л- (г « --з^з  4* 

32* 
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Принимая  во  внимаше,  что 

Ы  =  ЪР  .  8»  .  ш  (Р,  8«)  =  2  (385  -4-  Н8т)  -+-  28^, 

находимъ  для  интеграла  (853)  следующее  выражеше: 

у*2  [(■ — 5) « + (н—  г)  •,  -4  - . «) «]. « (859) 

Но  этотъ  интегралъ  действительно  равенъ  нулю   на  основанш  принципа 
Даламбера. 

Чтобы  показать,  что  принципъ  Гамильтона  вполне  равносиленъ  прин- 
ципу Даламбера,  остается  показать,  что  предположено  (854)  влечетъ  за 
собою  равенство  нулю  суммы,  стоящей  подъ  знакомь  интеграла  (859). 
Но  это  слЪдуетъ  изъ  сд'Ьланнаго  въ  принцип*  Гамильтона  предположе- 
Н1Я,  что  услов1е  (854)  оправдывается  при  всякихъ  пред'Ьлахъ  интегриро- 
вашя:  это  предположеше  возможно  только  въ  томъ  случа*,  если  выра- 
жеше, стоящее  подъ  знакомъ  интеграла  (859),  равно  нулю. 

Уравнен1а  динамики  въ  параметрахъ  Лагранжа. 

513.  Составлено  Лагранжевыхъ  уравненМ  помощью  принципа  Гамиль- 
тона. Въ  §§  502  и  503  было  показано,  какъ  составить  услов1я  равнов'Мя 
системы  матер1альныхъ  точекъ,  когда  положеше  системы  определяется  / 
независимыми  между  собою  параметрами  дх,  д2,  .  .  .  ^^  Чтобы  составить 
уравнен1я  динамики  въ  этихъ  перем'Ьнныхъ,  можно  было  бы  сделать  пре~ 
образоваше  перем'Ьнныхъ  въ  уравнешяхъ  (848)  по  правиламъ  дифферен- 
щальнаго  исчислешя  и  принимая  во  внимаше,  что  въ  Лагранжевыхъ  па- 
раметрахъ условия  связей  обращаются  въ  тождества.  Но  принципъ  Гаг 
мильтона,  выражеше  котораго  не  зависитъ  отъ  выбора  той  или  другой 
координатной  системы,  даетъ  возможность  непосредственно  составить  ура- 
внешя  динамики  въ  независимыхъ  перем'Ьнныхъ  Лагранжа.  Для  этого 
выразимъ  кинетическую  энерпю  въ  этихъ  перем'Ьнныхъ.  Принимая  во 
внимаше,  что  вс*Ь  Декартовы  координаты  точекъ  системы  суть  функщн 
перем'Ьнныхъ  ^^,  </2,  .  .  .  д(1  им'Ьемъ: 

*■  -  к  *■ + 1 8"  *  ■  •  1, 8?'  =2  ^  ц-    {ш) 

ж— 1 
я* — 1 

гд"Ь  положено 


<И  ~Чт" 
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и  подобны*  же  выражения  для  8^.,  8^,  т)/,  Ц/.  Подставивъ  выражешя 
(861)  въ  формулу  (855),  мы  найдемъ,  что  Т  представится  функщею  отъ 
Лагранжевыхъ  координатъ  и  ихъ  производныхъ  по  времени,  причемъ  по- 
сл*дтя,  въ  виду  линейнаго  вида  зависимостей  (861),  будутъ  во  веЬхъ  чле- 
нахъ  входить  въ  двухъ  изм*решяхъ,  такъ  что  Т  представится  по  отно- 
шенш  къ  дх\  да',  . . .  д/  однородною  квадратичною  функцдею.  При 
отклоненномъ  движенш  въ  тотъ  же  самый  моментъ  координаты  и  ихъ 
производныя  отличаются  отъ  прежнихъ  величинами  Цт  и  одт',  а  по- 
этому: т=1  т=1 

причемъ  производныя  отъ  Т  во  второй  сумм*  будутъ  линейными  одно- 
родными функщями  отъ  дг\  да',...д,'.  Подобно  равенствамъ  (858),  можно 
написать:  лп         зъп 

Чя  А  А !    ' 

а  поэтому  интегрироваше  по  частяиъ  даетъ: 

При  /  =  ^  и  *  =  *2,  согласно  принципу  Гамильтона,  8дж  =  О,  а  следо- 
вательно .^ 

Въ  §  502   было  показано  (формула  830),    что   элементарная  работа 
вн'Ьшнихъ  силъ:  т-1 

ЬЬ  =2  «Л,,,  (863) 

гдЬ  коэффищенты  фт,  въ  случа*  статическаго  равнов4с1я  предполагались 
функщями  только  координатъ,  въ  общемъ  же  случай  могутъ  зависать 
также  и  отъ  ихъ  производныхъ  по  I  (если  силы  зависятъ  отъ  скоростей), 
а  также  и  отъ  самого  I.  Па  основаши  этой  формулы  принципъ  Гамильтона 
принимаетъ  видъ:  ^ 

и  даетъ,  такъ  какъ  пределы  интегрировайя  произвольны: 

Ъ'фгеб  Ьу  СлООф1б 
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Такъ  какъ  вс4  'Лагранжевы  координаты  независимы,  то  вс4  Цт  про- 
извольны, а  поэтому  услов1е  (864)  распадается  на  I  отд4льныгь  ура- 
внетй:  дТ 

-*^-^-Ям  =  0,     (ш  =  1,2,...0  (865) 

которыя  и  представляютъ  собою  Лагранжевы  дифференщальныя 
уравнешя  динамики. 

Эти  уравнешя  линейныя  второго  порядка,  такъ  какъ  дТ^^  линейны 
относительно  2^,  &',  . . .  ^^,. 

Интегрировате  I  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнешй  вводить 
21  произвольныхъ  постоянныхъ,  которыя  могутъ  быть  определены  по  на- 
чальнымъ  услов1ямъ  движешя,  т.  е.  если  даны 

#10'   ?20>  •••?«)   И   Я.  10?    Я.  20»  •  •  •  Я.  ю* 

514.  Случай,  когда  существует»  потенциальная  функщя.  Въ  §  503  было 
указано,  что  если  силы  иыЬютъ  потенщальную  функщю,  то 

8Х  =  8*7=1  4^-  84»- 

Сравнеше  съ  формулою  (863),  въ  виду  произвольности  всЬхъ  множите- 
лей 8дт,  даегь: 

«.=&  .    <8ад 

и  уравнешя  (865)  принимаютъ  видъ: 
лдТ_ 

-&-*-*&* -о.  (-1.»...»         <т 

3  517.  Составить  уравнешя  динамики  свободной  матергальной  точки  въ 
полярныхъ  координатахъ.  Рълп.:  По  формулъ  (91): 

поэтому,  принимая  ^  =  р,  д2  —  &»  Чг  =  ?>  по  формул*  (865)  находимъ: 


(И  ~  %" 

гдЪ  О   ,  §л ,  См  коэффищенты  при  8р,  89,  8<р  въ  выраженш  элементарной  ра- 
боты внвшнихъ  силъ  въ  полярныхъ  координатахъ. 

3.  516.  Составить  уравнешя   движенхя  матергальнои  точки   по  абсолютно 
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гладкой  поверхности  безъ  дъЛствш  внъшнихъ  силъ,  предпологая,  что  поверх- 
ность задана  уравнениями: 

5  =Л  («1.    Ь\      *П  =  /»  (?1>    &)>       С  =  /,  (*!,    ?,). 

3.  519.  Составить  уравненш  движенш  тяжелой  матер1адьной  точки  по 
абсолютно  гладкой  поверхности  шара  (сферическШ  иаатникъ)  въ  полярныхъ 
координатахъ.  Для  ръшевля  можно  воспользоваться  формулою  (868),  поло- 
живъ  только  р  =  I  =  пост,  и  принявши  во  внимаше,  что  теперь  существуеть 
потенпДальная  функпдя,  имеющая  видь: 

П  =  тд^  =  тд1  сов  &, 

если  ось  (С)  считать  направленною  вертикально  внизъ  и  за  уголъ  0  принять 
уголь  отклоненш  маятника  отъ  положетя  равнов&с!я. 

3.  520.  Составить  дифференщальное  уравнеше  движешя  твердаго  тъла, 
вращающагося  около  неподвижной  горизонтальной  оси  при  дъйств!и  силы  тя- 
жести,  предполагая,  что  положение  тъла  определяется  угломъ  &,  который  пло- 
скость, проходящая  черезъ  ось  вращешя  и  центръ  тяжести,  образуетъ  съ  вер- 
тикальною плоскостью.  Ръш.:  По  формуле  (718): 


'=4*=4'©"' 


подобно  тому,  какъ  въ  задачъ  519: 

17  =|1^С  =  |^*  сое»,  (869) 

гдъ  р.  масса  тьла,  а  в  разстояше  центра  тяжести  отъ  оси   вращешя.  Поэтому 
по  формул*  (867): 

^  —  =  -№8™$.  (870) 

3.  521.  Составить  въ  Лагранжевой  формъ  уравнен!я  динамики  твердаго 
1-Ьла,  имъющаго  неподвижную  точку.  Для  ръшевля  см.  въ  §  572  выражеше 
кинетической  энерпи  въ  функпДи  р,  ^,  г,  куда  нужно  еще  подставить  выра- 
женш  зтихъ  угловыхъ  скоростей  черезъ  углы  Эйлера  по  формуламъ  (139). 

Винетичесше  элементы  Т,  Е  и  К. 

515.  Кинетическая  энерпя  системы  матертальныхъ  точекъ.  Въ  динамик* 
системы  матер1альныхъ  точекъ  большую  роль  йграютъ  три  элемента,  за- 
висящее отъ  состч)ян1я  движешя  системы  въ  данный  моментъ  времени: 
Т  —  кинетическая  энерпя  (живая  сила)  системы,  Е — количе- 
ство движешя  системы,  К  —  моментъ  количества  движен1я  си- 
стемы. Первый  изъ  этихъ  элементовъ  у  насъ  уже  разсматривался.  До- 
кажемъ  следующее  его  свойство  (теорема  Кёнига): 

Кинетическая  энерпя  системы  матер1альныхъ  точекъ  сла- 
гается изъ  кинетической  энерпи  ея  центра  массы  въ  предпо- 
ложена, что  въ  немъ  сосредоточена  масса  всей  системы,  и  изъ 
кинетической  энерпи  въ  движеюи  системы  относительно  ея 
центра  массы. 

Проведемъ  черезъ  центръ  массы  координатныя  оси  (Е'тг)'ц')>  остающаяся 
параллельными  неподвижнымъ,  и  пусть  будутъ  \\  ч\'у  С  координаты  ка- 
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кой-нибудь  точки  системы  относительно  этихъ  осей;  такъ  что: 

5  =  6г-+-6',     ^  =  ^4-7,',     ?  =  ?.  +  ?.  (871) 

Дифференцируя  эти  равенства  по  I,  найдемъ  для  скорости  той  же  точки: 

^  =  \ "+-  *?     «ц  =  «Ц  -+-  *>'*) »      ^  =  Ч  "*"  "V  (872) 

Возвышая  въ  квадратъ  об*  части  псрваго  изъ  этихъ  равенствъ,  умножая 
ихъ  на  массу  той  же  точки  и  беря  сумму  такихъ  произведенШ  для  всЬхъ 
точекъ  системы,  получаемъ: 

=  |м^я  ■+■  2ъ>2>/и;  '  -I-  Ьт;\  (873) 

Но  такъ  какъ,  по  свойству  центра  массы  (§  450): 

Ят?  =  Ъп{\  —  6в)  =  2Ы  —  н-^  =  0,  (874) 

то 

2  тг?  '  =  0; 

а  поэтому  равенство  (873)  и  два  другихъ,  ему  аналогичныхъ,  даютъ: 
2  ть^  =  |хг;сс3  -+■  X  тг;*'3, 

2  тг;га  =  |М7 -а  -+-  2  тгу 'а.; 
следовательно 

Г=  1  2т(^ч-^а-н^)  =  1  №»  -+-  I  2т  («у  -+-  «,'■ -+-  ^) 

ИЛИ  Т=Гвч-Г,  (875) 

гдЬ  Тс  кинетическая  энерпя  центра  массы,  а  Г'  кинетическая  энерпя 
въ  движенш  системы  относительно  центра  массы,  т.  е.  въ  такомъ  дви- 
женш  системы,  которое  получится,  если  отнять  у  нея  поступательное  дви- 
жете, определяемое  движетемъ  центра  массы. 

3.  522.  Колесо  катится   по   дорогЬ  прямолинейно  и  равномерно.  Опреде- 
лить его  кинетическую  энерНю.  Р*вш.: 

гдЬ  ^  моментъ  инерщи  колеса  относительно  его  оси;  если  г  раддусь  колеса, 
то,  при  отсутствш  скольжен1Я,  (ог  =  ге\  поэтому 


т=1^(,-ьД. 


3.  523.   По   внешней   стороив   окружности   неподвижнаго  круга  катится 
сплошной  однородный  кружокъ  радгуса  г.  Каковъ  долженъ  быть  радДусъ  не- 
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подвижнаго  круга,  чтобы  полная  кинетическая  энергЬя  кружка  была  въ  под- 
тора  раза  больше  кинетической  энергЬи  его  вращенЬя  около  его  центра?  Для 
р-ЬшенЬя  см.  задачу  474. 

516.  Количество  движеЫя  системы  натер1альныхъ  точекъ.  Представимъ 

себ*  векторъ  _      _ —  ,ля/1Ч 

г  Е=1тг\  (876) 

геометрическую  сумму  кадичествъ  движенья  всЬхъ  матерьальныхъ 
точекъ  системы.  Мы  будемъ  его  называть  просто  количествомъ  движе- 
нья системы.  Его  слагаемый  на  осяхъ  координаты 

Е*=  2  ть\,     Е^  =  Е  то^,     Ег  =  Е  ян?-.  (877) 

Теорема.  Количество  движенья  системы  геометрически  равно 
количеству  движенья  его  центра  массы,  если  предполагать,  что 
въ  немъ  сосредоточена  масса  всей  системы.  Для  доказательства 
иагЬемъ  формулы  для  координатъ  центра  массы  (§  450): 

2  т%  =  у.?в,     X  гпг[  =  ЦТ),,     2  т$  =  &е. 

Дифференцированьемъ  этихъ  равенствъ  по  I  прямо  и  находимъ: 

Я?=м"Ц,    ^  =  ^с71,    Ег  =  рь€г.  (878) 

Сл4дствье.  Если  количество  движенья  системы  равно  нулю,  то  центръ 
иассы  остается  неподвижнымъ.  Обратное  заключенье  очевидно  тоже  спра- 
ведливо. 

3.  524.  Количество  движенЬя  катятцагося  колеса  (задача  522)  известно.  Опре- 
делить скорость  его  центра  массы. 

3.  525.  Система  состоитъ  изъ  двухъ  матерЬальныхъ  точекъ  съ  массами  т1 
и  т2.  Зная  скорость  одной  изъ  точекъ  и  скорость  центра  массы,  построить 
скорость  другой  точки. 

517.  Моментъ  количествъ  движешя   системы    матер|альныхъ   точекъ. 

Въ  §  263  мы  разсматривали  моментъ  количества  движенья  отдельной  ма- 
терьальной  точки;  обобщи  мъ  это  понятье  на  систему  точекъ  слЪдующимъ 
образомъ.  Построимъ  для  каждой  матерьальной  точки  системы  моментъ  ея 
количества  движенья  относительно  начала  координатъ  въ  вид*  вектора 
по  общему  правилу  для  изображенья  момента  вектора;  слагаемый  такого 
вектора  будутъ: 

т  (гр^  —  Сг^),    т  (^  —  Ьг\     т  (^  —  т^). 

Складывая  вс4  эти  векторы  геометрически,  мы  ыолучимъ  векторъ  К,  для 
котораго 

К^=  Еж(тг)^  —  й>ч), 

Кп=2т{^  —  6г>), 

К*  =  2  т  ( Ь«  —  у\ь\  ). 
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Векторъ  К  мы  и  будемъ  называть  моментомъ  количествъ  движен1я 
системы  матер1альныхъ  точекъ  относительно  начала  коорди- 
натъ.  Подобяымъ  же  образомъ  можно  себ'Ь  представить  моментъ  коли- 
чествъ движешя  системы  вообще  относительно  какой-нибудь  данной  точки 
(?0, 1%,  Со).  Для  его  проекщй  нужно  было  бы  въ  выражешя  (879)  вместо 
коордияатъ  каждой  точки  подставить  разности:  5  —  60.  т[  —  ^0,  С — ^. 

Теорема.  Моментъ  количествъ  движен1я  системы  относи- 
тельно какой-нибудь  точки  слагается  геометрически  изъ  мо- 
мента, относительно  той  же  точки,  количества  движенгя  центра 
массы,  въ  предположен^,  что  въ  немъ  сосредоточена  масса 
всего  т4ла,  и  изъ  момента  количествъ  движеюя  системы  отно- 
сительно центра  массы  въ  ея  движен1и  по  отношент  къ  этому 
центру. 

По  формуламъ  (871)  и  (872)  им'Ьемъ: 

ч«у- &ч=(ч.^— ^л^-нч'^'— ^\,)-^(%^/— ^т|')-ь(чЧс— ^Чт)); 

поэтому  К^  =  |1  (члг  —  ^Лт|)  ■+■  Ът  (ч'у  —  Щ) 

-»-  \  2  ту/  —  ?с  1т^'  +  ^  X  т-ц'  —  «ц  Хго?; 

но  четыре  посл*Ьднихъ  члена  равны  нулю  по  свойству  центра  массъ  [фор- 
мула (884)].  Итакъ 

Щ  =  К^  +  К^  (8*0) 

ГД*  ^  =  1*(^сг-^)  (681) 

слагаемая  вектора  Кс,  момента  количества  движешя  центра  массы  отно- 
сительно начала  координатъ,  а 

^^^(чЧ'-^')  (882) 

слагаемая  момента  количествъ  движешя  системы  относительно  центра 
массы,  такъ  какъ  зд*сь  входятъ  координаты  относительно  осей,  парал- 
лельныхъ  даннымъ,  но  проведенныхъ  черезъ  центръ  массы  и  длагаемыя 
скорости  въ  движенш  точекъ  системы  относительно  центра  массы.  При- 
соединяя къ  уравнешю  (880)  еще  два  подобныхъ  же 

К^К^  +  К^      Кг=Ке^К^  (883) 

выводимъ  геометрическую  зависимость: 

К  =  Кс  ч-  К'.  (884) 

3.  526.  Определить  моментъ  количества  двнжен1я  въ  задаче  522  относи- 
тельно начальной  точки  касан1я  колеса  къ  прямой  линш,  по  которой  оно  ка- 
тится. Отв.:  /  ^-ч 

Бекторъ  К  перпендикуляренъ  къ  плоскости  колеса. 
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3.  527.  Определить  моментъ  количества  двияеешя  однороднаго  кружка,  ка- 
тящагося  по  вн-Ьпшей  стороне  окружности  неподвижнаго  круга,  причемъ 
известна  угловая  скорость  ш  движешя  центра  пассы  кружка.  Отв.: 


Ж  =  «[р(г1+г^  +  ^У], 


гдгв  г,  и  га  рад!усы  обоихъ  круговъ,  а  ^  моментъ  инерцш  кружка  относительно 
перпендикулярной  къ  нему  оси,  проходящей  черезъ  центръ  его  массы. 

3.  528.  Р-вшить  ту  же  задачу  въ  предположении  гипоциклическаго  движе- 
Н1Я.  Отв.: 

Законъ  работы  и  кинетической  энерпи. 

518.  Уравнен1е,  связывающее  работу  и  кинетическую  энерпю.  Изъ  числа 
возможныхъ  безконечно-малыхъ  перем'ЬщенШ,  которыя  можетъ  получить 
система  матер1альныхъ  точекъ  изъ  положешя,  занимаемаго  ею  въ  мо- 
ментъ *,  разсмотримъ  то,  'которое  она  совершаетъ  въ  течете  времени  А1 
въ  действительности  подъ  вл1яшемъ  дЬйствующихъ  на  нее  силъ.  Анали- 
тически это  выразится  предположешемъ,  что  для  всякой  точки  системы 

8?  =  й\  =  V.  <И,       07)  =  ЙТ)  =  V»  Л,       о?  =  йС  =  «V  ли 

Тогда  ъъ  формул*  (847)  можно  написать: 

2? *.  +  Ж  ^+  »■'  ^  =  ("зг  "*  "*■  "А"  *«1  *  л"  Ч) Л 

и  принципъ  Даламбера  даетъ: 

йЕ  *  |т,а  =  2  (Е<*«  ■+■  н«*1|  ■+"  2Л-  (885> 

Первая  часть  этого  равенства  представляетъ  приращете  кинетической 
энерпи  системы,  прювр^таемое  ею  при  безконечно-маломъ,  действительно 
происходящемъ  перем-Ьщенш  ея,  а  вторая  часть  есть  сумма  работъ  внйш- 
нихъ  силъ,  соответствующая  этому  перем^щетю.  Зависимость  (885)  или 

йТ  =  2  Р.  Л4 .  соз  (Р.,  &,)  (886) 

называется  уравнен1емъ  работы  и  энерпи. 

Прилагая  это  равенство  къ  последовательному  ряду  безконечно-малыхъ 
перем'Ьщетй  и  суммируя,  мы  найдемъ  въ  первой  части  конечное  прира- 
щете кинетической  энерпи,  а  во  второй  части  сумму  работъ  для  конеч- 
наго  перем4щешя  системы: 

Т—Т0  =  %1.  («87) 
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519.  Приложеше  уравнетя  работы  и  энерпи  къ  машинамъ.  Пока  не- 
известно движеше  системы,  мы  не  можемъ  вторую  часть  равенства  (8871 
вычислить  непосредственно;  но  если  мы  какимъ-либо  образомъ  узнаемъ 
измйнеше  кинетической  энергш,  Т — Т0,  то  это  равенство  можетъ  по- 
служить для  опред*Ьлен1я  работы  силъ,  вызвавшей  это  измйнеше. 

Уравнеше  работы  и  энергш  ■  играегь  важную  роль  при  изучеши  не- 
равномйрностей  въ  движенш  машинъ.  Если  ходъ  машины  установи в- 
пийся,  т.  е.  если  скорости  точекъ  всЬхъ  членовъ  машины  или  постоянны 
или  перщически  принимаютъ  прежшя  значешя,  то  и  кинетическая  энерпя 
или  остается  постоянною  или  разность  ея  значенШ  для  цЪлаго  перюда 
равна  нулю.  Въ  этомъ  случаЬ,  согласно  уравнетю  (887),  и  сумма  работъ 
всЬхъ  силъ  или  при  всякомъ  перем4щев1и  остается  равною  нулю  или 
равна  нулю  для  ц^лаго  оборота  машины.  ВсЬ  силы  въ  машин*  можно 
разделить  на  три  рода:  1)  силы  двигательный  {Р),  т.  е.  приводяяця  ма- 
шину въ  движете,  2)  полезныя  сопротивлешя  (Р),  т.  е.  таюя,  въ  пре- 
одолевали которыхъ  состоитъ  назначете  машины,  и  3)  вредныя  сопро- 
тивлешя  (ф),  какъ  наприм-Ьръ  треше  и  сопротивлеше  среды.  Въ  случае 
установившагося  хода  машины  уравнеше  работы  и  энергш  даетъ: 

27^-4-  ХЬр  ■+-  1Ьд=  О,  (888) 

уравнеше,  по  которому,  зная  работу  двухъ  родовъ  силъ,  можно  опреде- 
лить работу  третьяго  рода. 

Если  работа  сопротивленШ  начинаетъ  численно  преобладать  надъ  ра- 
ботою двигательныхъ  силъ,  то  въ  уравнеши  (887)  2Ь  становится  отри- 
цательною, а  поэтому 

Т<Т0, 

т.  е.  скорость  движешя  машины,  въ  общемъ,  уменьшается.  Если  же,  яа- 
оборотъ,  сумма  рабогь  двигательныхъ  силъ  становится  больше  суммы  ра- 
ботъ всЬхъ  сопротивленШ,  то  тогда 

т>т0, 

т.  е.  ходъ  машины  ускоряется. 

Ч'Ьмъ  больше  масса  двигающихся  частей  машины  и  ч4мъ  больше  ихъ 
скорости,  гЬмъ  меньше  будетъ  относительное  измйнеше  величинъ  ско- 
ростей или  степень  неравномерности  хода  машины  при  данномъ 
избытке  положительныхъ  или  отрицательныхъ  работъ.  На  этомъ  сообра- 
жеши  основано,  какъ  известно,  употреблете  маховыхъ  колесъ,  позволяю 
щихъ  им^ть  въ  машине  большой  запасъ  кинетической  энергш  для  умень- 
шетя  першдическихъ  колебанШ  въ  скоростяхъ,  а  также  вообще  въ  виду 
происходящихъ  нарушетй  динамическаго  равнов^сш  между  двигательными 
силами  и  сопротивлея1ями. 

520.  Законъ  энерпи.  Уравнеше 

АТ  =  Е  (Е<«  -+-  НЙ7)  -+-  2йС) 
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вообще  говоря  не  можетъ  быть  проинтегрировано.  Мы  получаемъ  инте- 
гралъ,  только  если  вторая  часть  становится  полнымъ  дифференщаломъ 
н-Ькоторой  функщи  отъ  координаты 

1(2^  +  НЙ71-ь2^)  =  А11.  (889) 

Въ  этомъ  случай 

Г=СГ-ьС;  (890) 

причемъ  произвольная  постоянная  можетъ  быть  определена  по  началь- 
нымъ  услов1ямъ  движешя:  если  подставить  въ  Т  начальный  скорости,  а 
въ  II  начальный  координаты,  то  им^емь: 

Т0  =  Ц>  -+-  С, 
и  поэтому  Т-Т0  =  и-^.  (891 

Это  равенство,  которое  въ  §  267  было  найдено  для  одной  матер1альной 
точки,  и  теперь,  для  системы  матер1альныхъ  точекъ,  мы  будемъ  называть 
закономъ  энерпи. 

Нужно  помнить,  что  только  тогда  можно  написать  интегральную  за- 
висимость (890),  когда  въ  потенщальную  функщю  не  входить  явнымъ 
образомъ  переменная  I.  Въ  противномъ  случае,  т.  е.  если  бы,  при  су- 
ществовали потенщальной  функщи,  проекщи  силъ  явнымъ  образомъ  за- 
висали отъ  времени,  полный  дифференщалъ  АЛ  содержалъ  бы  членъ 

и  нельзя  было  бы  написать  равенства  (889). 

521.  Законъ  сохранешя  энерпи.  Законъ  энерпи  представляютъ  иногда 
въ  вид*  закона  сохранешя  энерпи.  Это  только  другая  форма  того  же 
закона  механики.  Значеше  функщи  V  изменяется  съ  измЬнетемъ  поло- 
жен1я  системы.  Пусть  будетъ  Их  наибольшее  значеше,  котораго  можетъ 
достигать  функщя  V  въ  данномъ  движенш  системы.  Разность  Т7г — V  на- 
зывается потенгцальною  энерпею  системы.  Назвате  это  объясняется 
гЬмъ,  что,  на  основанш  формулы  (889),  разность  двухъ  какихъ-либо  зна- 
ченШ  потенщальной  функщи  измЬряетъ  работу  силъ  между  двумя  соот- 
ветственными положетями  системы;  поэтому  111  — 110  можно  разематри- 
вать  какъ  всю  работу,  которую  вообще  могутъ  произвести  силы  въ  дан- 
номъ движенш,  а  V —  Ьт0  какъ  работу  уже  произведенную; 

СГ,  —  П  =  (^  -  П0)  —{П—  СГ0)  (892) 

представляется  поэтому  какъ  запасъ  работы,  какъ  работа,  которая  еще 
можетъ  быть  произведена.  Представивъ  уравнеше  (891)  въ  вид*: 

Тчг  (^  _  V)  =  Т0  -н  (17,  -  ЕГ0),  (893) 

можно  сказать: 
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Во  все  время  движенья  системы  сумма  кинетической  и  по- 
тенц1альной  энерпй  остается  постоянною. 

Въ  такомъ  вид*  законъ  энерпй  часто  разсматривается  въ  физик!, 
въ  вопросахъ  о  преобразовали  энерпй  одного  рода  въ  энергш  другого 
рода,  напр.  тепла  въ  работу,  работу  въ  электрическую  энергш  и  т.  п. 

3.  529.  Составить  выражение  закона  энерпй  при  дЪ&ств1и  силы 
тяжести  на  систему  матер1альныхъ  точекъ.  Отв.:  Считая  ось  (^)  на- 
правленною вертикально  внизъ,  им'Ьемъ: 

Т  —  Т0  =  Е  шд^  —  Е  тд^  =  до  (^  —  ^),  (894.1 

где  [х  масса  всей  системы,  а  Св  координата  центра  массы. 

3.  530.  Решить  задачу  динамики  системы  матер1альныхъ  то- 
чекъ, имеющей  одну  степень  -свободы,  въ  предположен^  что  силы 
им4ютъ  потснщальную  функщю,  независящую  отъ  времени.  Р*ш.:  Если 
система  им*етъ  одну  степень  свободы,  то  координаты  всЬхъ  ея  точекъ 
могутъ  быть  выражены  въ  функщи  одной  независимой  (Лагранжевой)  пе- 
ременной д;  тогда  кинетическая  энерпя  будетъ  иметь  такой  видъ: 

Г=/Ц|)'>  (895, 

и  потенщальная  функщя  можетъ  быть  тоже  выражена  въ  функщи  пере- 
менной ?:  рг  _  ф  (д)в 

Итакъ,  мы  им'Ьемъ  дифференциальное  уравнеше: 


/"(«)  (^)=Т,-Пй 4-9(9), 


откуда 

где  С  произвольная  постоянная,  определяемая  по  начальнымъ  условгяиъ 
движешя. 

3.  531.  Составить  уравнеше  движен1я  твердаго  гЬла,  вращающагося 
около  горизонтальной  оси  при  дййствш  силы  тяжести  (физическ1й  маят- 
никъ).  Р*ш.:  По  формул*  (718): 

где  ^  моментъ  инерцш  маятника  относительно  его  оси  вращешя.  Опре- 
деляя положеше  маятника  угломъ  в,  который  плоскость,  проходящая  че- 
резъ  ось  вращешя  и  черезъ  центръ  массы,  образуетъ  съ  вертикальною 
плоскостью,  и  считая  ось  (С)  направленною  вертикально  внизъ,  а  начало 
координатъ  на  оси  вращешя,  им'Ьемъ: 

<°  =  -^ ,     Н=№е=  №  сов  »,  (897) 
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гд^  5  разстояше  центра  массы  отъ  оси  вращешя.  Предполагая,  что  въ 
начальный  моментъ  маятникъ  былъ  отклоненъ  на  уголъ  &0  отъ  положения 
равнов'Ьая  и  находился  въ  покой,  по  уравнешю  (894)  получаемъ: 


(§)*= 


2\ьдз  (соз  Ь  —  соз  Ь0).  (898) 


Это  уравнете  по  своему  виду  совпадаегъ  съ  уравнетемъ  движешя  мате- 
матическаго  маятника.  А  именно,  применяя  къ  последнему  законъ  энерпи, 
можемъ  написать: 


№)- 


П  —  I  =  2д  (соз  в  —  соз  в0),  (899) 

гд*  I  длина  математическаго  маятника  (для  сравнешя  см.  §  322).  Урав- 
вешя  (898)  и  (899)  сделаются  тождественными,  если  принять 

*  =  —  •  (900) 

Это   выражеше  называется  длиною   физическаго  маятника.   Бол^е 
подробное  изслйдоваше  о  физическомъ  маятнике  см.  въ  §§  552  и  553. 

Устойчивость  и  неустойчивость  равновФздя  системы 
матер1альныхъ  точекъ. 

522.  Понято  объ  устойчивости  и  неустойчивости  равнов%С1Я.  Относи- 
тельно этого  вопроса  нужно  различать  несколько  случаевъ.  1)  Если  всЬ 
или  некоторый  точки  какой-либо  системы  будутъ  весьма  мало  отклонены 
отъ  ихъ  положенШ  равнов*с1я  и  будутъ  предоставлены  самимъ  себ*,  то 
можетъ  случиться,  что  он*  будутъ  возвращаться  въ  положешя  равновЬЫя 
и,  пройдя  черезъ  нихъ  вслЪдствге  уже  пршбрЬтенныхъ  скоростей,  опять 
весьма  мало  отклонятся  отъ  положенШ  равнов,Ьс1я,  посл'Ь  чего  опять 
начнутъ  приближаться  къ  этимъ  положешямъ  и  т.  д.,  т.  е.  будутъ  совер- 
шать колебательный  движешя,  проходя  при  этомъ  черезъ  положешя  равно- 
вОДя.  2)  Отклоненныя  точки  могутъ  и  не  возвращаться  въ  положешя 
равнов4с1я,  но  двигаться,  оставаясь  все  время  весьма  близкими  къ  этимъ 
положешямъ.  То  же  самое  можегь  случиться,  если  точкамъ,  поел*  откло- 
нешя  ихъ  отъ  положенШ  равновОДя,  будутъ  сообщены  весьма  малыя  ско- 
рости. Этотъ  посл-Ьдшй  случай  заключаетъ  въ  себ*  предыдупце  какъ  ча- 
стные. Если  такое  движете  произойдете  при  всякихъ  возможныхъ 
отклоненгяхъ,  то  равнов*с1е,  въ  которомъ  раньше  находилась  си- 
стема, называется  устойчивымъ.  3)  Точки  системы  могутъ,  посл4 
весьма  малаго  отклонешя  ихъ  отъ  положенШ  равнов4с1я,  продолжать  отъ 
нихъ  удаляться.  Если  это  случится  при  всякихъ  возможныхъ  отклоне- 
нгяхъ, то  бывшее  равнов'Ьае  называется  неустойчивыми  4)  Точки 
системы  могутъ  въ  отклоненныхъ  положешяхъ  остаться  въ  поко'Ь.  Въ  этомъ 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   512    — 

случай  равновесие  называется  безразличными  5)  Можетъ  слу- 
читься, что  при  однихъ  отклонешяхъ  системы  движете  ея  будегь 
удовлетворять  признаку  устойчивости,  а  при  другихъ  отклонешяхъ  этого 
не  будетъ. 

523.  Аналитически  признакъ  устойчивочти  равновЪЫя  дня  случая,  когда 
вн*шн1я  силы  им%ютъ  потенц!альную  функц'по.  Изучеше  этой  функщи  въ 
связи  съ  закономъ  энерпи  можетъ  служить  для  установлешя  слйдующаго 
признака  устойчивости  равнов,Ьс1я. 

Въ  §  503  мы  вид-Ьли,  что  въ  случай  существованья  потенщальной 
функщи  услов1е  равновйая  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  при  всЬхъ  возмож- 
ныхъ  перем'Ьщешяхъ  ея  было  о11=0.  Но  услов1е,  чтобы  при  безконечно- 
малыхъ  изм'Ьнешяхъ  перемгЬнныхъ  дифференщалъ  перваго  порядка  функ- 
щи этихъ  перем*нныхъ,  при  данныхъ  значешяхъ  посл'Ьднихъ,  равнялся 
нулю,  есть  необходимое,  но  еще  недостаточное  услов1е  того,  чтобы  функ- 
тця  при  этихъ  значешяхъ  перем'Ьнныхъ  им'Ьла  значеше  максимумъ  или 
минимум ъ.  Такимъ  образомъ,  во  всЬхъ  положешяхъ  системы,  при  ко- 
торыхъ  потенщальная  функщя  получаетъ  одно  изъ  своихъ  значешй  ма- 
ксимума или  минимума,  эта  система  находится  въ  равновЪсш.  Лагранжъ 
зам*Ьтилъ,  что  значешямъ  максимумовъ  потенщальной  функгии 
соотв'Ьтствуютъ  положешя  устойчиваго  равнов'Ьсхя  системы. 
Строгое  доказательство  этого  даль  потомъ  Лежёнъ-Дирихлё  (Ьедеппе- 
ВичсЬЫ).  Оно  состоитъ  въ  сл-Ьдующемъ. 

Пусть  будетъ  II  одно  изъ  максимальныхъ  значешй  потенщальной  функ- 
щи и  д4,  </2, . . .  ц{  соотв4тствующ1я  ему  значешя  независимыхъ  (Лагран- 
жевыхъ)  координагь,  V  —  значеше  той  же  функщи  при  безконечно-ма- 
ломъ  отклоненш  системы  отъ  этого  положешя.  Согласно  предположешю 
имЬемъ:  _ 

при  этомъ  V —  V  безконечяо-малая  величина  не  ниже  второго  порядка, 
потому-что,  при  разложены  этого  приращешя  по  формул*  Тейлора,  первые 
члены,  представляюппе  дифференщалъ  перваго  порядка,  окажутся  ра- 
вными нулю  по  условш  равновЪшя.  Сообщимъ  точкамъ  отклоненной  си- 
стемы безконечно-малыя  скорости  того  же  порядка  малости,  какъ  и  самыя 
отклонения,  и  пусть  будетъ  Т'  соответствующее  этому  значев!е  кинетиче- 
ской энерпи.  Эта  величина,  зависящая  только  отъ  квадратовъ  скоростей, 
будетъ  безконечно-малою  второго  порядка;  притомъ  она  существенно  по- 
ложительная, поэтому  можно  написать: 

Т  +  Т]—11'  =  а\  (901) 

гд-Ь  а  некоторая  безконечно-малая  перваго  порядка.  По  прошеств1и  ка- 
кого-либо конечнаго  промежутка  времени  послгЬ  сообщеннаго  систем*  дви- 
жетя  кинетическая  энерпя  и  потенщальная  функщя  прийутъ  никоторый 
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новыя  значетя  Т  и  II,  и  по  закону  энергш  будетъ: 

Т=  Т  -+-17—  II9. 

Но  Т  >  0;  поэтому 

Г  -+-  *7  —  #'  >  О 

иди 

17>11'  —  Г 

или,  на  основанш  равенства  (901): 

иди  наконедъ 

г7_г7<а2. 

С  непрерывная  функщя  координатъ;  поэтому  безконечно-малой  разности 
значешй  этой  фуякцш  соответствуют^  и  безконечно-малыя  разности  зна- 
ченШ  координатъ.  Отсюда  и  слйдуетъ,  что  во  всякое  время  поел*  сооб- 
щенная систем*  движешя  ея  точки  остаются  безконечно-близкими  къ  ихъ 
иодожешямъ  равновЬс1я. 

524.  Неустойчивость  равновЪЫя.  Строго  доказаннаго  признака  не- 
устойчивости равнов'Ьс1я  привести  нельзя;  но  некоторый  соображешя  ука- 
зываютъ,  что  значетя  минимума  потенщальной  функцш  соответствуют^ 
вообще  говоря,  неустойчивому  равновест.  Покажемъ  это  лишь  для  более 
частнаго  случая  отклонешя  изъ  положетя  равнов4с1я:  когда  точки,  вы- 
веденный изъ  положетя  равнов*с1я,  удерживаются  въ  состоянш  покоя 
и  потомъ  предоставляются  самимъ  себе.  Когда  система  выходить  изъ  со- 
стояшя  покоя,  то  ея  кинетическая  энерпя  во  всякомъ  случай  возрастаетъ, 
такъ  какъ  она  раньше  равнялась  нулю;  но,  по  закону  энергш,  эта  ки- 
нетическая энергия  измйряеть  теперь  произведенную  силами  работу,  ко- 
торая будетъ  поэтому  непременно  положительная.  Итакъ 

Л  —  И'  >  0;  (902) 

но  согласно  предположешю,  что  въ  положенш  равновгЬс1я  системы  1Г=  II 
есть  минимумъ.  имЬемъ 

17'  —  й>о, 

и  неравенство  (902)  показываетъ,  что  при  выход*  отклоненной  системы 
изъ  состояшя  покоя  потенц!альная  функщя  продолжаетъ  возра- 
стать; а  это  показываетъ,  что  точки  системы,  въ  среднемъ,  продол- 
жаютъ  удаляться  отъ  положенШ  равновесия. 

Приведенное  разеуждете  вызываетъ  впрочемъ  существенное  возраже- 
ние: остается  неизвестнымъ,  до  какихъ  пределовъ  будетъ  происходить 
возрастате  кинетической  энергш  и  соответствующее  этому  отклонете 
точекъ  отъ  положения  равнов'Ьск,  и  прюбретаетъ  ли  это  отклонете  ко- 
нечный значетя, — чтб  собственно  только  и  можетъ  служить  признакомъ 
неустойчивости  равновЪая, — или  оно  остается  безконечно-малымъ. 

П.  Соховъ.—  Осиовамя  теорет.  механики.  33 
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3.  532.  На  неподвижной  ци лип дри ческой  поверхности  съ  горизонтальными 
образующими  покоится  тяжелое  твердое  тЪло,  ограниченное  тоже  цилиндри- 
ческою поверхностью,  образуюпця  которой  параллельны  образующимъ  первой 
поверхности,  причемъ  поверхность  по  поверхности  могутъ  совершать  только 
каташе.  Определить  условге  устойчивости  равновЪсш  этого  твла.  Рйш.:  Во- 
просъ  о  равнов-всш  этого  тЬла  сводится  очевидно  къ  вопросу  о  равновйсш 
плоской  фигуры,  находящейся  въ  вертикальной  плоскости,  которая  перпен- 
дикулярна къ  образующимъ  объихъ  цилиндрическихъ  поверхностей,  ограни- 
ченной некоторою  лишею  в,  которая  касается  къ  другой  лиши  а,  неподвиж- 
ной и  находящейся  въ  той  же  вертикальной  плоскости.  Эта  плоская  фигура 
будетъ  тогда  находиться  въ  положенш  равновъс1я,  когда  ея  центръ  тяжести 
и  точка  касашя  линхй  в  и  о  будутъ  находиться  на  одной  вертикальной  пря- 
мой. Эта  прямая,  по  свойству  катанья,  служитъ  нормалью  къ  траектории  центра 
тяжести.  Если  нормаль  вертикальна,  то  касательная  къ  этой  траекторш  гори- 
зонтальна, а  поэтому  въ  положеши  равновЪсш  высота  центра  тяжести  или 
максимумъ  или  минимумъ.  Равновесие  будетъ  устойчивое,  если  при  этомъ 
траектор1я  центра  тяжести  будетъ  обращена  своею  выпуклостью  внизъ,  что 
соотв-втствуеть  максимуму  потенщальной  функц!и  силы  тяжести  [см.  форму- 
лу (897)].  Чтобы  узнать,  будетъ  ли  это  услов1е  выполнено  въ  каждомъ  отдъль- 
номъ  случай,  нужно  определить  кругъ  перегиб  о  въ  (§§  178  и  179)  и  посмотреть, 
будетъ  ли  центръ  тяжести  находиться  внутри  его  или  нътъ. 

3.  533.  На  горизонтальное  круглое  бревно  данной  толщины  подоженъ  приз 
матическШ  брусокъ  съ  прямоугольнымъ  поперечнымъ  съчешемъ  такъ.  что 
въ  положенш  равновъс1я  его  боковыя  ребра  горизонтальны  и  перпендикулярны 
къ  направление  бруска.  При  какой  высотв  поперечнаго  съченш  бруска  его 
положеше  равновъс1я  будетъ  устойчивое?  Для  ръшен1я  воспользоваться 
соображен  1ями  задачи  175. 

3.  534.  На  горизонтальной  плоскости  лежитъ  однородное  тъло,  состоящее 
изъ  полушар1я  и  изъ  прямого  кругового  цилиндра,  основашемъ  которому  слу- 
жить площадь,  которая  отдъляетъ  лолушар1е  отъ  цълаго  шара.  Тъло  касается 
къ  плоскости  шаровою  поверхностью.  Опредълить  высоту  цилиндра,  при  ко- 
торой равновесие  даннаго  тъла  перестаетъ  быть  устойчивымъ.  При  ръшеши 
см.  задачу  465. 

525.  Колебательное  движете  системы  около  положешя  устойчива™ 
равновЪЫя  въ  случае  одной  степени  свободы.  Предполагая,  что  система 
им'Ьетъ  одну  степень  свободы,  можно  положеше  ея  определять  однимъ  не- 
зависимымъ  (Лагранжевымъ)  параметромъ  </.  Пусть  будетъ  д  его  значе- 
ние въ  положенш  устойчиваго  равновЪая  системы  и  П=1Т(д)  соответ- 
ствующее этому  значеше  потенщальной  функщи.  Разности  д — д  и  II—  V 
остаются,  въ  случаЬ  устойчивости,  весьма  малыми.  Введя  переменную 

въ  выражеше  (895),  можно  написать 


Г  (д  -Н  «)  =  Г  (в)  ■+■  у  Г  (0)  -*-  -^  Г  (0) 


и  принять  _   I  лл\2 
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пренебрегая   безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ.  Такъ  какъ  Т  су- 
щественно положительная,  то  /"(?)>  О,  и  можно  положить: 

Пя)  =  «'• 
Съ  другой  стороны 

гд-Ь  черта  надъ   производными  отъ  V  означаетъ,   что   туда  подставлено 
<7  =  </•  По  условга  равнов'Ьыя 

дд        °' 

а  по  условш  устойчивости  17 — 17  <0;  поэтому  можно,  пренебрегая  без- 
конечно-малыми ВЫСШИХЪ  ПОрЯДКОВЪ,  ПРИНЯТЬ: 

V  =  й  -  6  V, 

гд'Ь  — 

2   дда 
Составит,  теперь  уравнеше  движенш  въ  Лагранжевой  формв  (867): 

Л1  да         да 

ИЛИ  <Ра         V 

а*  "*-  7  *  =  °-  <903) 

Это  уравнете  опредйляеть  гармоническое  движете  (§§  281  и  282).  По- 
этому его  рйшеше  можетъ  быть  написано  прямо  по  формул*  (417): 

(-«<)= ?<  *(-«')■        (904) 

Перюдъ  каждаго  колебашя 

«,  =  21с|.  (905) 

Движете  системы  матерхальныхъ  точекъ,  имеющей  бол^е  одной  сте- 
пени свободы,  около  положен1я  устойчиваго  равнов-Ьск,  состоитъ  тоже  изъ 
гармоническихъ  колебанШ,  но  только  уже  сложныхъ,  получающихся  отъ 
сложен1я  нЪсколькихъ  простыхъ  гармоническихъ  колебанШ  различныхъ  пе- 
рюдовъ.  РЬшеше  этого  вопроса  основано  на  интегрированш  системы  ли- 
нейныхъ  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравненШ  второго  порядка. 

3.  535.  Однородное  полушарге,  покоющееса  на  негладкой  горизонтальной 
плоскости  своею  выпуклою  стороною,  весьма  мало  отклонено  отъ  положешя 
равновъс1я  и  предоставлено  самому  себъ.  Определить  его  движете.  Для  ръ- 
шен1я  нужно  принять  во  внимаше,  что  при  данныхъ  услов1яхъ  весьма  малое 
колебате  полушар1я  около  положен1я  равно  въчия    можно  разсматривать  какъ 

33* 
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вращеше  около  горизонтальной  оси,  проходящей  черезъ  точку  касанш  полу- 
шар1Я  съ  плоскостью.  Означая  черезъ  а  уголъ  отклонена  прямой,  проходящей 
черезъ  О  центръ  шара,  и  черезъ  С\  дентръ  массы  полушаргя,  отъ  вертикаль- 
ной лиши,  имъемъ: 

гд-Ь  «7,  моментъ  инердДи  полушария  относительно  оси  вращеи1я,  можетъ  быть 
опред^ленъ  по  формул*  (746),  которая  дастъ  для  момента  инерцш  полушари 
относительно  оси,  проходящей  черезъ  центръ  шара 

3  2 

но  «Т7  =  /в  -4-  {1с',  гдъ  с  =  ОС  —  -^  #  (задача  465),  а  р.  =  тг  тс  йа.    Отсюда    можно 

определить  ^е  и  потомъ  ^  =  ^е-^-\^(В  —  с)3.  Далъе 

V  =  \кдс  со8а  =  рдс  —  -^  дса?  ч-  . . .  =  Ь  —  ^  [ьдса*  -*-... 
Послъ  этого  остается  приложить  формулы  §  525. 

Законъ  движетя  центра  массъ. 

526.  Случай  свободной  системы  матер«альныхъ  точекъ.  Предположим!, 
что  въ  числ*Ь  возможныхъ  для  системы  переьгЬщенШ  находятся  всяк1Я 
поступательныя  перемещения;  тогда  между  различными  предположе- 
шями  относительно  возможныхъ  вар1ащй  (дифференщаловъ)  координагь 
можно  сд'Ьлать  так1я: 

«1  =  «.  =  «з  =  •  •  •  =  8*я, 

от)1=  бт)а=  6т|з=  ...  =  8т]п,  (906) 

8^1  =  ЗСа  =  8^з  =  •  •  •  =  2С*;    ' 
потому-что  поступательное  перем^щеше  характеризуется  равенствомъ  пе- 
ремЪщешй  всЬхъ  точекъ  системы.   Применяя  равенства  (906)  къ  выра- 
жению (847)  принципа  Даламбера  и  вынося  равные  множители  за  знакъ 
суммы,  можно  написать: 

«.  2  (*  -  »,  §)  -  42  (Н,  -  *,  5<)  -н  «.X  (2,.  -  ,„  5)  =  О- 

Такъ  какъ  предполагается  возможнымъ  поступательное  перемйщеше  по 
всякому  направленш,  то  о*и,  87]и,  о^  остаются  произвольными,  а  по- 
этому предыдущая  зависимость  распадается  на  три  отд'Ьльныхъ  уравнеюя: 

2-,$  =  2Е,., 


2»,5  =  2^ 


(907) 
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Пусть  будетъ  ц.  масса  всей  системы.  Въ  формулахъ  для  центра  массы: 

въ  которыхъ  |с,  1\с,  Сс  суть  координаты  центра  массы,  можно  эти  коор- 
динаты разсматривать  какъ  определенный  функщи  времени,  зависания 
отъ  того,  какъ  происходить  движете  всвхъ  точекъ  системы.  Дифферен- 
цируя равенства  (908)  два  раза  по  I,  получимъ: 


Построимъ  векторъ  В,  для  котораго 


Еж. 


^  =  «*>  (909> 


Вг  =  X 2,.; 


(910) 


его  можно  разсматривать  какъ  равнодействующую  всЬхъ  д'Ьйствующихъ 
на  систему  силъ,  параллельно  перенесенныхъ  въ  одну  точку.  Въ  виду 
равенствъ  (909)  и  (910)  уравнешя  (907)  принимать  видъ: 


й1* 


=    ВГ 


(911) 


и  выражаюгь  собою  законъ  движен1я  центра  массъ: 

Если  для  системы  матер1альныхъ  точекъ  возможны  всякая 
поступательный  перемещения,  то  центръ  массы  системы  дви- 
гается какъ  свободная  материальная  точка,  масса  которой 
равна  масс*  всей  системы  и  къ  которой  приложены  силы,  гео- 
метрически равныя  силамъ,  дЬйствующимъ  ра  различный  точки 
системы. 

527.  Случай  несвободной  системы  натер1альныхъ  точекъ.  Законъ  дви- 
жеи!я  центра  массъ  можетъ  быть  приложенъ  и  къ  случаю  движешя  не- 
свободной системы,  если  только  между  ея  перемйщетями  находится  по- 
ступательное по  какому-либо  направлешю.  Беря  по  этому  направлению 
ось  (5),  можно  въ  принцип*  Даламбера  сделать  сл'Ьдуюпця  предположешя: 

=  «., 


и  мы  найдемъ: 


8$,  =  6?2  =  853  = 

3^  =  8Т]3  =  07)3  = 

8^1    =   8^2  =   8^3    = 


•  =  «ч.  =  о, 


«.*(*— 2)=° 
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ИЛИ,   ПО    ПРОИЗВОЛЬНОСТИ   3;п: 

14  2  =  1* 

или,  по  первой  изъ  формулъ  (909)  и  (910): 

Итакъ,  по  тому  направленш,  по  которому  возможно  посту- 
пательное движеюе  системы,  центръ  массы  движется  какъ  ма- 
териальная точка  съ  массою  всей  системы  при  д1*йств1и  силы, 
равной  сумм*  проекщй  всЬхъ  данныхъ  силъ  на  это  напра- 
вленге. 

Легке  также  убедиться,  что  если  для  системы  возможны  всяия  по- 
ступательный перем'Ьщетя  параллельно  некоторой  плоскости,  то  и  при 
такомъ  движеши  оправдывается  законъ  движетя  центра  массъ,  причемъ 
нужно  предполагать,  что  на  эту  точку  д'Ьйствуетъ  геометрическая  сумма 
проекщй  данныхъ  силъ  на  плоскость.  Если  эту  плоскость  принять  "за 
плоскость  (1г\\  то  законъ  выразится  двумя  первыми  изъ  уравненШ  (911). 

528.  Значете  закона  движешя  центра  массъ  въ  механик*. 

а)  Законъ  движешя  центра  массъ  выясняетъ  намъ  истинное  пони- 
же о  матер1альной  точкЬ.  Устанавливая  это  поняпе  (§  213),  мы 
условились  заменять  тЬло  матер1альною  точкою  не  только  въ  томъ  слу- 
чае, когда  размеры  гЬла  очень  малы  въ  сравнеши  съ  проходимыми  его 
точками  путями,  но  также  и  тогда,  когда  совершаемое  имъ  движете  во- 
обще можно  считать  поступательнымъ  и  следовательно  определять  это 
движете  движешемъ  одной  какой-нибудь  его  точки.  Теперь  мы  виднмъ, 
что,  предполагая  всЬ  д*йствующ1я  на  гЬло  силы  приложенными  въ  этой 
точки,  следуетъ  принимать  за  *акую  точку  центръ  массы. 

Ъ)  Законъ  движетя  центра  массъ  иоказываетъ,  что  изучеше  движе- 
тя всякой  свободной  системы  матерхальныхъ  точекъ  можетъ  быть 
сведено  на  два  отдЬльныхъ  вопроса:  на  задачу  динамики  матергальной 
точки  (центра  массы)  и  на  изучеше  такого  движешя  системы,  въ  кото- 
ромъ  одна  ея  точка  (центръ  массы)  остается  неподвижною.  Наприм4ръ, 
если  вопросъ  идетъ  о  свободномъ  движеши  твердаго  гЬла,  то,  поел* 
опредЪлешя  движетя  его  цевтра  массы,  остается  изучать  только  его 
вращательное  движете  около  центра  массы. 

с)  Внутренн1я  силы  системы  не  могутъ  вл1ять  на  движеше 
ея  центра  массы;  потому  что  ихъ  всегда  можно  свести  на  силы,  по- 
парно равныя  и  прямо-противуположно  направленный,  такъ  что  суммы 
проекщй  ихъ  на  координатныхъ  осяхъ  всегда  равны  нулю;  а  поэтому 
Ву,  В*,  -Кг»  СТ0ЯЩ1Я  въ  уравнешяхъ  (911).  отъ  нихъ  зависать  не  мо- 
гутъ. Такимъ  образомъ,  если  во  время  движетя  свободной  системы  воз- 
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никаютъ  новыя  связи  между  ея  точками  или  уничтожаются  связи,  суще- 
ствовавшая раньше,  то  это  нисколько  не  влгяегь  на  движете  центра 
массы. 

529.  Законъ  сохранения  движешя  центра  массъ.  Если  въ  свободной 
систем*  матергальныхъ  точекъ  действуютъ  только  внутренн1я 
силы,  то 

В^  =  О,     ВУ]  =  О,     В^  =  О, 

и  уравнешя  (911)  показываютъ,  что  тогда  центръ  массъ  не  им-Ьетъ 
ускоретя,  т.  е.  онъ  двигается  прямолинейно  и  равномерно.  Этоть 
результатъ  называется  закономъ  сохранен1я  движешя  центра 
массъ. 

Помимо  того,  что  онъ  служить  для  объясненгя  различныхъ  явленШ 
(§  530),  онъ  им4етъ  важное  значеше  для  аналитической  механики,  по- 
тому что  уравнешя  (907)  даютъ  теперь  шесть  интеграловъ  уравненШ 
динамики: 

**§=<*.     ^  =  С»     ^§  =  °з;  (912) 

т.5,  =  Сх1  -ь  С4,    шЛ  =  Са*  -н  СБ,    т&  =  Сг1  -4-  Св1      (913) 

где  произвольныя  постоянный  могутъ  быть  определены  по  начальнымъ 
услов1ямъ  движешя. 

530.  Частные  выводы.  Законъ  движешя  центра  массъ  им-Ьетъ  множе- 
ство приложенШ  при  выяснеши  различныхъ  случаевъ  движешя  гЬлъ  въ 
природе.  Приведемъ  несколько  примеровъ. 

а)  Изъ  астрономическихъ  наблюдешй  известно,  что  вся  солнечная 
система  находится  въ  посту пательномъ  движеши  по  направлен  1ю  къ  со- 
звЬздш  Геркулеса.  Это  нужно  понимать  такъ,  что  центръ  массы  всей 
системы,  состоящей  изъ  солнца  и  планетъ  съ  ихъ  спутниками  движется 
по  направленш  къ  созвездш  Геркулеса;  отдельный  же  гЬла  солнечной 
системы  двигаются  различнымъ  образомъ  вокругь  этого  центра  массы. 

Ь)  Если  разсматривать  движете  земли  съ  луною  около  солнца  и  не 
обращать  внимашя  на  притягательное  действге  остальныхъ  планетъ,  то 
нужно  принимать,  что  не  центръ  земли  слЬдуетъ  законамъ  Кеплера,  а 
центръ  массы  системы,  состоящей  изъ  земли  и  луны. 

с)  При  движеши  тела  около  земной  поверхности  при  дЬйствш  только 
силы  тяжести  (т.  е.  если  пренебрегать  сопротивлешемъ  воздуха)  центръ 
массы  тела  описываегь  параболу  (§§  275  и  276).  Напримеръ,  если  бро- 
сить систему  шаровъ,  связанныхъ  нитями,  то,  какое  бы  сложное  движе- 
те шары  при  этомъ  ни  совершали,  общШ  центръ  массы  ихъ  будетъ  опи- 
сывать параболу.  Если  въ  начале  движешя  нити  не  были  натянуты,  то 
центръ  массы  каждаго  шара  и  центръ  массы  всей  системы  начинаютъ 
описывать  параболы;  въ  тотъ  моментъ,  когда  нити  между  шарами  натя- 
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нутся,  движете  каадаго  отд4льнаго  шара  сразу  изменится,  но  центръ 
массы  всей  системы  будетъ  продолжать  описывать  прежнюю  параболу. 
Если  нити  порвутся,  то  шары  начнутъ  снова  параболичесюя  движешя 
по  различнымъ  направлешямъ;  центръ  же  массы  всей  системы  будетъ 
продолжать  прежнее  параболическое  движете. 

й)  Мгновенный  силы,  если  он$  появляются  между  точками  системы 
во  время  ея  движетя,  не  могутъ  повл1ять  на  движете  центра  массъ, 
потому  что  являются  силами  внутренними,  отличаясь  огь  обыкновенныхъ 
силъ  только  интенсивностью  и  краткостью  д*йств1я  (§  235).  Если  на- 
примЗфъ  въ  связке  шаровъ  два  шара  во  время  полета  сталкиваются  и 
ударяются  другъ  о  друга,  то  скорости  ихъ  центровъ  сразу  получаютъ 
значительный  изм-Ьнешя  по  величин*  и  по  направленш;  но  это  не  влгяетъ 
на  движете  центра  массы  всей  системы.  Если  артиллерхйскШ  снарядъ 
во  время  полета  взрывается  и  разлетается  на  мелше  куски,  то  центръ 
массы  его  все-таки  продолжаете  свое  прежнее  движете.  Конечно  это  бу- 
детъ справедливо  только  при  томъ  предположены,  что  сопротивление  воз- 
духа не  оказываете  вл1яв1я  на  законъ  движетя. 

е)  Если  центръ  массы  двигающейся  системы  находится  въ  поко*,  то 
при  дгЬйствш  однихъ  только  внутреннихъ  силъ  онъ  не  можете  придти 
въ  движете.  Если  челов'Ькъ  находится  въ  поко'Ь  на  абсолютно  гладкой 
горизонтальной  плоскости,  то  онъ  не  можете  переместить  своего  центра 
тяжести  въ  горизонтальномъ  направленш,  такъ  какъ  проекщя  силы  тя- 
жести и  нормальнаго  сопротивлетя  плоскости  на  всякое  горизонтальное 
направлете  равна  нулю,  а  силы  мускуловъ  —  силы  внутрентя.  Возмож 
ность  передвижетя  челов-Ька  въ  горизонтальномъ  направленш  обусловли- 
вается только  существоватемъ  третя  въ  точкахъ  опоры,  представляю- 
щаго  собою  силу  внешнюю  и  притомъ  такую,  проекщя  которой  на  гори- 
зонтальную плоскость  не  равна  нулю. 

!)  Если  въ  систем*,  находящейся  въ  поко*,  под*йствуютъ  внутрентя 
мгновенный  силы,  наприм'Ьръ  произойдете  взрывъ  и  система  разлетится 
на  части,  то  центръ  массы  ея  все-таки  останется  на  м^сгЬ.  Этимъ  объ- 
ясняется такъ  называемая  «отдача»  при  стрельб*  изъ  ружья  или  «откатъ> 
при  стрельб*  изъ  пушки.  До  выстрела  система,  состоящая  изъ  оруд1Я, 
ядра  и  пороха,  находилась  въ  поко*;  давлете,  оказываемое  газами,  ко- 
торые образуются  при  сгаранш  пороха,  представляете  собою  систему 
внутреннихъ  силъ,  который  заставляя  ядро  вылетать  изъ  оруд1я,  приво- 
дить последнее  въ  движете  въ  обратномъ  направленш  такимъ  образомъ, 
что  еслибы  орутце  не  встретило  на  своемъ  пути  вн*шнихъ  сопроти- 
влений, то  центръ  массы  всей  первоначальной  системы  остался  бы  не- 
лодвиженъ. 

3.  536.  На  абсолютно  гладкой  горизонтальной  плоскости  поставленъ  шесть 
въ  вертикальномъ  положенш  и  начинаетъ  падать.  Какъ  будетъ  двигаться  при 
этомъ  его  центръ  массы  и  какого  рода  движете   будетъ  имъть  самый  шесть. 
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Отв.:  Такъ  какъ  для  него  возможно  всякое  поступательное  переигЬщете  въ 
горизонтальномъ  направленш,  а  въ  этомъ  направленш  силы  не  двйствуютъ, 
то  центръ  массы  можетъ  получить  только  движете  вертикально  внизъ.  Дви- 
жете шеста  будетъ  эллиптическое  (§  114). 

3.  537.  На  абсолютно  гладкой  плоскости  двумъ  тъламъ,  связаннымъ  нитью, 
сообщены  скорости  «,  и  VI  въ  противуположныхъ  направлетяхъ,  причемъ  об- 
ыцй  ихъ  пентръ  массы  остается  неподвиженъ.  Въ  какомъ  отношенш  нахо- 
дятся массы  этихъ  шаровъ?  Отв.:  тх1щ  =  V^/V1. 

3.  538.  На  платформ*,  снабженной  колесами  и  стоящей  на  рельсахъ,  поме- 
щена паровая  машина,  Поршень  которой  двигается  параллельно  рельсамъ. 
Какъ  будетъ  двигаться  сама  платформа,  когда  паровая  машина  будетъ  приве- 
дена въ  движете? 

3.  539.  Центръ  массы  системы  совершаетъ  простое  гармоническое  движе- 
те по  прямой  линш.  Опродълить  законъ,  по  которому  дъйствуетъ  равнодей- 
ствующая всъхъ  внъшнихъ  силъ.  Отв.:  Она  пропарцюнальна  разстояшю 
центра  массы  отъ  его  положетя  равновъсгя  и  постоянно  направлена  къ  этому 
положетю. 

Законъ  количества  двиэвешя. 

531.  Выводъ  закона  количествъ  движежя.  Въ  глав*  VI  была  указана 
зависимость  между  количествомъ  движешя  матерхальной  точки  и  импуль- 
сомъ  действующей  на  нее  силы,  а  въ  §  274  было  дано  аналитическое 
выражение  этой  зависимости.  Намъ  предстоитъ  теперь  это  понятие  рас- 
пространвть  на  систему  матер1альныхъ  точекъ.  Для  этого  обратимся  къ 
уравнешямъ  (907),  который  предполагаютъ,  что  для  системы  возможны 
всякгя  поступательныя  перемгЬщетя.  Допустимъ,  что  вторыя  части  этихъ 
уравнешй  выражены  въ  функщи  времени,  и  произведемъ  интегрироваше 
въ  предЬлахъ  отъ  10  до  I.  Мы  получимъ: 

ь  I 

Е ту.  —  X пи>0*  =  /*1  Е.й*  =  2  Ге  й1  =  Щ  , 

«о  «о 

I  Ь 

Еяиу-  2»!»^= /§ЕН.Л=Еу1НЛ=  1^,   \  (914) 

*о  «о 

Векторы  ^  суть  импульсы  силъ.  Ихъ  геометрическую  сумму 

Я  =  *ГХ  -ь  12  ч-  .  . .  =  Ъ1  (915) 

условимся  называть  главнымъ  или  равнод'Ьйствующимъ  импуль- 
сомъ  данныхъ  силъ.  Зависимости  (914)  содержать  проекщи  трехъ  век- 
торъ:  Д  Е0  (§  516)  и  Ш  и  могугь  быть  соединены  въ  одну  зависимость: 

Ё—  Е0  =  Ш,  (916) 

выражающую  законъ  количествъ  движеюя: 
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Если  для  системы  матергальныхъ  точекъ  возможны  всяк1я 
поступательный  перемЬщеюя,  то  для  любого  промежутка  вре- 
мени геометрическая  разность  количествъ  движешя  системы 
геометрически  равна  главному  импульсу  силъ. 

Въ  действительности  въ  природе  не  существуетъ  такихъ  силъ,  ко- 
торый зависали  бы  только  отъ  времени,  и  интегралы  въ  уравнетяхъ  (914), 
пока  не  найдено  движете  системы,  только  фиктивные.  Т'Ьмъ  не  менЪе. 
мы  можемъ  представить  себЬ  таьче  интегралы  численно,  если  вообразшгь, 
что  движете  системы  уже  найдено,  такъ  что  известны  координаты  ка- 
ждой ея  точки  въ  функщи  времени.  А  именно,  тогда  можно  было  бы  под- 
ставить эти  функщи  въ  выражешя  проекщй  силъ,  который,  какъ  мы 
знаемъ,  могутъ  быть  функщями  координатъ  и  ихъ  производныхъ  по 
времени. 

Во  всякомъ  случай,  если  движете  системы  и  не  известно,  зависимость 
(916)  им4етъ  важное  значете  вь  динамик*,  позволяя  по  двумъ  изъ  стоя- 
щихъ  въ  ней  векторовъ  определять  третШ. 

532.  Приложешя  закона  количествъ  движетя.  Законъ  количествъ  дви- 
жен1я  им'Ьетъ  особенно  важное  значете  при  изученш  дЪйствхя  мгновен- 
ныхъ  силъ  на  систему  матер1альныхъ  точекъ.  Въ  динамикЬ  твердаго  гЬла 
(главы  XIX  и  XX)  это  будетъ  им'Ьть  большое  приложете;  теперь  мы  сдй- 
лаемъ  лишь  несколько  зам'Ьчатй  общаго  характера  и  приложимъ  законъ 
къ  н-Ькоторымъ  случаямъ  движетя  изменяемой  системы  точекъ. 

а)  Формулы  (878)  и  (914)  показываютъ,  что  изм^нете  скорости  дви- 
жетя центра  массы  подъ  дЬйств1емъ  главнаго  импульса  силъ  происхо- 
дить совершенно  такъ  же,  какъ  въ  движенш  свободной  матергальной 
точки;  потому-что  уравнен1я  (914)  могутъ  быть  заменены  следующими: 

1">.Е  —  Н-*Ц  =  9^ , 

1*^— ^«04=  ^  (917) 

которыя  по  своему  виду  совпадаютъ  съ  уравнен1ями  (403). 

Вообще  легко  видеть,  что  законъ  количествъ  движенгя  находится  въ 
гЬсной  связи  съ  закономъ  движетя  центра  массъ,  представляя  переход- 
ную форму  къ  последнему. 

Ъ)  Внутрентя  силы  не  могутъ  изменить  количество  движетя  системы 
ни  по  величин*,  ни  по  направленш.  ВсЬ  внутрентя  силы  приводятся 
къ  силамъ,  попарно  равнымъ  и  прямо  противуположнымъ;  векторы,  изо- 
бражаюпце  импульсы  такихъ  силъ  для  одного  и  того  же  промежутка  вре- 
мени, тоже  попарно  равны  и  прямо  иротивуположны,  а  поэтому  геоме- 
трическая сумма  ихъ  равна  нулю.  Отсюда  сл*Ьдуетъ,  что  если  во  время 
движетя  системы  возникаютъ  новыя  связи  или  уничтожаются  связи,  су- 
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ществовавшш  раньше,  то  это  не  извгЬняетъ  величины  и  направлены  ко- 
личества движешя  системы. 

с)  Мгновенный  силы,  если  он*  въ  систем*  внутреннш,  тоже  не  влшютъ 
на  количество  движешя  системы,  какъ  бы  ни  изменялись  при  этомъ  ко- 
личества движешя  отд'Ьльныхъ  точекъ  последней.  Поэтому  соудареше  гЬлъ, 
принадлежащихъ  систем*,  или  происходящШ  внутри  ея  взрывъ  не  могутъ 
изменить  ея  количества  движенш. 

533.  Законъ  сохранежя  количествъ  движешя.  Если  вн^шепя  силы  при- 
водятся  только  къ  парамъ  силъ  или  совсЬмъ  отсутствуютъ,  то  главный 
импульсъ  этихъ  силъ  равенъ  нулю  для  всякаго  промежутка  времени.  Фор- 
мула (916)  даетъ  при  этомъ: 

Е  =  ^о> 

законъ  сохранен1Я  количествъ  движен1я  системы. 

Если  равнодействующая  всЬхъ  вн'Ьшнихъ  силъ,  перенесен- 
ньтхъ  въ  одну  точку,  постоянно  остается  равною  нулю,  то  ко- 
личество движенхя  системы,  для  которой  возможны  всякгя  по- 
ступательный перем*Ьщен1я,  сохраняетъ  свою  величину  и  на- 
правлеюе. 

Это  же  приложимо  и  къ  случаю  дМств1я  мгновенныхъ  силъ. 

Если,  въ  частности,  система  находилась  въ  поко-Ь,  то  при  возникно- 
венш  внутреннихъ  силъ,  наприм^ръ  поел*  взрыва,  она  или  части,  на  ко- 
торый она  разделилась,  начинаютъ  совершать  такое  движеше,  при  кото- 
ромъ  векторъ  Е  остается  равнымъ  нулю. 

3.  540.  Объяснить,  почему  происходить  подъемъ  ракеты.  Отв.:  Ракету 
можно  рассматривать  какъ  систему  матер1альныхъ  точекъ,  состоящую  изъ 
твердаго  тъла  и  изъ  горючаго  состава.  Когда  ракета  подвъшана  на  станкъ  и 
паходится  въ  покоъ,  ея  количество  движешя  равно  нулю.  При  ея  поджиганш 
искры  и  газы,  образующееся  при  сжигаиш  пороховой  массы,  начинаютъ  вы- 
летать изъ  трубки  внизъ  съ  весьма  большою  скоростью;  такъ  что,  несмотря 
на  небольшую  массу  ихъ,  они  даютъ  значительное  количество  движешя,  на- 
правленное внизъ.  Такъ  какъ  геометрическая  сумма  всъхъ  количествъ  движе- 
нхя остается  равною  нулю,  потому-что  взаимодъйствге  между  газами  и  труб- 
кою ракеты  силы  внутрентя,  то  остальная  часть  системы  получаетъ  количе- 
ство движен1я,  направленное  вверхъ. 

3.  541.  Сосудъ,  наполненный  водою  и  могушдй  свободно  двигаться  въ  го- 
ризонтапьномъ  направленш,  снабженъ  сзади  отверспемъ.  Объяснить,  почему 
при  вытеканш  воды  изъ  отверстгя  сосудъ  начнетъ  двигаться  въ  направленш, 
обратномъ  вытеканпо  воды. 

3.  542.  Изслъдовать  соудареше  двухъ  однородныхъ  и  идеально  упругихъ 
шаровъ,  двигающихся  поступательно  такъ,  что  центры  ихъ  остаются  на  одной 
прямой.  Ръшен1е.  Если  шары  идеально  упруги,  то  послъ  всякаго  измънетия 
ихъ  подъ  влгянгемъ  какихъ-либо  силъ  они  опять  принимаютъ  въ  точности 
свою  прежнюю  форму,  какъ  только  эти  силы  перестаютъ  действовать.  При 
соударенш  такихъ  шаровъ  ихъ  кинетическая  энерНя  не  изменяется.  А  именно, 
работа  ихъ  взаймы ыхъ  давлешй  во  время  ихъ  прикосновен!»  и  сжат1я  произ- 
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водится  потомъ,  при  возстановленш  ихъ  прежней  формы,  съ  обратнымъ  зна- 
комъ;  такъ  что  сумма  работъ  за  все  время  соударен1я  равна  нулю,  а  поэтому, 
по  уравнешю  работъ  (886),  кинетическая  энергия  системы  обоихъ  шаровъ  по 
окончанш  явлешя  удара  принимаетъ  свое  первоначальное  значен!е.  Вслъдств1е 
этого  имъемъ: 

2  т^х*  -+-  ^  т^  =  2  т^2  -+-  ^  ЩС2\  (918 

где  т,  и  т2  массы  шаровъ,  сх  и  с2  скорости  ихъ  посту  пате льнаго  движения 
до  удара,  а  ^и^  ихъ  скорости  послов  удара.  Бозьмемъ  ось  (с)  по  линш  дви- 
жешя обоихъ  шаровъ  и  введемъ  въ  уравневде  (918)  вместо  самихъ  скоростей 
ихъ  проекпДи  на  эту  ось,  чтобы  имъть  потомъ  возможность  отличать  то  или 
другое  направлеше  движешя.  Итакъ  напишемъ: 

»*!«?,. а  -+-  т^2*  =  т^.2 -+-  щс22.  (919) 

с  с  Е  с 

Силы  удара  для  системы  обоихъ  шаровъ  силы  внутреншя;  поэтому  можно  при- 
ложить законъ  сохранешя  количествъ  движешя  и  написать: 

т1^1С  -*-  ^з^ай  =  Щс1*  "*-  Щс2*.  $20) 

Уравнетя  (919)  и  (920)  и  могутъ  служить  для  опредЬлея1я  скоростей  с^иг,:. 
Для  рЪшен!я  этихъ  уравненШ  напишемъ: 

Щ  (»1с3  ~  О  =  —  т*  (^  —  О* 
откуда 

*1Ъ  "*" с^  ~  гч  **"  сч 


^    "^  =  "    (^?   -   С1{)' 


:  921 : 


Этотъ  результатъ  можно  такъ  формулировать: 

При  соударен1и  двухъ  идеально  упругихъ  шаровъ,  двигаю- 
щихся по  одной  прямой  лин1и,  ихъ  отпосительпая  скорость,  со- 
храняя свою  величину,  мъняетъ  направлепге  на  обратное. 

Для  окончательная  ръшешя  остается  определить  ъ^  и  г3>  изъ  уравнеши 
(920)  и  (921). 

3.  543.  Изслъдовать  соудареше  шаровъ,  двигающихся  по  одной  прямой, 
въ  случаъ,  когда  они  не  вполнъ  упруги.  Ръшен1е.  Законъ  энергш  теперь 
уже  не  приложимъ,  ибо  поел*  удара  остается  деформапдя  шаровъ,  на  которую 
затрачена  работа,  произведенная  на  счетъ  кинетической  энергш.  Взамънъ  этого 
мы  можемъ  составить  другое  недостающее  намъ  уравиеше.  Опытъ  показываеть 
что  теперь  тоже  происходить  перемъна  знака  относительной  скорости,  но  она 
сопровождается  ея  уменыпешемъ.  Ыьютонъ  предлагаетъ  принимать  въ  этомъ 
случаъ  вмъсто  формулы  (921)  следующую: 

гдъ  д  <  1.  Очевидно,  что  ^  играетъ  здъеь  такую  же  роль,  какъ  коэффищентъ 
возстановлешя  скорости,  введенный  въ  вопросъ  объ  ударь  матерхальной  точки 
о  неподвижную  поверхность  (§  238).  Уравдеше  (922)  вмъсть  съ  (920)  опред*- 
ляетъ  ьх>  п  г.2>. 

3.  544.  Соудареше  абсолютно  неупругихъ  шаровъ,  двигающихся  по  одной 
прямой.  Ръшеп1е.  Вслъдств1е  отсутствш  упругости  нътъ  причины,  чтобы  по 
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окон  чаши  взаимнаго  давлешя  шаровъ  они  опять  разъединялись;  следовательно 
нужно  принять  для  скорости  после  удара 

р5  =  ^  =  «а^ 
или,  все  равно,  д  =г  0.  Вопросъ  решается  однимъ  уравнешемъ  (920): 


Яе  = 


'5 


1Л2 


3.  545.  Определить  работу,  идущую  на  деформацш  не  вполне  упругихъ 
шаровъ.  Отв.:  Она  измеряется  потерею  кинетической  энергш. 

3.  546.  Движете  какихъ-либо  шаровъ  съ  раддусами  гг  и  г3  задано  движе- 
Н1ЯИИ  ихъ  центровъ: 

Наследовать  все  обстоятельства  ихъ  соударения.  Рёшенге.  Будемъ  прини- 
мать во  внимаше  опять  только  поступательный  движешя  шаровъ.  Прежде 
всего  является  вопросъ,  произойдетъ  ли  встреча  шаровъ  и,  если  произойдетъ, 
го  въ  какомъ  месте  пространства  и  съ  какими  скоростями.  Въ  моментъ  удара 
разстояше  между  центрами  шаровъ  делается  равыымъ  сумме  ихъ  раддусовъ; 
поэтому  для  определен1я  момента  удара  имёемъ: 

&  -  У2  -*■  (41  -  4*)'  +  (С.  -  ЬУ  =  (г,  -*-  г2)»,  (924) 

куда  нужно  подставить  фуякцш  (923).  Если  *0  есть  какой-нибудь  моментъ 
времени  до  удара  и  если  найдутся  въ  уравненш  (924)  действительный  ре- 
шешя  для  *,  болышя  чемъ  70,  то  наименьшее  изъ  нихъ  и  будетъ  соответ. 
ствовать  моменту  удара.  Подставивъ  это  значеше  I  въ  функщи  (923)  и  въ 
ихъ     производный,     мы 

найдемъ  положешя  цент-  ^ ~^^ 

ровъ  шаровъ  и  ихъ  ско-  /  ^"Х  ^* -^^ 

рости  с,  и  е.,  въ  моментъ  /  л»  \       /         у  \ 

удара.  При мемъ  прямую  /  т"      "*^ГЛ  \/  д  ~~7х        \ 

0102  (фиг.  218),  соединяю-  /  \уг       \       у  у/   \         \ 

щую  центры  шаровъ  въ  т  "  "  ^  <Г  "1  О        V"  "  "Г  "• 

моментъ   удара,   за    ось  \  *  *  Д  I 

(х)  и  разложимъ  посту-  \  /    \  / 

пательныя  скорости  ша-  ч.  •  N.  >/ 

ровъ    на   слагаемыя   с1х,  ^^ ^^ 

с2л.  по  этой  оси  и  на  ела-  фиг   21й 

гаемыя    сД    с2',   къ   ней 

перпендикулярныя;  причемъ  эти  последшя  слагаемыя  не  будутъ  вообще  го- 
воря лежать  въ  одной  плоскости.  Взаимное  давлеше  шаровъ  въ  течете 
времени  удара  обусловливается  только  слагаемыми  сЛх  и  с^.  и,  если  прене- 
брегать трешемъ  въ  точкахъ  прикосновешя  шаровъ,  ударъ  не  влгяетъ  на 
слагаемыя  с,'  и  с/.  Примёнивъ  для  определешя  V^x  и  г2х,  слагаемыхъ  по  оси 
(х)  скоростей  после  удара,  формулы  задачъ  542,  543  и  544,  мы  найдемъ  для 
полныхъ  скоростей  после  удара: 


'2  . 
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534.  Теорема  Карно.   Если   въ  системе  тЪлъ,   которыя   не  обладают! 

всЬ  идеальною  упругостью,  явились  внутренюя  мгновенныя  силы,  г* 
по  окончанш  изъ  дгЬйств1я  происходить  изагЬнеше  кинетической  энерга 
системы.  Главный  интересъ  представляетъ  случай,  когда  мгновенныя  сил* 
обусловливаются  существовашемъ  связей,  т.  е.  когда  происходить  на- 
примЬръ  соудареше  двухъ  гЬлъ  системы  или  мгновенно  возстанавляюга 
связи,  раньше  но  дЬйствовавпия,  наприм'Ьръ  натягивается  нить.  Въ  та- 
кихъ  случаяхъ  происходить  всегда  потеря  кинетической  энергш,  опре- 
деляемая слЬдующимъ  образомъ  по  одной  изъ  теоремъ  Карно:  Потере 
кинетической  энерпи  измеряется  кинетическою  энерг1ею,  опре- 
деляемою относительными  скоростями  до  и  поел*  удара. 
Доказательство:  По  принципу  Даламбера: 

Можно  предполагать,  что  во  время  действ1я  мгновенныхъ  сидъ,  меж:} 
моментами  /0  и  (х  услов1я  связей  не  изменяются,  такъ  какъ  положена 
системы  въ  этотъ  короткШ  промежутокъ  времени  изменяется  лишь  ни- 
чтожно; поэтому,  интегрируя  обе  части  предыдущаго  равенства  по  '. 
можно  считать  возможный  перемещешя  85,  от,,  8^  постоянными.  Эп 
даеты 

Еж  (г-^5  -4-  г^Зт)  н-  ъуЗф  —  Ем  (гор85  ■+-  *>щЩ  -*-  *\г^») 

I  I  < 

=  V  Г  Г  ел  .  36  -ь  Сш( .  Зт]  -*-  Сш .  зс|  = 

'о  'о  «о 

=  2  (^36  н-  «^8Ч  н-  ^30,  (925- 

где  удержаны  только  импульсы  мгновенныхъ  силъ,  а  импульсы  постоянно 
действующихъ  силъ  отброшены  какъ  ничтожно  малые  для  разематривае- 
маго  промежутка  времени.  Мгновенныя  силы  предполагаются  внутрен- 
ними, а  таковыя  попарно  равны  и  иротивуположно  направлены;  поэтому 
при  всякомъ  возможномъ  перемЬщенш  системы  изъ  того  положешя, 
въ  которомъ  она  находится  во  время  или  въ  конце  действ1я  мгновен- 
ныхъ силъ,  вторая  часть  равенства  (925)  равна  нулю.  Въ  частности,  это 
будетъ  справедливо  и  для  того  перемЬщешя,  которое  въ  действитель- 
ности произойдете  непосредственно  вследъ  за  окончашемъ  действ1я  мгно- 
венныхъ силъ;  т.  е.  первая  часть  равенства  (925)  равна  нулю  и  въ  та- 
комъ  случае,  если  принять: 

8;  =  Л\  =  гМ,     щ  =  йт\  =  V^Яи      ^  =  <%•  =  гг<Н- 
Итакъ 

2  т  Щ  —  \)  г\  н-  (^  —  Ч-ц)  г7]  ■+•  («V  —  V)  <|  =  0. 
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(926) 

гд-Ь  Т0  и  Т  кинетическая  энерпя  системы  до  и  поел*  д*йств1я  мгновен- 
ныхъ  сидъ,  а 

Тх=\  Еж  [(*?  -  ь^у  -+-  (г,  -  гщу  -+-  (V,  -  V)2]  =  \  2»»»,», 
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— 

Принимая  во  внимаше, 

что 

(V 

-  \)  \ 

—  2 

IV- 

*0{' 

.  д.,  находимъ: 

V 

—  Г  = 

г„ 

гд4 


*>о> 


можно  назвать  скоростью  точки  поел*  удара  относительно  ея  скорости  до 
удара. 

3.  547.  Решить  задачу  545  непосредственно  по  теореме  Карно. 

3.  54В.  Два  шкива,  имъюшдя  параллельный  оси,  и  находящееся  въ  одной, 
перпендикулярной  къ  осямъ  плоскости,  связаны  неупругою  и  ненатянутою 
веревкою,  укрепленною  своими  концами  на  окружностяхъ  шкивовъ.  Послъд- 
нимъ  сообщаются  вращешя  съ  угловыми  скоростями  сох  и  ш2,  всдъдств1е  чего 
наступаетъ  моментъ,  когда  веревка  натягивается.  Определить  угловыя  ско- 
рости, ш,'  и  щ\  шкивовъ  по  окончанш  дъйствш  мгновеннаго  сопротивлешя 
веревки,  считая  последнюю  неупругою.  Ръш.:  Бъ  моментъ  окончашя  дъй- 
ств1я  мгновенныхъ  силъ  скорости  точекъ  на  окружностяхъ  шкивовъ  стано- 
вятся равными;  поэтому,  если  г,  и  га  ихъ  раддусы: 

ш,'^  =  ш272.  (927) 

Означая  черезъ  ^1  и  «7"я  моменты  инерщи  шкивовъ  относительно  осей 
вращешя  и  принимая  во  внпмаше  формулу  (718),   по  теоремъ   Карно  имъемъ: 

^п?  -+-  ,7>а3  -  (^ш^2  -+-  е/2ша'2)  =  7^  (со/  —  ш,)2  -+-  «7,  (ш,1  —  ш,)3.      (928) 

Уравнен1я  (927)  и  (928)  и  опредъляютъ  ш,'  и  о)а'. 

Законъ  моментовъ  кодичествъ  движетя. 

535.  Выводъ  закона.  Предположимъ,  что  для  системы  матер1альныхъ 
точекъ  возможны  вращательныя  перем'Ьщетя  около  осей  всякаго  напра- 
влен1я,  ироходящихь  черезъ  данную  точку.  Принявъ  эту  точку  за  начало 
координатъ,  можно  тогда  для  вар1ащй  координатъ  сделать  следующая  до- 
иущен1я  [см.  формулы  (144)]: 


8ТГ]  =  1*^0/=   (<©г$    <!>.у)  К 

о^  =  IV  Ы  =  (а>„1Г)  —  ш^) 


8^ 


гд*  о*  безконечно-малый  множитель  пропорциональности.   Подставляя  эти 
выражешя  въ  услов1е  (847),   принципъ  Даламбера,  и  принимая  во  вни- 
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маше,  что  <*>.,   а>~,   о>-,  какъ  элементы  обпце  для  всЬхъ  точекъ  системы, 
могутъ  быть  вынесены  за  знакъ  суммъ,  находимъ: 


ч2И--5-)-«(«-5)] 


-^)-,(.— 2)Н 


Такъ  какъ  здъсь  <о,,  <о„,  о>_  произвольны,  потону  что  предполагается 
возыожныиъ  вращеше  около  оси  всакаго  направлешя,  то  каждая  изъ 
суммъ  последнего  уравнешя  въ  отдельности  равна  нулю.  Поэтому: 

V}- 


Ът 


(929) 


Первыя  части  этихъ  уравненШ  можно,  подобно  тому  какъ  это  было 
сделано  для  одной  материальной  точки  (§  263),  представить  въ  вид*  про- 
изводныхъ  по  времени  и  написать: 


йЕт 


си 

«-(«1- 

й* 

««(«§- 

=  мг 


=  ЛГ,, 


л 


=  м, 


с- 


(930) 


Въ  первыхъ  частяхъ  подъ  знакомъ  производныхъ  стоять  слагаемый 
вектора  К,   момента  количествъ  движешя  системы  (§  517),  и  эти 
нен1я  можно  такъ  представить: 


йК, 


\ 


ж=м? 


акг 


=  дгч, 


с11 


■=мг. 


(931) 


Здвсь  первыя  части  можно  разсматривать  какъ  слагаемый  скорости 
конца  вектора  К,  проведеннаго  изъ  начала  координатъ,  или,  всеравно. 
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какъ  слагаемый  геометрической  производной  К1  этого  вектора.  Вторыя 
же  части  уравненШ  (931)  суть  слагаемый  статическаго  момента  М  всЬхъ 
силъ  относительно  начала  координатъ.  Поэтому  можно  написать: 

К1  =  М  (932) 

и  сказать:  Если  для  системы  матер1альныхъ  точекъ  возможны 
вращательныя  движен1я  около  всякихъ  осей,  проходящихъ  че- 
резъ  данную  точку,  то  во  всяюй  моментъ  времени  геометриче- 
ская производная  момента  количествъ  движеюя  системы  отно- 
сительно этой  точки  геометрически  равна  статическому  мо- 
менту приложенныхъ  къ  систем*  силъ  относительно  той  же 
точки. 

Въ  этомъ  состоять  законъ  моментовъ  количествъ  движен1я. 

536.  Законъ  нонентовъ  количествъ  движемя  по  отношение»  къ  центру 
массъ  для  свободной  системы  натертальныхъ  точекъ.  При  вывод*  этого 
закона  въ  предыдущемъ  параграф*  предполагалось,  что  точка,  относи- 
тельно которой  рассматриваются  моменты,  неподвижна.  Хотя  относи- 
тельно какой-либо  произвольно  взятой  подвижной  точки  законъ  момен- 
товъ не  оправдывается,  но  онъ  все-таки  сохраняетъ  свою  силу,  если  за 
такую  точку  взять  центръ  массы  двигающейся  системы.  Чтобы  это  по- 
казать, воспользуемся  теоремою  §  517.  При  этомъ,  для  статическаго  мо- 
мента напишемъ: 

«2  =  2  (ч2  -  СН)  =  Е  [(%  н-  чО  2  -  «.  ч-  О  Н)]  = 

=  Ч.Е2  — ?.ЕН  -ь  I  (Ч'2  —  СН)  =  ^  —  ^  4-  Л^', 

гд*  1&ъ  есть  слагаемая  по  оси  (?)  статическаго  момента  относительно 
центра  массъ.  Поел*  этого  по  формул*  (880)  первое  изъ  уравнешй  (931) 
можетъ  быть  такъ  представлено: 

Но  по  формул*  (881)  и  по  формуламъ  (911),  выражающимъ  законъ 
движешя  центра  массъ,  который  теперь  можетъ  быть  приложенъ,  потому 
что  система  предполагается  свободною,  им'вемъ: 


ак, 

~Л1 


поэтому  равенство  (933)  и  два  друпя,   ему  аналогичный,  приводить  къ 
сл'Ьдующимъ: 

1Г=М1>     ~^  =  М^     "йГ  =  ^  <934> 

П.  Соиовъ.~Основан1я  теорет.  механики.  34 
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которыя  показываютъ,  что  для  свободной  системы  матер1альныхъ 
точекъ  законъ  моментовъ  количествъ  движемя  вЪренъ  и  по 
отношен1ю  къ  одной  подвижной  точки,  центру  массъ  системы. 

537.  Законъ  моментовъ  количествъ  движешя  для  несвободном  сметены 
матер1альныхъ  точекъ.  Для  свободной  системы  точекъ  законъ  моментовъ 
количествъ  движешя  оправдывается  по  отношенш  ко  всякой  неподвиж- 
ной точк*  пространства;  но  онъ  приложимъ  также  и  къ  такой  систем* 
точекъ,  у  которой  одна  точка  неподвижна,  если  только  моменты  разема- 
тривать  относительно  этой  точки  и,  выражая  законъ  моментовъ  аналити- 
чески, проводить  координатныя  оси  непременно  черезъ  эту  точку. 

Легко  дал^е  видгЬть,  что  въ  случай,  когда  для  системы  точекъ  дви- 
жев1е  возможно  только  параллельво  некоторой  плоскости,  то  законъ  мо- 
ментовъ количествъ  движешя  можетъ  быть  высказанъ  по  отношешю  ко 
всякой  неподвижной  оси,  перпендикулярной  къ  этой  плоскости.  Аналити- 
чески онъ  выражается  при  этомъ  однимъ  уравнешемъ;  если  плоскость 
движешя  принять  за  плоскость  (ху),  то  этимъ  уравнешемъ  будетъ  третье 
изъ  уравнешй  (930)  или  (931).  Соображешями  §  536  легко  также  уб* 
диться  что  этотъ  законъ  можетъ  быть  высказанъ  и  по  отношенш  къ  под- 
вижной оси,  перпендикулярной  къ  плоскости  движешя  и  проходящей  че- 
резъ центръ  массы  системы. 

Наконецъ,  законъ  моментовъ  количествъ  движен1я  можетъ  быть  при- 
м*Ьненъ  и  къ  такой  систем*  матергальныхъ  точекъ,  для  которой  воз- 
можно только  вращательное  движение  около  одной  определенной  оси. 
Беря  эту  ось  за  координатную,  мы  получимъ  одно  изъ  уравненШ  (930) 
или  (931). 

538.  Законъ  сохранения  моментовъ  количествъ  движешя  и  друпе  выводы. 

1)  Внутреншя  силы  не  вл1яютъ  на  величину  и  направлеше  вектора, 
изображающаго  моментъ  количества  движешя  системы,  такъ  какъ  при- 
водятся къ  силамъ  равнымъ  и  прямо  противуноложнымъ,  а  стати  чеше 
моменты  такихъ  силъ  представляются  векторами  равными  и  противупо- 
ложно  направленными.  Точно  такъ  же,  если  во  время  движея1я  системы 
возникаютъ  новыя  связи  или  уничтожаются  связи,  существовавшая  раньше, 
то  моментъ  количествъ  движешя  продолжаетъ  изменяться  такъ  же,  какъ 
еслибы  этого  не  произошло. 

2)  Если  на  систему  матер1альныхъ  точекъ  д'Ьйствуютъ  ташя  силы, 
для  которыхъ  геометрическая  сумма  статическихъ  моментовъ  относительно 
начала  координатъ  равна  нулю,  или,  въ  частности,  если  система  съ  са- 
маго  начала  находится  въ  движенш  только  при  дЪйствш  внутренннхъ 
силъ,  то  моментъ  количествъ  движешя  сохраняетъ  свою  величину  и  на- 
правлеше;  нотому-что  тогда  М  =  0  и  по  формул*  (932)  ^  =  0,  а  сле- 
довательно 

К=К0,  (935) 
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гд*  К0  начальное   значеше  вектора  К.  Равенство  (935)  выражаетъ  со- 
бою законъ  сохранен1я  момента  количествъ  движетя. 

Важное  значеше  его  въ  аналитической  механик*  состоитъ  въ  томъ, 
что  онъ  заключаетъ  въ  себ*  три  интеграла  уравнен1й  динамики: 

к:=  2ш  (*  а  ~ч  5) =  пост-  =  кк- 


(936) 


3)  Если  система  находится  въ  поко*  и  приходитъ  въ  движе- 
те подъ  вл1ян1емъ  только  внутреннихъ  силъ,  то  моментъ  коли- 
чествъ движен1я  остается  равнымъ  нулю.  Поэтому,  если  одна  часть 
системы  приходитъ  во  вращательное  движете  въ  одну  сторону,  то  другая 
часть  системы  получаетъ  вращательное  движете  въ  сторону  обратную. 
Если  посл'Ь  этого  система  приходить  опять  въ  состоите  покоя,  то  об* 
части  одновременно  прекращаютъ  свое  движете. 

4)  Изъ  того,  что  внутрентя  силы  не  могутъ  вызвать  у  гЬла,  раньше 
покоившагося,  моментъ  количествъ  движетя,  не  атЬдуетъ,  чтобы  нельзя 
было  внутренними  силами  повернуть  тЬло  на  какой-либо  уголъ.  Чтобы 
пояснить  возможность  такого  поворота,  разсмотримъ  сл'Ьдуюпцй  прим4ръ. 
Челов-Ькъ  стоить  неподвижно  на  абсолютно-гладкой  поверхности,  держа 
надъ  головою  шесть  въ  горизонтальномъ  положены.  Если  онъ  начнетъ 
вращать  шесть  налево,  то  онъ  самъ  получить  вращательное  движете  на- 
право съ  такою  угловою  скоростью,  что  моментъ  количествъ  движетя 
всей  системы,  слагаюпцйся  геометрически  изъ  момента  шеста  и  момента 
самого  человека,  будетъ  оставаться  равнымъ  нулю.  Если  поел*  поворота 
шеста  на  некоторый  уголъ  движете  его  прекратится,  то  и  вращете  че- 
ловека въ  обратную  сторону  прекратится  въ  тотъ  же  моментъ  времени. 
То  же  самое  случится,  если  въ  частности  челов'Ькъ  сд^лаеть  шестомъ 
относительно  себя  ц^лый  оборотъ,  такъ-что  относительное  положете 
человека  и  шеста  сделается  лервоначальнымъ;  но  при  этомъ  челов'Ькъ 
окажется  повернутымъ  на  некоторый  уголъ  относительно  своего  началь- 
наго  положетя.  Этимъ  соображетемъ  можно,  напримйрь,  воспользоваться 
чтобы,  находясь  въ  лодки  и  вращая  надъ  свое  головою  весло,  повернуть 
лодку  на  какой-угодно  уголъ. 

5)  Законъ  моментовъ  количествъ  движетя  представляетъ  распростра- 
нено на  систему  матергальныхъ  точекъ  закона,  выведеннаго  въ  §  263 
для  одной  матер1альной  точки.  Законъ  сохранетя  моментовъ  количествъ 
движетя  представляетъ  обобщете  полученнаго  въ  §  265  закона  площа- 
дей для  одной  матергальной  точки  въ  случае  дЬйств^я  на  нее  силы,  на- 

34* 
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правленной  къ  постоянному  центру,  и  въ  частности  въ  движенш  планеты 
вокругъ  солнца.  Этотъ  законъ  в-Ьренъ  для  каждой  отдельной  планеты 
только  въ  томъ  случай,  если  не  принимается  во  внимаше  притяжеше  ея 
другими  планетами,  такъ  какъ  эти  притяжешя  не  представляются  уже  си- 
лами, направленными  къ  постоянному  центру.  Разсматривая  же  всю  сол- 
нечную систему  какъ  одну  систему  матергальныхъ  точекъ,  можно  прило- 
жить къ  ней  законъ  моментовъ  сохранения  количествъ  движешя,  потому- 
что  тогда  силы  взаимнаго  притяженш  между  гЬлами  этой  системы  будутъ 
силами  внутренними.  Плоскость,  перпендикулярная  къ  постоянному  те- 
перь вектору,  изображающему  моментъ  количествъ  движешя,  и  проходящая 
черезъ  центръ  солнца,  называется  неизменною  плоскостью. 

3.  649.  Прибор-ь  Н.  Е.  Жуновскаго  для  опред'Ьлешя  моментов-ь  инерцш. 
На  цилиндре  А  В  (фиг.  219),  вращающемся  около  вертикальной  оси,  сделана 
винтовая    нарезка  съ  болъшимъ    параметромъ   и   насажена   соответствующая 

этой  нарезке  гайка  СВ, 
С  имеющая   видъ    массив- 

наго  диска.  Эта  гайка 
должна  легко  ходить  по 
винтовой  нар&згсв.  Ци- 
линдръ  А  В  снабженъ  на 
своемъ  верхнемъ  конце 
другою,  более  тонкою 
винтовою  нарезкою,  слу- 
жащею для  навинчива- 
ния на  цидиндръ  раз- 
личи ыхъ  твлъ,  моменты 
инерцш  которыхъ  тре- 
буется определить.  Кро- 
ме того  цидиндръ  АВ 
снабженъ  горизонталь- 
ною стрълкою  Н,  а  шта- 
тивъ  прибора  кружкомъ 
ЕЕ,  раздъленномъ  на 
градусы.  Опытъ  произ- 
водится слъдующимъ  об- 
разомъ.  Дискъ  СВ  при- 
водится въ  верхнее  по- 
ложете,  и  цилиндръ  АВ  вмъстъ  съ  нимъ  поворачивается  такъ,  чтобы  стрелка 
стада  на  нуль.  Потомъ  дискъ  СВ  отпускается  и  начинаетъ  падать,  вращаясь  въ 
то  же  время  около  вертикальной  оси.  По  закону  сохранешя  моментовъ  коли- 
чествъ движения  цилиндръ  АВ  вместе  съ  испытуемы мъ  тъломъ  поворачивается 
при  этомъ  въ  обратную  сторону.  Въ  моментъ  паденхя  диска  СВ  на  нижнюю  доску 
штатива  все  движете  прекращается.  Стрелка  укажетъ  при  этомъ  уголь  а,  на 
который  повернулся  цилиндръ  АВ  съ  испытуемымъ  тъломъ.  Зная  же  уголъ  я, 
соответствующей  всей  винтовой  нарезке  на  цилиндре  АВ,  мы  найдемъ  и  уголъ 
а'=п  —  а,  на  который  повернулся  дискъ  СВ.  Уголъ  п  можетъ  быть  пзмерень 
предварительно  опускашемъ  диска  СВ  посту  пате  льны  мъ  движешемъ  внизъ; 
поворотъ  стрелки  укажетъ  при  этомъ  уголъ  п. 

Теоргя  этого  прибора  основана  на  законе  сохранен1я  моментовъ  количествъ 
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двиясениз,  который  можетъ  быть  здйсь  приложенъ  по  отношетю  къ  вертикаль- 
ной осп  вращешя  (С).  Въ  прибор*  дййствуютъ  сдгЬдуюпця  силы:  сила  тяжести 
моментъ  которой  относительно  этой  оси  равенъ  нулю;  силы  тренм  между 
дискомъ  СО  и  цилиндромъ  АВ,  внутреншя  по  отношетю  ко  всей  двигаю- 
щейся систем*;  силы  трешя  цилиндра  въ  точкахъ  опоры.  Эти  посл-Ьдшя  силы, 
оказываемыя  неподвижныиъ  штативомъ  на  двигающуюся  систему,  ввтвштя,  но 
ими  можно  пренебрегать,  такъ  какъ  точки  ихъ  приложешя  весьма  близки  къ  оси 
вращешя,  а  поэтому  моменты  этихъ  силъ  весьма  малы.  Принявъ  это,  можно 
для  всей  системы  силъ  считать  Мг  =  0  и,  прилагая  законъ  сохранения  момен- 
товъ  количествъ  двиа*енш,  принять:  Кг  =  пост.  Но  въ  начали  опыта  вся  си- 
стема находилась  въ  покой;  поэтому  Кг  =  0.  Пусть  будутъ:  3  момептъ  инер- 
щи испытуемаго  гьла  относительно  оси  (С),  «/"'—  цилиндра  АВ,  «/*— диска  Си, 
По  формул*  (719)  яа  м  _ 

гдв  второй  членъ  поставленъ  съ  обратнымъ  знакомъ,  такъ  части  прибора  вра- 
щаются въ  противуположныя  стороны.  Интегрируя  это  уравнеше  для  проме- 
жутка времени,  въ  течете  котораго  происходить  все  движете,  и  принимая 
во  ввимате,  что  въ  началъ  вся  система  находилась  въ  покоъ,  находимъ: 

(/-4- /')«-«Г,«'  =  0 
или 

(7  ч- .Г)  а  _«7"(п-  а)  =  0. 

Отсюда,  найдя  изъ  опыта  а  и  зная  е/'  и  ^*%  получимъ  л.  Для  опредълешя  «/'  и  «/" 
можно  произвести  предварительный  испытанш  съ  гидами,  моменты  инерщи 
которыхъ  заранъе  извъстны. 

3.  550.  Объяснить  движен!е  Оегнерова  колеса  (см.  курсы  физики),  которое 
является  прототипомъ  водяныхъ  двигателей,  называемыхъ  реакщонными  тюр- 
бинамп. 

3.  551.  Два  шара  равной  массы,  насаженные  на  горизонтальный  стержень, 
вращаются  вмъстъ  съ  послъднимъ  по  инерщи  около  вертикальной  оси,  прохо- 
дящей черезъ  средину  стержня.  Какъ  изменится  угловая  скорость,  если  раз- 
стоян1е  между  шарами  изменится  въ  п  разъ? 

3.  552.  Объяснить  вращательное  около  вертикальной  оси  движете  частицъ 
воды,  вытекающей  черезъ  узкое  отверстае  въ  днъ  сосуда,  особенно  замътное, 
если  дно  сосуда  имъетъ  форму  усъченнаго  конуса,  обращеннаго  вершиною  книзу. 

530.  Законъ  иоиентовъ  количествъ  движенш  при  дЪйствм  игновенныхъ 
силъ.  Уравнения  (929)  или  (930)  или  (931)  интегрировались  въ  предпо- 
ложены, что  вторыя  части  ихъ  равны  нулю;  но  и  въ  томъ  случай,  когда 
это  интегрироваше  фактически  невозможно,  можно  представить  себгЬ,  что 
это  интегрироваше  выполнено  фиктивно  въ  предйлахъ  отъ  10  до  Р. 

.    * 


*0 


ЛГЧ-  КЧ=*^Ъ  (;Е  —  5  2) . «В  = 
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т 


К^—  К„  =/2  (Ш  —  т)3).  А  =  8КС, 
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предполагая,  что  движете  системы   уже  известно,  такъ  что  кординаты 
точекъ  и  проекщи  силъ  изв-Ьстны  какъ  функщи  времени. 

Хотя  на  самомъ  д'Ьл'Ь  этого  и  нЬтъ,  по  интегралы  всетаки  могутъ 
имйть  приложенхе  при  изучеши  д^йствхя  мгновенныхъ  силъ  на  систему 
матер1альныхъ  точекъ.  Векторъ  9Й,  проекщи  котораго  стоять  въ  уравне- 
тяхъ  (937),  мы  будемъ  называть  импульсомъ  главнаго  статиче- 
скаго  момента  данныхъ  силъ.  Если  между  этими  силами  есть  мгновен- 
ный и  I — 10  есть  иромежутокъ  времени  дЬйств1я  этихъ  посл'Ьднихъ  силъ, 
то,  въ  виду  малости  этого  промежутка,  можно  пренебрегать  импульсами 
моментовъ  постоянно  дЬйствующихъ  силъ  въ  сравнеши  съ  таковыми  же 
импульсами  мгновенныхъ  силъ.  Кром*Ь  того,  во  время  I  — 10  координаты 
точекъ  системы  изменяются  ничтожно  мало,  такъ  что  во  время  дЬйств1я 
мгновенныхъ  силъ  можно  ихъ  считать  постоянными  и  написать: 

у42(1)2  —  СН).Л=Е(т|  §Ъй1  —  ;унл)  =  2(71^  —  и^Х 

У*! (СЕ—  1Ъ).аг=ъ(ъ  /'ЯМ—  Еу*2Л)  =  2(Ц  —  Ы^\   \  (938) 

ь  I  г 

У'Е(Ш  —  ч2).Л===2(бу1НЛ—чу>Ел)===  2(6^-4^), 

т.  е.  импульсъ  статическаго  момента  всЬхъ  мгновенныхъ  силъ 
равенъ  статическому  моменту  импульсовъ  всЬхъ  этихъ  силъ. 
Его  называютъ  также  главнымъ  имгтульсивнымъ  моментомъ  всЬхъ 
данныхъ  силъ. 

Уравнешя  (937)  могутъ  служить  для  онред'Ьленгя  момента  количествъ 
движешя  системы  подъ  вл1ян1емъ  мгновенных!»  силъ,  или  также  можно  су- 
дить по  изм*нетю  этого  посл4дняго  момента  о  Д'Ьйствш  мгновенныхъ  силъ. 

Уравнешя  (937)  можно  соединить  въ  одну  геометрическую  зависимость 

К—К0=т,  (939) 

Уравнешя  (937)  вмЬсгЬ  съ  уравнетями  (917)  опред'Ьляютъ  изы'Ьнеше 
поступательнаго  и  вращательнаго  движешя  какой-либо  системы  подъ  вл1я- 
темъ  мгновенныхъ  силъ. 

Если  система  представляетъ  собою  твердое  гЬло,  то  указанный  урав- 
нешя  вполн'Ь  опред'Ьляютъ  измйнете  его  состояшя  движешя.  Приложе- 
Н1Я  этихъ  уравнешй  и  соответственный  задачи  см.  въ  главахъ  XIX  и  XX. 

Законъ  механичесваго  подобгя. 

540.  Поняле  о  механического  подобен.  Дв'Ь  системы  точекъ  называются 
геометрически  подобными,  если  каждой  точки  одной  системы  соотв*т- 
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отвуетъ  некоторая  точка  другой  системы,  и  наоборотъ,  и  если  притомъ 
разстоятя  между  каждыми  двумя  точками  одной  системы  иропорщональны 
разстояшямъ  между  соответственными  точками  другой  системы.  Две  си- 
схемы  матерхальныхъ  точекъ  называются  механически  подобными, 
если  он*Ь:  1)  геометрически  подобны,  2)  массы  соответственныхъ  мате- 
р!альныхъ  точекъ  пропорцюнальны,  3)  силы,  действующая  на  соответ- 
ственный точки,  пропорцюнальны  и  одинаково  орьентированы  относительно 
самихъ  системъ,  т.  е.,  при  параллельномъ  положенш  системъ,  одинаково 
направлены. 

Зная,  движете  одной  изъ  системъ,  можно,  пользуясь  закономъ  меха- 
ническаго  подоб1я,  сделать  заключеше  о  движенш  другой  системы.  Это 
можетъ  им^ть  большое  практическое  значеше,  позволяя  во  многихъ  слу- 
чаяхъ  правильно  судить  о  движенш  проектированной  машины,  зная  дви- 
жете уменьшенной  модели  этой  машины.  Въ  последнее  время  это  на- 
ходить себе  большое  приложеше  въ  кораблестроенш  для  опредЬлетя  ско- 
ростей движешя  проектированныхъ  судовъ. 

Законъ  механическаго  подоб1я  былъ  впервые  (въ  частной  форме)  фор- 
мулировавъ  Ньютономъ. 

Если  часто  ожидан1я  изобретателя,  изучившаго  движете  модели,  не 
оправдываются  по  отношенш  къ  машине,  построенной  имъ  въ  болыпихъ 
размерахъ,  то  это  объясняется  его  неправильнымъ  понимашемъ  закона 
механическаго  подоб1я.  Главнымъ  образомъ  при  этомъ  упускается  изъ 
вида  то  обстоятельство,  что  геометрическое  подоб1е  и  даже  подоб1е  массъ 
еще  не  влечетъ  за  собою  непременно  подоб1я  механическаго. 

541.  Основная  зависимость,  выражающая  законъ  механическаго  по  до  61  я. 

Пусть  будутъ  5  и  5'  две  механически  подобный  системы,  а — отношеше 
ихъ  линейныхъ  размеровъ,  ^  —  отношеше  массъ  соответственныхъ  мате- 
ргальныхъ  точекъ  и  <р — отношеше  приложенныхъ  къ  нимъ  силъ.  По  этимъ 
даннымъ  можно  определить:  т — отношеше  временъ  движешя  системъ  между 
двумя  соответственными  ихъ  положешями,  р — отношеше  скоростей  соот- 
ветственныхъ точекъ,  и  отношешя  различныхъ  другихъ  механическихъ 
элементовъ. 

Пусть  будутъ  5,  1Г),  С  и  5',  ?]\  С  координаты  двухъ  соответственныхъ 
точекъ  обеихъ  системъ.  Геометрическое  подоб1е  влечетъ  за  собою  и  по- 
доб1е  связей;  вслед ствге  этого  соответственныя  возможный  перемещешя 
обеихъ  системъ  можно  считать  подобными,  а  поэтому  вар1ащи  соответ- 
ственныхъ координатъ  иропорщональными.  Нужно  впрочемъ  заметить,  что 
коэффищентъ  пропорщональности  а'  между  этими  вар1ац1ями  можетъ  и 
не  быть  равенъ  а,  такъ  какъ  абсолютный  величины  безконечно-малыхъ, 
только  возможныхъ,  а  не  дЬйствительныхъ  перемещена  въ  той  и  въ  дру- 
гой системе  остаются  произвольными.  Напишемъ  для  каэдой  изъ  сстемъ 
выражеше  принципа  Даламбера: 
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Вторую  зависимость  можно  такъ  представить: 

+  (»«-!-^)«1-0 

или,  по  раздавши  на  несущественный  коэффищентъ  а'  и  по  перенесеши 
членовъ  съ  ускорешями  въ  другую  часть  равенства: 

Т  2  (Е  8?  -+-  Н  8,)  -+-  2  810  =  ^  I »  ( ^  85  -+-  -^  8-г,  -+-  §  8^  )  •  (9 4 1 ) 

Если  зависимости  (940)  и  (941)  должны  существовать  одновременно  при 
всякихъ  возможныхъ  соотвЬтственныхъ  перем'Ьщетяхъ  системъ,  то  должно 
быть:  „_ 

?  =  ?•  (9*2) 

Это  и  есть  основная  формула,  выражающая  законъ  механическаго  по- 
доб1я.  Онъ  показываетъ,  какъ  долженъ  быть  выбранъ  одинъ  изъ  четы- 
рехъ  коэффищентовъ  пропорцюнальности,  когда  три  изъ  нихъ  заданы 
заранее. 

542*  ОпредЪлеже  различныхъ  коэффищентовъ  пропорцюнальности.  Въ  за- 

висимости  отъ  трехъ  основныхъ  коэффищентовъ  пропорциональности,  а, 
т  и  р,  молено,  пользуясь  формулою  (942),  определить  коэффищенты  про- 
порщональности  для  ц*Ьлаго  ряда  другихъ  элементовъ  въ  движенш  двухъ 
механически  подобныхъ  системъ. 

Для  отношешя  р  скоростей  двухъ  соотвЬтственныхъ  точекъ,  сравнивая 
формулы:  ,  , , 


находимъ: 


откуда 


~  Л' 

V  = 

"  м' 

р»  = 

айз 

> 

р  = 

а 

т 

я 

отношешя 

работ 

X 

=  Ф. 

а  = 
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идя     кинетической   энергш,   понятно,    получается  то  же   отношеше.   Для 
мощности  (работоспособности): 

X  11а3 

X  т3 


для    количества  движен1я  (и  импульса) 
для   угловой  скорости 


*  =  !*Р  =  Т' 


,  =  1  =  1 

а         т 
и  т.   д. 

3.  553.  Разсмотр-Ьть   условш,    при   которыхъ   модель    паровоза   ему  меха- 
нически подобна.  Решенье.  Отношеше  а  между   линейными   размерами  мо- 
дели   и   паровоза  дано.  Будемъ  предполагать,  что  соответственный  части  мо- 
дели сделаны  изъ  того  же  матерьала,  какъ  у  самаго  паровоза;  тогда  массы  бу- 
ду тъ  пропорциональны  объемамъ  и  поэтому  |х  =  а3.  Главный  силы,  действую- 
щая въ  паровозе:  сила  тяжести,  давлеше  пара,  сопротивлете  воздуха,  трете 
между  частями    машины  и  сопроти влете    кататю  (трете  второго  рода).  Для 
соблюдетя   механическаго   подобья  эти  силы  у  паровоза  и  у  модели  должны 
находиться  въ  одинаковомъ  отношенш  <р;  посмотримъ,  можетъ  ли  это  быть  до- 
стигнуто. Весъ  вевхъ  частей  пропорщоналенъ  ихъ  массамъ;  поэтому  для  силы 
тяжести  ср  =  а3.  Давленье  пара  пропорпдональпо  площади  поршня,  и  если  для 
модели  взять  такое  же  чисмо  атмосферъ  давленья,  какъ  для  паровоза,  то  <р=а9. 
Чтобы  исправить    это   несоответствье  съ  силою  тяжести,  нужно  въ  паровомъ 
котл^    модели   избытокъ   давлешя    пара   надъ  атмосфернымъ  взять  въ  а  разъ 
больше  (а  <  1).  Сопротивлете  воздуха  пропорцьонально  площадямъ  и  квадра- 

тамъ  скоростей  (приблизительно);  но  (§  542)  (3  =  — ,  а   по  формул*  (942),  если 

удерживать  предположено,  что  <р  =  а3,  имеемъ 

поэтому  р  =  }/а,  и  для  сопротивлен1я  воздуха  о—аР.  а  =  а3,  т.  е.  надлежащее. 
Для  трети  между  частями  машины,  пропорпдональныхъ  давленья мъ,  тоже  можно 
считать  требуемое  условье  соблюден нымъ.  Наконецъ,  сопротивлете  катанью 
принимается  обыкновенно  прямо  пропорщональнымъ  весу  катящагося  тела, 
прямо  пропорщональнымъ  дьаметру  поперечнаго  сеченья  оси  колеса  и  обратно 
пропорщональнымъ  дьаметру  самого  колеса;  для  него  поэтому  ®  =  а3,  тоже 
надлежащее.  Всё  эти  законы  сопротивлений  впрочемъ  только  приблизитель- 
ные, а  поэтому  и  по  другимъ,  побочнымъ  обстоятельствамъ  полнаго  соотв4т- 
ствхя  ожидать  нельзя.  Если  же  допустить,  что  механическое  подобье  вполне 
соблюдено,  то  можно  сделать  суждете  о  паровозе  по  его  модели,  причемъ 
нужно  иметь  въ  виду,  что  скорости  будутъ  находиться  въ  отношен!и  р^у^а,  а 
мощность  въ  отношенш  % =  а3  ]/а.  Для  угловыхъ  скоростей,  а  следовательно 
и  для  числа  ходовъ  поршня  въ  минуту  находимъ: 

1 
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Динамика  твердаго  тЬла. 


ГЛАВА   XIX. 

Движете  твердаго  тЬла  параллельно  плоскоета 

Обпця  уравнешя  динамики  твердаго  гЬда. 

543.  0бщ1я  уравнешя  динамики  свободнаго  твердаго  тЬла.  Въ  §§  508 

и  509  было  показано,  что  соединеше  принципа  возможныхъ  перемещена 
съ  принципомъ  Даламбера  позволяетъ  составлять  уравнения  динамики  аист 
темы  матергальныхъ  точекъ  по  тЪмъ  же  правиламъ  какъ  составляются 
уравнешя  равнов'Ьая,  и  что  отлич1я  первыхъ  уравнешй  отъ  вторыгь, 
при  гЬхъ  же  условаяхъ  связей,  заключаются  лишь  въ  томъ,  что  вместо 
проекщй  данныхъ,  внйшнихъ  силъ  стоять  проекщй  потерянныхъ  силъ. 
Основываясь  на  этомъ,  можно,  зная  услов1я  равновйая  свободнаго  твер- 
даго гЬла,  непосредственно  написать  для  этого  случая  уравнешя  дина- 
мики. Зам4няя  для  этого  въ  уравнешяхъ  (781)  —  (786)  проекцш  дан- 
ныхъ силъ  проекциями  потерянныхъ  силъ  и  перенеся  члены  съ  проек- 
щями  ускоренШ  въ  одну  часть  равенства,  а  съ  проекщями  силъ  въ  дру- 
гую часть,  найдемъ: 

2тр^  =  22,,  (943) 

2ж,.иц  =  Щ,  (944) 

2ш,гя.г  =  22,.,  (945) 

^'.■К-?.)«'«-(5-У«',]  =  ^-д2(-({-у2(.],   (947) 

2 Щ  [(5,  -  *0)  »щ  -  (%  -  т)0)  «,„]  =  2  [(*,.  -  у  Н,.  -  (г,,.  - 1,0)  Е.].  (948) 

Посл'Ьдн1я  три  уравнешя,  въ  силу  первыхъ  трехъ,  могутъ  быть  упрощены: 

X  тй  (^  -  Ь»щ)  =  Е  №  -  №),  (949) 
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Ет,  (^  -  1рр)  =  Е  &Е,  -  ув,),  (950) 

I  т..  (^  -  ч^)  =  2  (ЕД  -  4,2..).  (951) 

Написанныя  шесть  уравненШ  динамики  должны  служить  для  опредЬ- 
ленш  въ  функщи  времени  шести  кинематическихъ  элементовъ,  которыми 
определяется  движете  свободнаго  твердаго  тела. 

544.  Уравнемя  динамики  твердаго  т*ла  относительно  координатныхъ 
осей,  неизгЬнно  свяаанныхъ  съ  гЬломъ.  Скорости  и  ускорения  точекъ  могутъ 
быть  определяемы  какъ  по  отношешю  къ  неподвижнымъ  координатнымъ 
ося1гь  такъ  и  по  отношенш  къ  подвижнымъ  осямъ  (хуг),  неизменно  свя- 
ааннымъ  съ  гЬломъ.  ПослЬдшй  способъ  оказывается  во  многихъ  слу- 
чаяхъ  удобнее  перваго,  несмотря  на  то,  что  потомъ  остается  еще  опре- 
делять положеше  этихъ  осей  относительно  неподвижныхъ.  Соответствую- 
щая этому  уравнеюя  динамики  не  будутъ  по  виду  отличаться  отъ  урав- 
нение выше  составленныхъ.  Если  начало  подвижныхъ  осей  взять  въ 
точке  (Е0,  ч0,  !^),  то  они  будутъ  иметь  видъ: 

Ет,.г^  =  ЕХ,.  =  Дх,  (952) 

Ът^=ЪУ{  =  Вг  (953) 

2тд,=  12.  =  Е^  (954) 

*Щ  (УЛ.  -  *Л>)  =  5:  (УД  -  ш4Г€)  =  Мх>  (955) 

Е  т,  (№  -  х/ю^  =  Е  (*Д,  -  *Д)  =  Ж„  (956) 

Е  т.  [х.и>{,  —  у{и>{х)  =  Е  (*,.Г.  -  у.Х<)  =  Мь.  (957) 

Разница  будетъ  только  въ  томъ,  что  теперь  уже  нельзя  выражать 
проекщи  ускоренШ  производными  второго  порядка  координата  по  вре- 
мени, а  нужно  взять  формулы,  выведенный  въ  кинематике  для  этихъ 
проекщй  на  подвижныя  оси. 

545.  Уравнения  динамики  твердаго  т*ла,  двигающагося  параллельно 
плоскости.  Предполагая,  что  координатныя  оси  {Ь\)  параллельны  плос- 
кости движетя,  имеемъ  для  равновеая  (случай  10-й  §  488): 

ЕЕ  =  О,       Е  Н,  =  О,       Е  (6, Н,  -  Ч|Е4)  =  0; 

а  уравнешя  динамики  получатся  отсюда  заменетемъ  данныхъ  силъ  по- 
терянными:  2  ^  (958) 

ЕтЛт]=ЕН|,  (959) 

Е  т.  (6,«ц  -  ч<м^)  =  Е  (5,Н .  -  7) Д.).  (960) 

Эти  уравнешя  должны  послужить  для  определетя  трехъ  кинематиче- 
скихъ параметровъ  $0,  тг)0,  а,  которыми  определяется  движете  твердаго 
тела  параллельно  плоскости  (§  55). 
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И  въ  данномъ  случай  часто  бываетъ  выгодно  относить  движете  п 
координгугнымъ  осямъ,  неизменно  связаннымъ  съ  гЬломъ.  Взявъ  начал, 
подвижныхъ  координатныхъ  осей  въ  точки  (&0,  т)0),  им'Ьемъ. 

Ът^{х=  ЕХ„  (96], 

2тЛ|  =  2Г,  (962 

Е  т,  (гг.^  —  у^)  =  2  (х.У.  —  у<Х#.).  (963» 

546.  Уравнешя  динамики  для  другихъ  случаевъ  несвободна™  твердап 
тела.  Для  всЬхъ  случаевъ  несвободнаго  твердаго  гЬла,  для  которыхъ  въ 
глав*  XVI  составлялись  услов1я  равнов4с1я,  мы  можемъ  непосредственно 
написать  дифференщальныя  уравнен1я  движения,  заменяя  данныя  силы 
потеренными.  Правда,  что  для  интегрирован1я  этихъ  уравненШ  обыкно- 
венно приходится  ихъ  еще  преобразовывать,  сообразно  съ  обстоятель- 
ствами движешя,  какъ  это  мы  еще  увидимъ  для  нЪкоторыхъ  наибшй 
важныхъ  случаевъ. 

3.  554.  Составить  уравнешя  динамики  твердаго  тъла,  когда  оно  двигается 
параллельно  плоскости 

Х5  _н  МГ1  -ь  N1  =  0. 

3.  555.  Составить  уравнешя  динамики  для  всъхъ  другихъ  случаевъ  не- 
свободнаго твердаго  твла,  указанны  хъ  въ  §  488. 

Движете  твердаго  гЬда  около  неподвижной  оси. 

547.  Уравнете  движежя.  Этотъ  случай  движешя  отнесенъ  сюда  какъ 
частный  случай  движешя  параллельно  плоскости.  Ось  вращешя  тЬла 
примемъ  за  координатную  ось  (г)  и  вмйсгЬ  съ  гЬмъ  за  неподвижную 
ось  (С).  Положеше  тЬла  будемъ  определять  угломъ  а  =  <  (Б,  х)\  двизкеше 
тЬла  будетъ  известно,  если  этотъ  уголъ  будетъ  найденъ  какъ  фунЕцда 
времени.  Услов1е  равновМя  выражается  теперь  однимъ  уравнетемъ: 

2  №  -  *)Д)  =  О. 
Введя  сюда  потерянный  силы,  получимъ  единственное  для  настоящего 
случая  уравнеше  динамики: 

2  щ  (^  -  7),.^)  =  Е  (?Д  -  т)Д)  =  Жц  (964) 

которое  и  должно  послужить  для  опред^лешл  угла  а. 

Это  уравнеше  можно  рассматривать  какъ  выражеше  закона  момен- 
товъ  количествъ  движешя  относительно  оси  (ц)  (§  537);  а  именно: 

Ет,  (б^кц  —  у\{ш.г)  =  2  т,  ^,  -^  —  *),  -^  = 
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Но  формуламъ  (86): 


поэтому 

К^  =  шЕш  (?2  ч-  V)  =  «М  (965) 

т.  е.  моментъ  количества  движен1я  твердаго  т-Ьла,  вращающа- 
гося  около  оси,  относительно  этой  оси  равенъ  произведенш 
угловой  скорости  на  моментъ  инерщи  т'Ьла  относительно  оси 
вращенгя  (см.  также  §  459).  Поел*  этого  уравнение  (964)  можетъ  быть 
такъ  представлено: 

^т=^=жс-  (966> 

Оно  можетъ  быть  интегрируемо,  если  моментъ  Мг  будетъ  выраженъ 
въ  функщи  а  и  I.  А  это  всегда  можно  себ*  представить;  а  именно,  про- 
екции силъ,  В,,  Я.  въ  самомъ  общемъ  случай  суть  функщи  иерем*нныхъ 
^  ^  ^  ^'  Л1  5'  ^  причемъ,  при  движенш  параллельно  плоскости, 
координата  5  постоянна,  а  ея  производная  по  Ь  равна  нулю;  далЬе,  по 
формуламъ  преобразованы  координаты 

^  =  х.  сов  а  —  у.  згп  а,     т) .  =  х.  згп  а  -4-  у.  соз  а, 

А%.  Аа     йть  А% 

-^  =  -  (*,«»«  +  У|«»а)  ^  ,    -^  =  (х,*ка-  у,  «я  а)  -^  , 

гд-Ь  а;,.,  у.  для  каждой  точки  постоянны.    Если   всЬ   эти   выражешя  под- 
ставить въ  М~,  то  уравнеше  (966)  приметь  видъ: 

т.  А2  а        „/       А*      \  ,лл„ч 

3.  5Б6.  На  цилиндрический  однородный  валъ,  имъюшдй  длину  1,  а  раддусъ 
поперечнаго  съчетя  г,  и  вращающшея  безъ  трешя  около  горизонтальной 
оси,  намотанъ  канатъ,  къ  свободному  концу  котораго  привъшанъ  грузъ  Р. 
Определить  движете  вала,  зная  его  плотность  р,  пренебрегая  массою  каната 
и  предполагая,  что  въ  начальный  моментъ  валъ  былъ  неподвиженъ.  Ръш.: 
Мг  =  гР\  моментъ  инерщи  вала  (задача  474): 

поэтому  интегрироваше  уравненгя  (967)  даетъ: 

Вращете  равномърно  ускоренное. 

3.  557.  Колесу,  вращающемуся  около  неподвижной  горизонтальной  оси, 
сообщена  угловая  скорость  оо0;  послъ  п  оборотовъ  оно  останавливается.  Зная 
въеъ  и  моментъ  инерщи  колеса  и  радгусъ  г  поперечнаго  съчетя  втулки, 
определить  коэффищентъ  /  третя  на  оси.    Ръш.:  Мг=/гР,   гдъ  Р  въеъ  ко- 
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леса.  Точка  на  окружности  съ  радоусоыъ,  равнымъ  единшгЬ,  въ  начальные 
моментъ  им&ла  скорость  ш0  и,  двигаясь  равномерно  замедленно,  проходить 
путь  2тгя;  поэтому  ускореше  этого  движенш 

'Уд  _  ш02 

и  по  формул*.  (966)  мы  находимъ: 

7  ~4тглгР' 

548.  ОпредЪлеше  давлемй,  оказываеиыхъ  вращающимся  тклошъ  на 
точки  опоры  (на  подшипники  вала).  Твердое  гЬло  им'Ьетъ  неподвижную 
ось,  если  дв4  точки  его,  Ах  и  А21  неподвижны.  При  движенш  гЬла  пре- 
грады, удерживаюнця  ось  неподвижною  (въ  машинахъ  подшипники)  испы- 
тываютъ  давлешя  Рг  и  Ра,  который  обусловливаются  двумя  причинами: 
дЬйств1емъ  на  гЬло  внЪшнихъ  силъ  и  инерщею  гЬла,  которая,  какъ  по- 
казываетъ  опытъ,  стремится,  вообще  говоря,  вывести  ось  изъ  ея  положе- 
Н1Я.  Давлея1я  Рх  и  Р3  вызываютъ  равныя  имъ  и  прямопротивуположяыя 
сопротивлетя  преградъ,  (2Х  и  <22,  которыя  мы  и  будемъ  дальше  прини- 
мать за  неизв'Ьстныя.  Эти  сопротивлен1я  суть  силы,  приложенныя  въ  точ- 
кахъ  А1  и  А2  къ  гЬлу.  Чтобы  включить  ихъ  въ  уравнетя  движения, 
нужно  воспользоваться  принципомъ  освобождаемости,  подобно  тому,  какъ 
это  было  сдЬлано  въ  §  396  для  случая  равновгЬсЫ.  Если  ось  (АХА2) 
сдЬлать  свободною,  устранивъ  преграды,  но  присоединивъ  къ  даннымъ 
силамъ  силы  (}х  и  ф2,  то  гЬло  сохранить  свое  прежнее  движете. 

Итакъ,  теперь  можно  написать  вс*  шесть  уравнешй  динамики  сво- 
боднаго  твердаго  гЬла.  Движете  мы  будемъ  относить  къ  осямъ  (хуз\ 
неизменно  связаннымъ  съ  твердымъ  гЬломъ,  причемъ  ось  (я)  возьмемъ 
по  оси  вращетя.  Пусть  будутъ  О,  0,  сх  и  0,  0,  с2  координаты  точекъ 
Ах  к  А2,  такъ  что  АХА2  =  с3  —  с,.  Такъ  какъ  всЬ  точки  двигаются 
параллельно  плоскости  (ху),  то  постоянно 

*.  =  0,    и\  =  0; 
дал'Ье,  по  формуламъ  (215): 

IV х  = 

Составивъ  посл'Ь  этого  уравнетя  динамики  по  формуламъ  (952),  . .  • 
(957),  и  принимая  во  внимате.  что:  1)  во  всЬхъ  членахъ  суммъ  -  и 
<о2  обпце  множители,  2) 

Е  тх  =  улс,     2  ту  =  \хус, 

гдЬ  ^  масса  гЬла,  а  хг  и  уе  координаты  его  центра  массы,   и   3)  Ешз 
и  Ъпи&х  суть  моменты  дев1ащи  В  и  Е  (§  462),  иолучимъ: 

-  %  По  -  "V,  =  К  н-  Я1Т  -4-  &„  (968) 


Й(0                       .2 

ЙСО                     о 

—   у  —  Ф*Х, 

ьоы  =  _  х  —  (*>*у. 

сН 

9        М               * 
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550, 

ф.  974. 

-  и>>у,  =  л,  -+-  <г„  -+-  <г„, 

(969) 

-+-   «1.   +    Яш.  =  0» 

(970) 

1Хоа  =  Ж.  —  с^„  -  с8<га,, 

(971) 

№'=*,+  «.ви+«|в1И 

(972) 

ас 

*%="■■  <9,3> 

549.  Изсл*дован1в  получеиныхъ  уравнешй.  Последнее  изъ  этихъ  урав- 
нешй,  уже  найденное  раньше  въ  §  547,  можегь  служить  для  опред'Ьлетя 
закона  движешя;  поел*  этого  уравнешя  (968),  (969),  (971)  и  (972)  опре- 
делять (}1х,  <}1Г  фа,,  ф2у,  т.  е.  слагаемый  сопротивлешй  (2,^  и  (}„  пер- 
пендикулярный къ  оси  вращешя.  Две  остальныя  слагаемый,  <ди  и  ф2в, 
могутъ  быть  найдены  только  въ  сумме,  потому  что  он*  представляютъ 
силы,  дЫствующш  по  одной  и  той  же  прямой. 

Полученныя  формулы  показываютъ,  что  сопротивлен1я  <дх  и  <22,  а 
следовательно  и  давлешя  Рг  и  Ра,  зависятъ  нетолько  отъ  вн4га- 
нихъ  силъ,  но  и  отъ  обстоятельствъ  движеюя.  Чтобы  определить 
это  последнее  вл]яте,  предположимъ,  что  внешшя  силы  отсутствуютъ. 
Тогда  уравнеше  (973)  показываетъ,  что  вращеше  совершается  съ  по- 
стоянною угловою  скоростью  ш  =  и>0;  остальныя  же  пять  уравненШ  даютъ: 

Рц  -+-  Д,  =   -    «1,  -    О*,  =  <ГО 

*и  +  Ри  =  -  «?и  -  «,.  =  0,  |  (974) 

сгР19  -н  саР2,  =  —  е&1щ  —  са<га„  =  2)<о03 

Мы  видимъ  отсюда,  что  оба  давлешя  пропорщональны  квадрату  угловой 
скорости,  зависятъ  отъ  массы  и  положешя  ея  центра  относительно  оси 
вращешя  и  отъ  моментовъ  дев1ащи,  следовательно  отъ  положешя  оси 
относительно  самого  тела.  Въ  виду  того,  что  Ри  и  Ри  могутъ  быть  рас- 
сматриваемы только  въ  сумме,  а  эта  сумма  теперь  равна  нулю,  можно 
каждую  изъ  этихъ  слагаемыхъ  отдельно  считать  равною  нулю  и  принять, 
что  давлешя  Рх  и  Ра  перпендикулярны  къ  оси. 

Понятно,  что  силы  Рх  и  Ра  не  имЬютъ  постояннаго  направлен1я  въ 
пространстве,  а  вращаются  вместе  съ  теломъ. 

550.  Свободный  оси  вращешя.  Въ  §  463  было  показано,  что  черезъ 
каждую  точку  твердаго  тела  проходить  такгя  три  оси  (оси  эллипсоида 
инерщи),  что  если  ихъ  принять  за  координатныя,  то  все  три  момента 
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дев1ацш  сделаются  равными  нулю;  если  же  только  одну  изъ  этихъ  осей 
принять  за  координатную,  то  будутъ  равны  нулю  два  момента  дев!ацш. 
въ  выражены  которыхъ  входятъ  соответствующая  этой  оси  координаты. 
Предположимъ,  что  ось  вращешя  гЬла  им4етъ  направлеше  одной  изъ  осей 
эллипсоида  инерщи  для  Ах  точки  и  примемъ  эту  точку  за  начало  коорди- 
ната, такъ  что  теперь  сх  =  0.  Такъ  какъ  осью  инерцш  служить  теперь 
ось  (#),  то 

2  туз  =  В  =  О,     I  тгх  =  Е  =  О, 

и  по  формул*  (974): 

Мы  видимъ,  что  ось  вращешя  не  производить  бокового  давлешя  въ 
точк4  А2,  а  это  показываетъ,  что  причины,  которыя  выводили  бы  ось  изъ 
ея  положевая,  теперь  отсутствуютъ.  Отсюда  заключаемъ:  Если  твердому 
гЬлу,  имеющему  одну  неподвижную  точку,  сообщено  вращеюе 
около  одной  изъ  проходящихъ  черезъ  эту  точку  осей  инерши, 
то  ось  вращбнгя,  при  отсутств1и  внгЬшнихъ  силъ,  сохраняетъ 
свое  направлеюе  въ  пространств*.  Такая  ось  называется  свобод- 
ною осью  вращешя. 

Черезъ  каждую  точку  гЬла  проходить  въ  общемъ  случа*  три  свобод- 
ныхъ  оси  вращевая.  Въ  частности,  если  эллипсоидъ  инерцш  для  непо- 
движной точки  есть  эллипсоидъ  вращешя,  то  вс*  оси,  лежапця  въ  плос- 
кости экватора  послйдняго,  будутъ  свободными  осями  вращен1я.  Если  же 
для  неподвижной  точки  эллипсоидъ  инерщи  есть  шаръ,  то  всякая  прохо- 
дящая черезъ  нее  ось  есть  свободная  ось  вращешя.  Отсюда  мы  видимъ, 
какую  роль  въ  динамик-Ь  твердаго  гЬла  играетъ  опредЬлете  шаровыхъ 
точекъ  (§  467). 

551.  Естественный  оси  вращежя.  Предположимъ  опять,  что  эллипсоидъ 
инерщи  для  точки  Ах  не  им'Ьетъ  равныхъ  осей,  но  что  осью  вращешя 
служить  одна  изъ  свободныхъ  осей  и  точка  А2  освобождена.  Тогда  фор- 
мулы (974)  даютъ: 

и  следовательно 

?г  =  <*><>„  (975) 

где  зе  разстояше  центра  массы  отъ  оси  вращешя.  Сила  Рх  представляетъ 
собою  центробежную  силу. 

Чтобы  и  это  давлеше  исчезло,  необходимо,  чтобы  $г  было  равно  нулю, 
т.  е.  чтобы  центръ  массы  лежалъ  на  оси  вращешя.  Если  это  услов1е  вы- 
полнить, то  и  точку  Аг  можно  освободить,  и  гЬло  будетъ  всетаки  сохра- 
нять свою  ось  вращешя.  Соединяя  этотъ  результатъ  съ  предшествую- 
щимъ,  можно  сказать: 

Во  всякомъ  твердомъ  теле  существуютъ  три  оси, — оси  цент- 
ральная эллипсоида  инерщи,  —  которыя,  при  отсутств1и  внйш- 
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нихъ  силъ,  могутъ  служить  постоянными  осями  вращения  и  въ 
томъ  случа*,  когда  т4ло  совершенно  свободно. 

Таюя  оси  называются  естественными  осями  вращен1я.  Въ  ча- 
стности, если  центральный  эллипсоидъ  есть  эллипсоидъ  вращешя,  то  гЬло 
нмЬетъ  безчисленное  множество  естественныхъ  осей  вращешя:  всЬ  доа- 
метры  экватора  этого  эллипсоида.  Если  гЬло  <  шаровое  >,  т.  е.  если  цент- 
ральный эллипсоидъ  есть  шаръ,  то  всякая  ось,  проходящая  черезъ  центръ 
массы  гЬла,  будетъ  естественною  осью  вращен1Я. 

Определение  естественныхъ  осей  вращен1я  играетъ  важную  роль  въ 
практической  механик*,  при  установке  вращающихся  частей  машины, 
когда  хотятъ  по  возможности  уменьшить  давлеше  оси  на  подшипники. 
Если  положеше  оси  вращен1я  въ  ткл*  уже  заранее  указано  какими-либо 
практическими  соображен1ями  и  оно  оказывается  не  совпадающими  ни 
съ  одною  изъ  естественныхъ  осей,  то  часто  вводятъ  дополнительный  массы, 
дЬлаюпдя  данную  ось  естественною  осью  вращешя. 

3.  558.  Цилиндрический  стержень  АВ,  поставленный  вертикально,  вра- 
щается равномерно  около  своей  оси,  перпендикулярно  къ  нему  укр'впленъ 
своимъ  концомъ  другой  стержень  СВ.  Определить  давленая  вонцовъ  оси  на 
точки  опоры.  Р&ш.:  Пусть  будетъ  ось  (х)  взята  параллельно  второму  стержню, 
и  Ъ  разстояше  его  отъ  нижней  точки  опоры  А\  если  I  длина  стержня  СВ, 
а — площадь  его  поперечнаго  сЬчен1я  и  о — его  плотность,  то 

«7=Еш*3^:  4оа*8,     Е==Т,тгх  =  Ъ%тх  =  Ърхс=^оаЪР, 

В  =1 Е  туг  можно  считать  равнымъ  нулю,  если  площадь  а  достаточно  мала, 
потому-что  всъ  элементы  этой  суммы,  содержа  кроме  а  ничтожно  малый  мно- 
житель у,  ничтожно  малы  въ  сравненш  съ  элементами  первыхъ  двухъ  суммъ. 
Моментомъ  инерцш  и  моментами  девгапди  стержня  АВ  по  той  же  причине 
тоже  можно  пренебрегать,  если  его  поперечное  сечете  а'  достаточно  мало. 
Весомъ  же  этого  стержня,  о'Га'д,  где  Г— его  длина,  а  8'  —  его  плотность,  пре- 
небрегать не  будемъ.  Теперь 

Ех  =  0,     В,  =  0,     Ей  =  -  (87'а'  ч-  Ыа)  д, 

После  этого  легко  определить  сопротивления  (2Х  и  (2?  и  равный  имъ  и  прямо 
противуположныя  дав  летя  Рх  и  Р2>  ПРИ  этомъ  Р^  =  0,  Р2,  =  0» 

3.  559.  На  оси,  на  средине  между  ея  концами  насаженъ  эксцентрично 
стальной  кружокъ,  плоскость  котораго  перпендикулярна  къ  оси.  Определить 
давлен!е,  испытываемое  каждымъ  изъ  подшипниковъ  оси,  зависящее  отъ  этой 
эксцентричности,  при  равномерномъ  вращенш  кружка. 

3.  560.  Центръ  массы  кружка,  насаженнаго  на  валъ  длиною  2с,  находится 
на  оси  вращешя  этого  вала,  но  плоскость  кружка  не  совсемъ  перпендикулярна 
къ  этой  оси,  такъ  что  нормаль  къ  плоскости  кружка  образуетъ  съ  осью  не- 
который малый  уголъ  а.  Определить  вл1яше  этого  обстоятельства  на  давлеше, 
испытываемое  подшипниками.  Для  решения  нужно  вычислить  моменты  де- 
вгапди В  и  1?,  принявъ  ось  вращешя  за  ось  (У);  при  этомъ  можно  ось  (х)  взять 
въ  плоскости  кружка,  а  ось  (у)  подъ  угломъ  а  къ  этой  плоскости,  и  при  инте- 

П.  Сомом.  —  Оеаован1я  теорет.  механики.  ОЭ 
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грированш  за  эдементъ  объема  принять  произведете  элемента  площади  кружка 
на  его  толщину  Ъ.  При  интегрировали  полезно  также  провести  въ  плоскостж 
кружна  вспомогательную  координатную  ось  (у%  образующую  уголъ  а  съ  осы 
(у).  Означая  черезъ  г  радДусъ  кружка,  находимъ: 

В  =  1-  тсЗбг4  8%п  2<х,    Е  =  0. 

о 

ПостЬ  этого  остается  применить  формулы  (974),  который  даютъ: 

Моментъ  соответствующей  этому  пары  равенъ: 

2с .  Р19  =  Вф0^  =  *  гоо)0а  Ьг4  мп  2а; 
онъ  будетъ  нодболыпШ,  когда  кружокъ  наклоненъ  къ  оси  подъ  углом»  —  • 

Фивичеошй  каятнивъ. 

552.  0предЪлен1е  времени  качан!я  физическаго  мятника.  Физическихъ 

маятникомъ  называется  твердое  гЬло,  вращающееся  около  постоянной, 
не  вертикальной  оси  при  дЬйствш  силы  тяжести.  На 
д  практики  эта  ось  обыкновенно  берется  горизонтальною, 
какъ  и  мы  будемъ  дальше  предполагать  (случай  не  го- 
ризонтальной оси  см.  въ  задач*  561).  Примемъ  ось  вра- 
щетя  за  ось  (С)  и  за  ось  (г\  ось  (х)  проведемъ  черезъ 
центръ  массы  гЬла  (фиг.  220).  Исключая  изъ  разсмот- 
рЪшя  силу  трешя  на  оси  вращешя  и  сопротивлеше  воз- 
духа, имЬемъ  одну  вн-Ьшнюю  силу — силу  тяжести,  при- 
ложенную въ  центр*  массы  т*ла  и  равную  у.д.  Моментъ 
этой  силы  относительно  оси  вращешя: 

фиг-  220.  Мг=  —  рдзс  тг  а,  (976) 

гд*  8е  разстояше  центра  массы  отъ  оси  вращешя.  Уравнеше  (966)  даегъ 
поэтому: 

^  йр=  —  ^дзс  8т  а.  (977! 

Интегрировать  это  уравнеше  не  нужно,  потому-что  оно  товдественно  по 
своему  виду  съ  дифференщальнымъ  уравнешемъ  движешя  математиче- 
скаго  маятника,  для  котораго  уже  былъ  подробно  разсмотрйнъ  законъ  ко- 
лебашя  (§  323  и  сл^д.)  Разсматривая  для  математическаго  маятника  гео- 
метрическую зависимость: 

тго  =  тд  -н  ^ 

гд*  N  сопротивлеше  связи,  и  проектируя  эту  зависимость  на  касатель- 
ную къ  кругу,  находимъ  (сравнить  съ  задачами  309  и  513): 

г-^-у  =  —  д  81П<Х.  (<Ь»| 
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Это  уравнете  делается  тождественнымъ  съ  уравнешемъ  (977),  если  взять: 

1  =  —  •  (979) 

Итакъ,  при  одинаковыхъ  начальныхъ  услов1яхъ  физически  маят- 
никъ  совершаетъ  движенге  по  тому  же  закону,  какъ  маятникъ 
математически,  длина  котораго  равна  отношен1ю  момента  инер- 
щи физическаго  маятника  относительно  оси  вращешя  къ  про- 
изведенш  его  массы  на  разстоянге  центра  массы  отъ  оси  вра- 
щен1я.  Величина  I,  определяемая  формулою  (979),  называется  длиною 
физическаго  маятника.  Подставивъ  ее  въ  формулу  (537),  определяю- 
щую время  одного  размаха  математическаго  маятника,  получимъ  время 
размаха  физическаго  маятника. 

Длина  I  можетъ  быть  сл^дующимь  образомъ  выражена  черезъ  линей- 
ныя  величины.  Проведемъ  черезъ  цевтръ  массы  прямую  СС\  параллель- 
ную оси  вращен1я,  и  означимъ  черезъ  ^  моментъ  инерщи  тЬла  относи- 
тельно этой  оси.  По  известному  свойству  моментовъ  инерщи  (§  461): 

Введя  плечо  инерщи  относительно  оси  СС\  т.  е.  положивъ 


можно  написать:  ,  2 


</,  =  ^Д  (980) 

I  =  зе  -+-  ^  •  (981) 


Отсюда  видно,  что  длина  физическаго  маятника  всегда  больше  разстоя- 
шя  центра  массы  отъ  оси  вращешя. 

Отложимъ  отрЪзокъ  /  отъ  оси  вращения  къ  ней  перпендикулярно  такъ, 
чтобы  онъ  прошелъ  черезъ  центръ  массы.  Прямая,  проведенная  черезъ 
конецъ  этого  отрезка  и  параллельная  оси  вращешя,  называется  осью 
качан1я  маятника. 

Ось  вращешя  и  ось  качашя  обладаютъ  слЪдующимъ  свойствомъ 
взаимности:  если  ось  качашя  принять  за  ось  вращешя,  то  прежняя  ось 
вращешя  сделается  осью  качашя.  Это  видно  прямо  изъ  формулы  (981); 
принявъ  ось  качашя  за  ось  вращешя,  находимъ: 

к2 

к  2 
гд*  $в'=— ,  а  плечо  инерщи  кс  прежнее;  поэтому 

Этимъ  свойствомъ  между  прочимъ  пользуются  при  устройстве  такъ  на- 
зываема™ оборотнаго  маятника,  служащаго  для  сравненк  ускорешй 
силы  тяжести  въ  различныхъ  точкахъ  земной  поверхности. 

35* 
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553.  ИзслЪдоваме  формулы  для  длины   физическаго   маятника.  Поло 

жимъ,  что  данное  гЬло  должно  служить  физическимъ  маятникомъ,  который 
совершалъ  бы,  при  данномъ  начальномъ  угл*  отклонетя  <х0,  одно  кача- 
ше  въ  данный  промежутокъ  времени  1\  Опред*лимъ,  катя  прямыя  въ 
т*л*  могутъ  при  этомъ  служить  осями  вращетя.  Т  и  а0,  по  формул*  для 
математическаго  маятника,  опред*ляютъ  1\  но  по  формул*  (981)  I  связано 
съ  двумя  другими  элементами  $в  и  кс,  изъ  которыхъ  второй  зависитъ  отъ 
наиравлен1я  выбираемой  оси  вращен1я.  Полагая,  что  это  направлете 
выбрано  заран'Ье,  мы  для  него  находимъ  ^  и  по  формул*  (980)  вычи- 
сляемъ  ке.  Поел*  этого  для  определения  $с  им*емъ  квадратное  уравнеше 
(981),  изъ  котораго  находимъ: 


=  ^1/?->' 


(9*2) 


Проведя  прямую  заданнаго  направлешя  въ  разстоянш  $е  отъ  центра  массы, 
мы  и  получимъ  требуемую  ось  вращетя.  Мы  видимъ.  что  такихъ  осей 
существуетъ  безчисленное  множество:  вс*  он*  лежать  на  одномъ  изъ  двухъ 
круговыхъ  дилиндровъ,  образующая  которыхъ  параллельны  заданному  на- 
правленно, а  рад1усы  поперечныхъ  с*четй  равны  одному  изъ  значешй  >г. 
опред*ляемыхъ  формулою  (982). 

Для  действительности  этихъ  р*шенШ  необходимо: 

I  ^  2кс. 

Это  даетъ  низний  предЬлъ,  2&с,  для  длины  I  физическаго  маятника  при 
заданномъ  направленш  оси  вращетя,  а  сл*довательно  и  наименьшее 
время  качатя. 

Для  всякаго  гЬла  существуетъ  такое  направлете  оси  вращетя,  при 
которомъ  получается  абсолютно  наименьшее  время  качатя.  Изв*стно,  что 
между  моментами  инерщи  относительно  осей,  проведенныхъ  черезъ  одну 
и  ту  же  точку,  одинъ  наиболытй,  другой  наименышй;  имъ  соотв*тствуютъ 
наибольшее  и  наименьшее  плечи  инерщи.  Чтобы  найти  наименьшее  плечо, 
построимъ  центральный  эллипсоидъ  инерщи;  такъ  какъ  вс*  проведенные 
изъ  его  центра  векторы  (§  464): 

то  наибольшей  оси  эллипсоида  и  соотвЬтствуетъ  наименьшее  плечо  инер- 
щи к0с.  Мы  получимъ  наименьшее,  какое  только  для  даннаго  т*ла  воз- 
можно, время  качатя  маятника,  если  его  ось  вращетя  возьмемъ  парал- 
лельною наибольшей  оси  центральная  эллипсоида  инерщи,  въ  разстоянш 
отъ  центра  массы,  равномъ  к0с.  Длина  соотв*тствующаго  математическаго 
маятника  I  =  2&0с,  время  одного  качатя 
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Понятно,  что  такихъ  осей  безчисленное  множество:  всЬ  он*  расположены 
на  круговомъ  цилиндр*. 

3.  561.  Показать,  что  законъ  колебангя  маятника  не  изменится,  если  ось 
вращешя  не  горизонтальна.  Для  р&шенгя  нужно  силу  тяжести  разложить 
на  сл-вдуюпця  три  направлешя:  1)  параллельно  оси,  2)  перпендикулярно  къ  оси 
п  притоиъ  въ  плоскости,  содержащей  ось  и  центръ  массы,  и  3)  перпендику- 
лярно къ  предыдущимъ  направлешямъ.  Моменты  первыхъ  двухъ  составляю- 
щихъ  относительно  оси  вращешя  равны  нулю,  а  третья  составляющая  равна 
\хд  сов  {3  вгп  а,  где  ^  уголъ  наклоне н!я  оси  вращешя  къ  горизонту,  а  а  уголъ 
отклонетя  маятника  отъ  положен1я  равновъс1я.  Моментъ  этой  последней  силы 
относительно  оси  вращешя  равенъ  —  уи}8е  сон  (3  в/п  а,  т.е.,  какъ  и  въ  формуле 
(977),  пропорцюналенъ  синусу  угла  отклонетя.  Формула  (979)  заменяется  те- 
перь следующею: 

'  =  — ^Т* 
\иесо8р 

3  562.  Колесо  насажено  эксцентрично  на  горизонтальную  ось  и  совер- 
шаетъ  подъ  вл1ян1емъ  силы  тяжести  колебательно-вращательное  движете  съ 
небольшимъ  угломъ  отклонетя  отъ  положешя  равновъс1а.  Зная  число  коле- 
башп  въ  одну  минуту  и  моментъ  инерщи  колеса  относительно  его  оси  сим- 
метрш,  определить  разстояше  центра  тяжести  колеса  отъ  оси  вращен1Я. 

3.  563.  Какой  длины  долженъ  быть  однородный  цилиндрическШ  стержень, 
чтобы,  вращаясь  въ  вертикальной  плоскости  около  перпендикулярной  къ  нему 
и  горизонтальной  оси,  проходящей  черезъ  одинъ  изъ  его  концовъ,  онъ  совер- 
шалъ  одно  колебаше  въ  одну  секунду?  Отв.:  149, . . .  сантиметровъ. 

3.  564.  Опредълить  абсолютно  наименьшее  время  одного  качан!я  однород- 
ная параллелепипеда,  ребра  котораго  равны  2,  4  и  6  сантиметрамъ. 

3.  565.  Какъ  воспользоваться  закономъ  движения  физическаго  маятника, 
чтобы  при  помощи  его  определять  моменты  инерщи  различныхъ  телъ? 

Обпцй  случай  движешя  твердаго  т4да  параллельно 

плоскости. 

554.  Уравнемя  движения  въ  приведенноиъ  вид*.  Обращаясь  къ  общему 
случаю  движешя  твердаго  гЬла  параллельно  плоскости,  введемъ  въ  урав- 
нения динамики  (958),  (959)  и  (960)  соответствующее  этому  кинематиче- 
сюе  параметры  ?0,  ?)0,  а.  Въ  случай  свободнаго  движенк  гЬла  парал- 
лельно плоскости  можно  точкою  (;0,  т|0)  считать  центръ  массы  (?в,  т\с)  и 
применять  законъ  движения  центра  массъ,  чтб  позволительно,  такъ  какъ 
для  тЬла  возможны  всяк1я  поступательный  перем'Ьщешя  параллельно  пло- 
скости (Ьу\)  (§  527).  Итакъ  им'Ьемъ: 

"4^  =  лг    *&  =  **•  <988> 

Для  третьяго  уравнения  воспользуемся  закономъ  моментовъ  количествъ 
движен1я  относительно  оси  (С),  проведенной  перпендикулярно  къ  плос- 
кости движешя  черезъ  центръ  массы  (§  536): 

<ШГ' 
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"°«5">  !,'  =  /,  =  ;.* 

гд*  ^с  моментъ  инерщи  гЬла  относительно  оси  (С)  или  совпадающей  съ 
нею  оси  О);  поэтому  окончательно 

^  *?.  =  Л/,<  =  М,  (984) 

Для  интегрировашя  уравненШ  (983)  и  (984)  конечно  нужно,  чтобы 
В»,  В-  и  М/  могли  быть  выражены  въ  функщи  ЬсУ  %,  а,  ихъ  произ- 
водныхъ  (въ  случае,  если  силы  зависать  отъ  скоростей)  и  и 

555.  Движеше  по  инерцш.  Въ  этомъ  случае 

(РЬ  д?т\  АЧ 

е  =  О      —к  =  о       —  =  0 

Интегрируя  эти  уравнешя,  находимъ: 

К  =  Сх*  -+-  С„    т)с  =  С3*  ч-  С4,     а  =  С5*  ч-  Св, 

гд*Ь  Сп  .  .  .  Св  произвольный  постоянныя,  определяемый  по  начальнымъ 
условшмъ  движешя.  Если  въ  начальный  моментъ  оси  (ху)  совпадали  съ 
осями  (&т|)  и  г>0>,  гц,  со0  были  начальный  значетя  скоростей  центра 
массы  и  угловой,  то 

По  формуламъ  кинематики  для  движешя  какой-нибудь  точки  гЬла  {ху 
;/,  г)  находимъ  (§§  56  и  57): 

I  =  V^^  Ч-  X  СОВ  (<О0()  —  у  81П  (<*><Д 
1)  =  1^$  -+-  Х81П  (ю0^)  н-  I/  соз  (<*><Д 

?  =  я. 


(985) 


На  плоскости  (Ь\)  это  движете  гЬла  можегь  быть  изображено  каташемъ 
круга  по  прямой  лиши.  А  именно,  мгновенный  центръ,  какъ  точка,  ско- 
рость которой  равна  нулю,  находится  изъ  услов1я,  что  у  этой  точки  гео- 
метрическая сумма  скоростей  поступательнаго  и  вращательнаго  движешй 
равна  нулю.  При  равномерности  обоихъ  слагаемыхъ  движенШ  такая  точка 
находится  на  постоянномъ  разстоянш  отъ  центра  массы,  равномъ  отно- 
шетю  поступательной  скорости   къ  угловой,  ибо  удовлетворяетъ  условш 

/(О  =г  VI). 

Отсюда  уже  легко  заключить,  что  неподвижнымъ  центроидомъ  служить 
прямая,  параллельная  траекторш  центра  массы,  а  подвижнымъ  центрои- 
домъ служить  кругъ  рад1уса  г,  съ  центромъ  въ  центре  массы. 
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Эти  же  результаты  легко  найти  и  аналитически,  изъ  формулъ  (985). 
А  именно,  для  координатъ  (х1%  ух)  или  (Е1Э  %)  мгновеннаго  центра 
им-Ьемъ  (§  128): 

\  —  <*>о  \.хх  8т  КО  ■+■  Ух  С08  КО]  =  о» 
о)0  \хх  соз  (<о00  —  ух  81П  (а>0*)]  =  О, 

<*>оК   —^07)0  =  0, 

"оц  +  <°о  (к  —  \*)  =  0; 

а  исключая  Ь  изъ  той  или  другой  системы  уравнешй,  находимъ  уравне- 
ше  того  или  другого  центроида: 


^07) 


"0$ 
0П, 


Л" 


3-  =  о 


Траекторш  всЬхъ  точекъ  циклоиды. 

3.  566.    Движен1е    однороднаго    шара    по   наклонной   плоскости 
при  дЪйств1И  силы  тяжести.  Будемъ  предполагать,  что  трете  между  ша- 
ромъ  и  плоскостью   достаточно   ве- 
лико,   чтобы   препятствовать  сколь-  ^ 
жешю,  и  что  въ  начале  шаръ  нахо- 
дится въ  покоъ.  Бозьмемъ  ось  (5)  по 
направленно    поступательнаго    дви- 
жешя  шара  (фиг.  221),  а  начало  не- 
подвижныхъ  координатныхъ  осей  въ 
начальной    точке   касатя   шара   съ 
плоскостью;  поворота  шара  относи- 
тельно его  начальнаго  положешя  бу- 
демъ  измърять   угломъ   а,  образуе- 
мымъ  раддусомъ  СМ,  проведеннымъ 
къ  той  точкв   Ж,  которая    служила 
въ  начальномъ  положенш  шара  точ- 
кою касатя,  съ  начальнымъ  направлетемъ  С0М0  этого  радиуса.  На  шаръ  дъй- 
ствуютъ  три  силы:  сила  тяжести  }хд,  нормальное  сопротивлеше  плоскости,  2У, 
и  трете  Т.  Примънимъ  принцппъ  освобождаемости  и  напишемъ  всъ  три  урав- 
нешя  динамики: 

)х  *Ь  =  м#й|р_г,  (986) 


с  <Н2 


=  —  \ьдсоз§  -+-  АГ, 


ТВ, 


(987) 


гд-в  В  раддусъ  шара,  {3  уголь  наклонетя  плоскости  къ  горизонту  и  ^  мо- 
ментъ  инерпДи  шара  относительно  оси,  проведенной  черезъ  его  центръ.  Поль- 
зуясь услов!ямъ  кататя 

Е0  =  Ва,  (989) 
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по  которому  ^         ±    ^ 


ш-в  Ж"  (990> 


можно  уравнете  (988)  написать  такъ: 

^^  =  ГК».  (991) 

По  формул*  задачи  476: 

'.  =  %№ 

поел*  этого  исключение  силы  Т  изъ  уравненШ  (98В)  и  (991)  даетъ: 

Если  бы  шаръ  не  катился,  а  скользипъ  по  наклонной  плоскости  безъ  тре- 
нш,  то  для  движения  его  центра  массы  мы  нашли  бы 

Такимъ  образомъ  можно  сказать,  что  въ  случае  катящагося  шара  пять 
седьмыхъ  силы  тяжести  идетъ  на  приведете  его  въ  поступательное  движе- 
те, а  остальныя  двъ  седьмыхъ  на  приведете  его  во  вращательное  движете. 

Поступательное  движете  шара  равномерно  ускоренное,  п 

?,  =  д0««М'> 
для  вращательнаго  движетя  по  формулъ  (989)  находимъ: 

«=5  4 -р. «•. 

Такъ  какъ  ^с  постоянна,  то  формула  (987)  даетъ: 

N  =  \ьд  соз  $, 
какъ  и  въ  случай  равновъшя.  Наконецъ,  по  формулъ  (986): 


/  ^2  с  \         2 


Съ  другой  стороны  мы  съ  самаго  начала  предполагали,  что  трете  доста- 
точно велико,  чтобы  не  было  скольжетя,  т.  е.  Т  ^  /2\Г,  гдъ  /  коэффищентъ 
предъльнаго  третя  (§  309);  поэтому  если  Т  =  /№,  то  можетъ  начаться  сколь- 
жете.  Итакъ  для  чистаго  кататя  необходимо 

2  п 

у  рд  8гп  р  <  /У 

или,  по  формулъ  (992) 

3.  667.  Ръшить  задачу,  подобную  предыдущей,  для  случая,  когда  по  на- 
клонной плоскости  катится  круговой  цилиндръ.   Отв.:    Ускорете   его  центра 

2  1 

массы    ц  \ьд  згп  р,  условге  для  возможности  кататя:  /  >  -^  %д  $. 
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ПрихФнеше  закона  энергш  къ  твердому  т&лу,  двигаю- 
щемуся параллельно  плоскости. 

556.  Уравнем'е  двмжежя  для  Пла  съ  одною  степенью  свободы.  По 

теорем*  Кенига  (§  515)  кинетическая  энерпя 

или,  если  движете,  происходить  параллельно  плоскости  (&т]), 

гд-Ь  ке  плечо  инерщи,  соответствующее  моменту  ^с. 

Если  сопротивлешя  таковы,  что  работа  ихъ  постоянно  равна  нулю, 

а    внЬшшя   силы   имЪютъ   потенщальную   функщю,    то   им4емъ   законъ 

энерпи: 

Г=Г0-ь#— ?70.  (994) 

Если  кром*  того  гЬло  обладаетъ  только  одною  степенью  свободы, 
такъ  что  всЬ  три  его  кинематическихъ  элемента  1С,  т)с,  а  выражаются 
фуякщями  одного  параметра,  то  одного  только  закона  энерпи  доста- 
точно для  опредЬлешя  движен1я  гЬла.  Пусть  будетъ  д  этотъ  параметръ; 
тогда,  съ  одной  стороны: 

ДЕс дЛс   йд      йт|с йт|с   е?д      йа йа   йд 

~Ш~!к1  ль '    ей  ~  а'д  м '  ш '~  йд  м  * 

такъ-что 

Т  =  Пч){%)\  (995) 

а  съ  другой  стороны  (7,  какъ  функщя  координата,  можетъ  быть  по  фор- 
муламъ  кинематики  выражена  черезъ  5С,  тг)с,  в,  а  следовательно  тоже 
представлена  какъ  функщя  отъ  д: 

V  =  9  (д). 
Поэтому  зависимость  (994)  даетъ: 


*- ^  «-&!-«*         (996) 

т.  е.  задачу  динамики  можно  считать  решенною. 

3.  508.  Движете  эллиптическаго  маятника.    Пусть   однородные   стержень 
АВ,  им'ьющШ  длину  2а  и  массу  [х,  скользитъ  безъ  трены  однимъ  концомъпо 
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горизонтальной    прямой  (()  (фиг.  222),   а  другнмъ   концомъ  по  вертикальной 
прямой  (?)).  Определить  его  движен!е  при  дЬйствш  силы  тяжести.  Ръш.:  Из-ъ 

кинематики  известно  (§  114),  что  въ  такомъ  движо- 
Н1и  всв  точки  описываютъ  эллипсы,  а  въ  частности 
средина  С  стержня,  которая  служить  теперь  его 
центромъ  массы,  двигается  по  кругу  радДуса  ОС=а 
съ  центромъ  въ  О.  Положеи1е  стержня  можно  опре- 
делять утломъ  а  его  откдоненш  отъ  вертикальнаго 
положен!я  (положен!я  равновъс!я),  причемъ 

5е  =  а  вгп  а,       т|0  =  а  сов  а; 

формула  (993)  даетъ  поэтому: 


Т  = 


гдъ  ке  — 


Фиг.  222. 


уз 


Такъ  какъ 


«  (§)'• 


Х]=у.дч\с  —  рдасюа, 


то  дифференпдальное  уравнеше  движен!я,  если  въ  начальный  моментъ  пред- 
полагать маятнивъ  неподвижнымъ  и  слъдоватально  Т0  =  0,  имъетъ  видь: 


2      /йа\9 


д  (сов  а  —  см  а#). 


(997) 


Это  движете  можно  сравнить  съ  движешемъ  математическаго  маятника, 
для  котораго  законъ  энерНи  даетъ  (сравнить  съ  §  322): 


*  (-щ)  =  д  {соза  —оса  а0). 


(998) 


Сравнивая  коэффициенты  въ  уравнешяхъ  (997)  и  (998),  находимъ: 

»  =  4  а. 


Изъ  формулы  для  времени  одного  качаны  маятника  (§  323)  мы  заклю- 
чаемъ,  что  эллиптпческШ  маятнивъ  совершаетъ  колебашя  скоръе  математиче- 
скаго маятника  той  же  длины  2а.    При  томъ  же  начальномъ  угль  отклоненш 

отношеше  временъ  равно  Л/  -^  • 

557.  Малыя  колебашя  твердаго  т*ла  съ  одною  степенью  свободы 
около  положена  устойчиваго  равновЭДя.  Въ  §  525  былъ  указанъ  путь 
для  р4шен1я  подобнаго  вопроса  въ  прим'Ьненш  къ  какой-нибудь  системе 
матер1альныхъ  точекъ.  Теперь  остается  только  показать,  какъ  введенные 
тамъ  элементы  связаны  съ  кинематическими  элементами  5с1  ч\е  и  а.  Пусть 
будетъ  опять  %  значеше  независимаго  параметра,  соответствующее  поло- 
жешю  равнов^ая,  а  ^  =  ^  -\  *  его  значеше  поел*  весьма  малаго  откло- 
нетя  гЬла  огь  этого  положетя.  Въ  случа-Ь  устойчивости  равнов*с1я  е 
постоянно  остается  весьма  малымъ.  Разлагая  5С,  т)с,  а  по  строк*  Тейлора 
и  пренебрегая  членами  выше  перваго  порядка,  можегь  написать: 


К  =  ГЛФ=ГЛч 


•) 

=  Лй) 

+  •/;'(  в) 

•) 

=  ГЛч) 

-ь«Л'(в) 

«) 

=  /,(9) 

-ь«/;'(д) 
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гоэтому 


Всл4дств1е  этого  кинетическая  энерпя  принимаетъ  видъ: 

гл/Ь 

«•  =  |  И  К'  ( в  )4  ■+■  К'  (?)Р  ■+■  *.*  №'  (  Я  )?}•  (1002) 

Въ  случай  устойчивости  равнов^СлЯ  II  им4етъ  значеше  максимумъ 
(§   523);  поэтому 

Разложеше  разности  С7(</)  —  #*(?),  если  пренебрегать  членами  выс- 
шихъ  порядковъ,  имъетъ  поэтому  видъ: 

V  (Я)  —  V  (я)  =  —  ЪЧ\  (1003) 

и  закояъ  энергш  даетъ: 

а>{^=Т0-ЪЧ>,  (1004) 

71/5-' 


откуда  находимъ: 

а     /»         йе 


Это  уравнеше  совпадаетъ  съ  дифференщальнымъ  уравнетемъ  §  281, 
если  тамъ  положить: 

и  даетъ  по  формул*  (417) 


ИЛИ 


=  р$ш  (  А;  -»г  —  П,  (1005) 


если  положить 

е0  =  р  згп  к.     —  е0'  =  р  со$  л. 


а 


Въ  §  281  было  разъяснено,  какъ  поступить  съ  двойнымъ  знакомъ. 
Если  выражеше  (1005)   подставить   въ   формулы  (999),   то   мы  уви- 
димъ,  что  изм-Ьнетя  Ес,  ?)с  и  а  тоже  пропорщональны  *ш  (к  ±  -  Л  - 
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3.  569.  Определить  перюдъ,  амплитуды  и  фазы  гармонически»  измънен1п 
элементовъ  \с>  ч\с  и  а  въ  зависимости  отъ  начальныхъ  условий  движенья. 

3.  57(Г.  На  плоской  горизонтальной  подставке  лежитъ  тяжелый    однород- 
ный круговой  цилиндръ  ЛВ  (фиг.  223),  снабженный  на  своихъ  концахъ  двумя 

равными  и  параллельными  стерж- 
нями 01)  и  С'Б\  такъ  что  цеытрт> 
тяжести   всего  тьла   въ  положе- 
ши  его  равновъыя  находится  ни- 
же оси  ОС  цилиндра.    Опреде- 
лить колебаше,  .  которое  будетъ 
совершать  это  твло  послъ  весь- 
ма  малаго    отклонешя    его    изъ 
положенья  равновъс1я,   въ   пред- 
положена,   что    н&гъ    скольже- 
Н1Я    между  цилиндромъ  и  плос- 
костью   опоры.     Для    ръшен1я 
этой  задачи  можно  за  независи- 
мый параметръ  принять  уголъ  а 
отклонешя  стержней  отъ  верти- 
кальнаго  направлен1я  (  ^  =  0,    д  =  г  =  а),    а   ^  и  к]с   выразить   въ  функцш  а 
по  формуламъ  (985)  для  циклоиды,  опредъливъ  первоначально  положеше  центра 
массы  всего  тъла. 

558.  Приложеме  сназаннаго  въ  §§  556  и  557  къ  систегЬ  твердыхъ 
т*лъ.  ВсЬ  приведенныя  выше  разсуждешя  могутъ  быть  приложены  къ 
систем*  твердыхъ  гЬлъ,  двигающихся  параллельно  одной  и  той  же  пло- 
скости, если  эта  система  обладаетъ  одною  степенью  свободы  и  подвер- 
жена дЪйствш  только  силъ,  которыя  им'Ьютъ  потенщальную  функщю. 
Сюда  относится  наприм'Ьръ  всякШ  механизмъ,  члены  котораго  дви- 
гаются параллельно  плоскости,  если  при  этомъ  исключается 
изъ  разсмотр'Ьнгя  треюе,  сопротивлен1е  среды  и  т.  п.  Действи- 
тельно, всЬ  кинематичесюе  элементы  отд'Ьльныхъ  членовъ  механизма  суть 
функщи  одного  и  того  же  независимая  параметра  ^,  а  поэтому  кинети- 
ческая энерпя  можетъ  быть  приведена  къ  виду  (995),  а  потенщальная 
функщя  тоже  можетъ  быть  выражена  въ  функщи  д;  тогда  движете  бу- 
детъ определяться  опять  интегрировашемъ  уравнешя  вида  (996). 

Точно  такъ  же,  въ  случаЬ  весьма  малаго  отклонешя  системы  отъ  по- 
ложения устойчиваго  равновЬс1я  мы  приходимъ  къ  зависимостямъ  вида 
(999)  и  (1000)  для  каждаго  члена  системы  и  следовательно  всегда  мо- 
жемъ  получить  кинетическую  энерпю  выраженною  въ  вид*  (1001),  а  это 
приведетъ  къ  рЬшешю  уравнения  вида  (1004);  поел*  чего  кинетнчеше 
элементы  всЬхъ  членовъ  механизма  выразятся  линейнымъ  образомъ  че- 
резъ  зт  (к±  —  1\- 

3.  571.  Определить  движете  системы  зубчатыхъ  колесъ  съ  параллель- 
ными осями  при  дъйствш  груза,  подвъшаннаго  на  веревкъ,  которая  намотана 
на  валъ  одного  изъ  колесъ.  Для  ръшепгя  можно  угловыя  скорости  всъхъ 
колесъ  выразить  въ  функщи    производной    отъ  угла  а  вращешя    одного   изъ 
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нихъ  и,  нычисливъ  моменты  инерщи  всЬхъ  колесъ,  составить  выражение  ки- 
нетической энергш  въ  функоди  этого  угла.  Потенщальная  функщя  вйса  дан- 
наго  груза  тоже  можетъ  быть  выражена  въ  фупкцш  угла  а,  если  принять  во 
внныаше,  что  перемещен  1е  груза  пропорционально  изменен  по  этого  угла. 

3.  572.  Шарнирный  четырехсторонникъ  ЛВСВ  (з.  117)  им'ветъ  форму  па- 
раллелограмма, причемъ  одна  его  сторона  А  В  неподвижна  и  горизонтальна  у 
Определить  колебательное  движете  механизма  около  его  положен1я  устой- 
чив аго  равнов4с1я. 

Уравнетя,    опред'Ьдяющш  д4йств1е  мгновенныхъ  сидъ 
на  свободное  твердое  тЪдо. 

559.  Въ  §§  532  и  539  было  доказано,  что  для  изучешя  действ1я 
мгновенныхъ  силъ  на  систему  матер1альныхъ  точекъ  можно  пользоваться 
закономъ  количествъ  движеюя  и  закономъ  моментовъ  коли- 
чествъ  движен1я.  Эти  законы  выражались  шестью  уравнешями  (914) 
и  (937),  связывающими  импульсы  силъ  и  скорости  точекъ  до  и  после 
д-Ьйств1Я  силъ.  Применимость  этихъ  законовъ  обусловливалась  возмож- 
ностью для  системы  поступательныхъ  и  вращательныхъ  перемещений; 
поэтому  они  приложимы  и  къ  свободному  твердому  телу.  А  такъ  какъ 
движете  такого  гЬла  определяется  шестью  кинематическими  элементами, 
то  этихъ  уравнен1й  и  достаточно  для  полнаго  опред4лен1я  д'Ьй- 
ств1я  мгновенныхъ  силъ  на  свободное  твердое  тело. 

Если  гЬдо  несвободное,  но  все-таки  допускаетъ  н*которыя  поступа- 
тельный и  вращательныя  леремещешя,  то  будутъ  применимы  и  некото- 
рый изъ  упомянутыхъ  выше  уравненШ,  соответствующая  возможнымъ  пе- 
рем+>щен1ямъ.  Это  слЬдуетъ  непосредственно  изъ  сказаннаго  въ  §§527  и 
Г)37.  Наприм-Ьръ,  если  для  тела  возможно  только  вращеше  около  опре- 
деленной оси,  то  будетъ  существовать  законъ  моментовъ  количествъ  дви- 
жешя  относительно  этой  оси,  такъ  что  изменеше  этого  момента  будетъ 
равно  импульсивному  моменту  силъ  относительно  этой  оси. 

Если  для  тела  возможны  только  всяюя  перемещен1я  параллельно  пло- 
скости (Ет)),  то  законъ  количествъ  движешя  применяется  по  отношешю 
къ  осямъ  (5)  и  (у\),  а  законъ  моментовъ  количествъ  движешя  по  отно- 
шешю  къ  оси  (?). 

Если  твердое  тело  имеетъ  неподвижную  точку,  то  будутъ  оправды- 
ваться три  ураввешя,  выражаюпця  законъ  моментовъ  количествъ  движе- 
шя относительно  осей,  проведенныхъ  черезъ  эту  точку. 

Вьшишемъ  теперь  снова  все  упомянутая  въ  начале  этого  параграфа 
шесть  уравнетй: 

Е»  —  Е0>  --=  Ежгр  —  I^тV0.  =  9?*, 

Еп  —  Ещ=1  пю^  —  Етгц  =  3^,  (1006) 

Ег  —  Е0г  =  I  пюг  —  Е  жг?0.  =  9Ь, 
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^Е  —  #оЕ  =  2  ж  СЛг  —  ^т|)  —  2т  (т)01'0!;  —  ^г?о^)  =  *»$* 


(1007 


Зд'Ьсь  91  геометрическая  сумиа  всЬхъ  импульсовъ  или  главный  им- 
пульсъ  данныхъ  силъ  (§  532),  9й  геометрическая  сумма  моментовъ  всЬхъ 
импульсовъ  или  главный  импульсивный  моментъ.  Обыкновенно  можн* 
бываетъ  принять  5  =  &0,  -ц  =  ц0,  С  =  Ц>  (§  539)- 

Д4йств1е  кгновенныхъ  силъ  на  твердое  тФдо  съ  непо- 
движною осью. 

560.  ИзгЬнете  угловой  скорости.  Въ  настоящемъ  случае  можно  вос- 
пользоваться закономъ  моментовъ  количествъ  движешя  относительно  дан- 
ной оси  вращешя.  Итакъ,  принявъ  эту  ось  за  ось  (С),  обратимся  къ  по- 
следнему изъ  уравнешй  (1007).  По  формул*  (965)  это  уравнеше  можно 
такъ  представить: 

^(ф  —  <о0)  =  яйг  .  (1оо.-) 

Итакъ,  измЪнеюе  угловой  скорости  твердаго  т4ла,  им-Ъющаго 
неподвижную  ось,  равно  отношент  импульсивнаго  момента  къ 
моменту  инерщи  относительно  этой  оси. 

3.  573.  Гдв  нужно  поместить  ось  вращетя  въ  данномъ  твлЬ,  чтобы  оно 
отъ  даннаго  импульсивнаго  момента  получило  наибольшее  измънеше  угловой 
скорости?  Отв.:  По  большой  оси  центральна™  эллипсоида  инерпДи. 

3.  574.  Однородная  призматическая  балка  поперечное  с&ченае  которой 
весьма  мало  въ  сравненш  съ  ея  длиною,  поставлена  вертикально  на  гори- 
зонтальную плоскость  и  падаетъ  на  эту  плоскость,  причемъ  край  нижняго 
конца  ея  удерживается  неподвижно.  Определить  импульсивный  моментъ  удара. 
Ръш.:  Если  Н  длина  балки,  ^  ея  моментъ  инерщи  относительно  перпендику- 
лярной къ  ней  осп,  проведенной  черезъ  ея  конецъ,  то  для  опредълешя  прк>- 
брътенной  ею  при  падети  угловой  скорости  имъемъ  уравнеше  по  закону 
энерпи: 

1  Т   а  ь 

2  <т<»о  = ■№  -  2  ' 

При  ударъ  эта  угловая  скорость  уничтожается,  т.  е.  ш  =  0.  Итакъ  на- 
ходимъ: 

3.  575.  Баллистичестй  маятнин-ь.  Этотъ  прпборъ  служилъ  для  опредъле- 
шя скоростей  артиллерШскихъ  снарядовъ,  пока  не  были  изобретены  бодъе 
совершенные  способы.  Онъ  состоять  изъ  стального  кругового  цилиндра  (фиг. 
224),  съ  одного  конца  открытаго,  наполненнаго  землею  и  подвъшаннаго  на 
горизонтальной  оси,  которая  перпендикулярна  къ  оси  цилиндра.  Снарядъ  по- 
падаетъ  въ  цилиндръ  и  застръвая  въ  немъ,  сообщаетъ  всему  прибору  движе- 
те, отклоняя  его  отъ  положешя  равновесия  на  уголъ  а,  который  можно  на- 
блюдать. Зная   этотъ  уголъ  и  пользуясь  закономъ  энергш,  можно  определить 
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угловую  скорость,  которую  снарядъ  сообщаетъ  прибору;  а  по  этой  скорости, 
пользуясь  формулою  (1008),  можно  определить  момента  импульса  удара,  а  по 
последнему,  зная  массу  т  снаряда 
и  его  разстояше  г  въ  цилиндре  отъ 
оси  вращен!я  маятника,  определить 
скорость  с  снаряда.  Пусть  будетъ  I  ш 
моментъ  инерщи  прибора  относи- 
тельно его  оси  вращен!я  и  в  раз- 
стоя  Н1в  его  центра  массы  отъ  этой 
оси.  Момента  инерщи  всей  системы, 
состоящей  изъ  маятника  и  снаряда, 
равенъ  ^  ч-  тг2;  по  закону  энергш: 

(.7  -I-  тг2)  а>3  =  2д  (рл  ч-  тг)  (1  —  С08  а) 
=  4(7(^-н  тг)  ли'  -  -  . 
Отсюда 


1  =  2^! 


д  (рш  -+-  тг) 


По  формул*  (1008) 
(7  -+-  тг2)  <л  =  <ЗЯ  =  г 
поэтому 


тс\ 


Фиг.  224. 


с  =  —  У#  (|лв  -*-  тг)  («7  -ь  тг3)  .  вгп  -    . 

561.  ОпредЬленЬ  мгновенныхъ  давлешй,  испытываеиыхъ  осью  враще- 
н!я  при  дЪйствж  мгновенныхъ  силъ.  Эти  мгновенный  давлетя  нужно  от- 
личать огъ  постоянно  д'Ьйствующихъ  давлешй,  которыя  разсматривались 
въ  §  548:  они  наступаютъ  и  прекращаются  одновременно  съ  дййстшемъ 
внЬшнихъ  мгновенныхъ  силъ.  Изучеше  ихъ  им'Ьетъ  важное  значете  въ 
машинахъ,  части  которыхъ  подвергаются  ударамъ  или  сотрясетямъ. 

Для  того,  чтобы  ввести  ихъ  въ  разсмотр*те,  нужно  поступить  такъ 
же,  какъ  въ  §  548,  т.  е.  применить  принципъ  освобождаемое™.  Сопро- 
тивдеше  оси  мы  будемъ  опять  предполагать  сосредоточеннымъ  въ  двухъ 
точкахъ,  Ах  и  А2.  Мгновенный  сопротивлешя.  оказываемый  этими  точ- 
ками во  время  дЬйств1я  мгновенныхъ  силъ,  суть  тат  мтновенныя  силы, 
которыя  были  бы  способны  удержать  ось  т*Ьла  неподвижною  во  время 
д'Ьйствгя  внЬшнихъ  мгновенныхъ  силъ,  если  бы  гЬло  было  освобождено. 
Поэтому,  означая  черезъ  Я^  и  52  импульсы  этихъ  мгновенныхъ  сопро- 
тивление мы  можемъ  написать  вс4  шесть  уравненШ  (1006)  и  (1007), 
которыя  и  послужатъ  для  опредЪлешя  неизв'Ьстныхъ  54  и  5а.  Такъ  какъ 
въ  этихъ  уравнешяхъ  опять  будутъ  играть  роль  моменты  дев1ащи,  то. 
какъ  и  въ  §  548,  отнесемъ  движете  къ  осямъ,  неизменно  связаннымъ 
съ  тЬломъ;  ось  {г)  пусть  будетъ  при  этомъ  взята  по  оси  вращешя.  Итакъ, 
подставляя  въ  уравнетя  (1006)  и  (1007)  х,  «/,  г  вместо  6,  ?],  ^  и 

«;.  =  —  <©у,      ъш  =  сох,      V.  =  О 


V    =  СОХ, 
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вмЬсто  V*,  V-,  »г,  и  вводя  координаты  центра  иассы  находимъ: 


—  ^  (<»  —  «>0)  У,  =  Я*  ■*-  51х 


-'%Х1 


и,- 


(1009  > 


^  (со  _  «д  Жс  =  я,  н_  51у 
Я.  4-^+^  =  0, 

—  Е  (со  —  <о0)  =  ЗЛ,  —  *Д,  —  я2#2,, 

—  2)  (со       со0)  =  ЗП9  ■+■  *ДЖ  -+-  *252а?, 

,7  (а)  —  <о0)  =  ЯИ,. 

Здесь  ех  и  #2  координаты  точекъ  опоры,  хе  и  г/с  координаты  центра 
массы,  В  =  2  туя,  1?  =  2  *и##  моменты  дев1ащи.  Последнее  изъ  урав- 
нешй  (1009)  определяете  изм*Ьнен1е  угловой  скорости,  поел*  чего  осталь- 
ныя  уравнешя  определять  81х,  51у,  53х,  52у  и  51хн-52ж.  Нераздельность 
слагаемыхъ  31в  и  8и  объясняется  гЬмъ,  что  двгЬ  силы,  действуюпця  по 
одной  прямой,  представляютъ  собою  въ  сущности  одну  силу,  которая  мо- 
жетъ  быть  какъ  угодно  разлагаема  на  две  или  большее  число  состав- 
ляющихъ  по  этой  прямой;   а   это  же   относится  и   къ  импульсамъ  ешь. 

562,  Центръ  удара.  Предположимъ,  что  действуете  только  одна  мгно- 
венная сила  съ  импульсомъ  О.  Тогда  можно  направление  и  точку  (а,  6.  с» 
приложетя  импульса  выбрать  такъ,  чтобы  ось  вращешя  не  испытывала 
мгновенныхъ  сопротивлешй  въ  точкахъ  опоры.  Действительно,  предполо- 
жимъ, что  3^  =  0,  52,  =  0,  и  найдемъ  необходимыя  для  этого  услов1я. 
Уравнешя  (1009)  принимаютъ  видъ: 

^  («>  —  О  Ус  =  —  &*> 

V-  («>  —  <°о)  хс  =  6Г 

^,  =  0, 

Е  (со  —  со0)  =  с09  —  Ъ(хл, 

В  (со  —  со0)  =  аОь  —  сО^ 

^  (*>•—  а>0)  =  авщ  —  ЪО,  , 

Третье  уравнеше  показываетъ,  что  импульсъ  О  долженъ  быть  на- 
правленъ  перпендикулярно  къ  оси  вращешя.  Изъ  первыхъ  двухъ  урав- 
нешй  выводимъ  зависимость: 

»А-*-вЛ  =  0,  (1011) 

которая  показываетъ,  что  импульсъ  долженъ  быть  перпендикуля- 
ренъ  къ  плоскости,  проходящей  черезъ  ось  вращен1я  и  черезъ 
центръ  массы.  На  этомъ  основанш,  съ  цЬлью  упростить  дальнейшее 
изслЬдоваше,  изменимъ  координатный  оси,  направивъ  ось  (х)  въ  этой 
плоскости  такъ,  чтобы  она  пересекала  прямую  действ1Я  импульса;  тогда 


(1010) 


0|дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


—   561    —  §  563,  ф.   1013. 

а,  =  0.  (*9  =  О,  с  =  0  и  можно  еще  принять  Ь  =  0,  перенеся  точку 
ирнложснш  мгновенной  силы  на  ось  (х).  ПоагЬ  этого  уравнешя  (1010) 
даютъ: 

В  —  О,      Е  —  0,      цс  =  0. 

«/  (л  (<о  -  -  со0)        [ха 

Изъ  иослЬдняго  уравнешя  находнмъ: 

«  =  ^г  (1013) 

н  заключаемъ:  Чтобы  при  д'Ьйств1и  мгновенной  силы  ось  вращс- 
Н1Я  не  производила  мгновенныхъ  давлен1й  (ударовъ)  на  точки 
опоры.  1)  ось  вращен1я  должна  быть  одною  изъ  осей  инерцги 
для  одной  изъ  ея  точекъ,  2)  импульсъ  мгновенной  силы  дол- 
жснъ  быть  направленъ  перпендикулярно  къ  плоскости,  содер- 
жащей ось  вращен1я  и  центръ  массы,  и  3)  эта  сила  должна 
действовать  по  прямой,  отстоящей  отъ  оси  вращемя  на  раз- 
стоян1с,  равное  длин*  физическаго  маятника  съ  тою  же  осью 
вращен1я.  Последнее  заключеше  вытекаетъ  изъ  сравнетя  формулы 
(1013)  съ  формулою  (979). 

Точка  пересЬчешя  мгновенной  силы  съ  плоскостью,  проходящею  че- 
резъ  ось  вращешя  и  центръ  массы,  называется  въ  этомъ  случаЬ  цент- 
ромъ  удара. 

3.  576.  Балка  данныхъ  разм&ровъ  и  плотности,  укрепленная  горизонтально 
одиимъ  своиыъ  вонцоиъ,  испытываете  ударъ  на  другомъ  своемъ  конц-Ь  всл-Ьд- 
ств1е  падешя  на  нее  съ  высоты  Н  метровъ  камня,  в-Ьсящаго  Р  килограммов?» . 
Определить  мгновенное  сопротивление  па  укр'Ьпленномъ  конц-Ь  балки. 

3.  577.  Какимъ  м&стомъ  палки,  держа  ее  за  одинъ  конецъ,  можно  ударить 
ею  о  край  стола  такъ,  чтобы  рука  не  испытывала  сотрясения?  Отв.:  На  раз- 
стоян!и  одной  трети  длины  палки  отъ  ея  свободнаго  конца. 

3.  578.  Однородный  кружокъ  данныхъ  разм&ровъ  и  данной  плотности  мо- 
жетъ  вращаться  около  перпендикулярной  къ  нему  оси,  проходящей  черезъ 
его  центръ.  Какую  угловую  скорость  прюбр'втаетъ  онъ  при  дт»йствш  дан  наго 
импульса  по  касательной  къ  его  окружности? 

3.  579.  Можно  ли  направить  ударъ  на  кружокъ,  указанный  въ  предыдущей 
задать,  такимъ  образомъ,  чтобы  его  ось  вращешя  этого  удара  не  испытывала? 
Отв.:  Нельзя. 

ДФйствге  мгновенныхъ  еидъ  на  твердое  тФло,  свободно 
двигающееся  параллельно  данной  плоскости. 

563.  Определяя  движете  гЬла  движешемъ  его  центра  массы  и  вра- 
щешемъ  около  оси,  проходящей  черезъ  центръ  массы,  можно  по  форму- 
ламъ  (1006),  (1007)  и  (1008)  и  по  теорем*  §  536  написать: 

П.  Сомовъ.— Основания  тсорет.  механики.  36 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   562  — 

Р  (*Ц  —  *«ц)  =  ^       I*  (*Ц  —  ^  =  «тр  (Ю10 

,/с  (со  —  ц>„)  =  аИ;.  (Ю1Г>) 

Впрочемъ,  если  д'Ьйствуетъ  одна  мгновенная  сила,  то  удобнее  изу- 
чать производимое  ею  извгЬнеше  движешя,  определяя  последнее  движе- 
темъ  точки  (50,  т)0),  лежащей  на  прямой  д*йств1я  силы  и  враще- 
н1емъ  около  оси,  проходящей  черезъ  эту  точку.  Упрощеше  со- 
стоять въ  томъ,  что  относительно  этой  оси  ЗЯ*  =  О,  и  следовательно 
мгновенная  сила  не  изм'Ьняетъ  момента  количества  движеюя 
относительно  этой  оси.  Конечно  при  этомъ  первая  часть  уравнения 
(1015)  должна  быть  изменена  при  помощи  теоремы  §  517,  т.  е.  нужно 
моментъ  количествъ  движенья  относительно  оси,  проходящей  черезъ  точку 
('о,  Чо)>  выразить  какъ  сумму  момента  количествъ  движешя  центра  массы 
относительно  этой  точки  и  момента  количествъ  движешя  относительно  па- 
раллельной ей  оси,  проходящей  черезъ  центръ  массы: 

«г  =  V-  (Муг)  —  \\)  -*-  «7>.  (Ю16; 

Поэтому  уравнеше  (1015)  заменяется  слйдующимъ: 

V-  (К*«1  —  ЧА$)  "+-  <*с<»  =  I*  С^со^от]  —  Чгв«го6)  "+-  «7>о,       (Ю17) 

въ  которомъ  можно  притомъ  считать  Ес=5е0,  т)с  =  ^с0,  такъ  какъ  во  время 
дЬйств1я  мгновенной  силы  иоложеше  центра  массы  зам^тнымъ  образомг 
не  изменяется.  Уравнеше  (1017)  вм'ЬсгЬ  съ  уравнешями  (1014)  и  можетъ 
определить  движение  по  окончанш  дЪйстшя  мгновенной  силы. 

3.  580.  Пластинка  двигается  по  плоскости  и  наталкивается  одною  своею 
точкою  А  на  препятствие,  которое  удерживаетъ  эту  точку  неподвижною.  Опре- 
делить измънеше  движен1я.  Ръш.:  Пусть  будетъ  V1  скорость  точки  Л  передъ 
ударомъ;  проведя  черезъ  нее  координатныя  оси  (;Т)),  имъемъ  передъ  ударомъ: 

*Ц  =  ^  '  -  <Мс>  «ГОТ)  =  7  Т| '  +  °>0^ 

а  поел*  удара: 

*'с>  =  -  Щс:  »сц  =  «4- 

Два  послъдиихъ  уравнешя  и  уравнеше  (1017)  опредъляютъ  поступательную 
и  угловую  скорости  послъ  удара.  Послъ  этого  формулы  (1014)  определять 
и  импульсъ  мгновеннаго  сопротивлетя  въ  точкъ  закръплешя. 

3.  581.  Однородный  кружокъ  вращается  на  плоскости  около  одной  изъ 
точекъ  своей  окружности.  Показать,  что  если  эту  точку  освободить  и  въ  тоть 
же  моментъ  закрепить  другую  точку  окружности,  отстоящую  отъ  первой  на 
разстоянш,  равномъ  стороне  вписаннаго  въ  кругъ  равносторонняго  треуголь- 
ника, то  кружокъ  делается  неподвижнымъ. 

3.  582.  Однородный  тяжелый  шаръ,  скатываясь  безъ  скольясешя  по  наклон- 
ной плоскости  и  вращаясь  при  этомъ  только  около  горизонтальной  оси,  пере- 
ходить на  горизонтальную  плоскость.  Въ  этотъ  моментъ  происходить  ударъ, 
сразу  меняющей  направлеше  движешя  центра  массы.  Определить  дальнейшее 
движете  и  импульсъ  удара. 
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3.  Б83.  На  катушку  намотана  нить,  укрепленная  своимъ  концомъ  въ  не- 
подвижной точке,  нричемъ  сначала  нить  не  натянута.  Катушка  падаетъ  вер- 
тикально внвзъ  такимъ  образомъ,  что  въ  моментъ  натяжетя  нити  последняя 
иыъетъ  вертикальное  наиравлеше  и  касается  окружности  катушки.  Зная  вы- 
соту паденья,  определить  движете  посл'Б  натяженгя  нити. 

Соудареше  двухъ  йЬлъ,  двигающихся  параллельно 

плоскооти. 

564.  Перечислен1е  возможныхъ  случаевъ.  При  рЪшонш  этого  вопроса 
будемъ  предполагать,  что  въ  точке  прикосновешя  гЬлъ  общая  нормаль 
къ  ихъ  поверхностям^  а  следовательно  и  импульсъ  удара  параллельны 
плоскости  движенш. 

Относительно  самого  явлешя  соударешя  нужно  различать  три  случая 
1)  когда  поверхности  гЬлъ  около  точки  касашя  абсолютно  гладки,  такъ- 
что  скорость  скольжеюя  одного  тЬла  по  другому,  т.  е.  тангенщальная  сла- 
гаемая относительно!  скорости  при  удар*  не  изменяется;  2)  когда  по- 
верхности оказываютъ  такое  трете  другъ  на  друга,  что  въ  перюдъ  удара 
относительная  скорость  скольжешя  вполне  уничтожается;  3)  когда  отно- 
сительная скорость  не  вполне  уничтожается,  причемъ  уменыпеше  ея  за- 
виситъ  отъ  коэффищентовъ  третя  и  другихъ  физическихъ  свойствъ  уда- 
ряющихся гЬлъ. 

Съ  другой  стороны,  при  опред4лен1и  движетя  после  удара  играеть 
роль  степень  упругости  соударяющихся  телъ,  измеряемая  коэффиц1ен- 
томъ  ^  возстановлеюя  нормальной  скорости.  Такимъ  образомъ  мы 
имеемъ  всего  9  случаевъ,  которые  мы  однакоже  не  все  будемъ  разбирать 
съ  одинаковою  подробностью. 

565.  Соудареше  въ  случае  иде- 
ально гладкихъ  и  неупругихъ  по- 
верхностей. Такъ  какъ  время  дЪй- 
ств1я  мгновенныхъ  силъ  столь  ма- 
ло, что  тела  въ  это  время  не  успе- 
ваютъ  заметно  переместиться,  то 
можно  при  изученш  удара  начало 
координатныхъ  осей  перенести  въ 
точку  касашя,  ось  {у)  направить 
по  общей  нормали  къ  поверхно- 
стямъ, а  ось  (х) — въ  общей  ихъ 
касательной  плоскости,  параллель- 
но плоскости  движешя  (фиг.  225). 
Означимъ  скорости  точки  касашя 

до  и  после  удара  для  одного  гЬла  черезъ  и1  и  «х,  а  для  другого  тела  черезъ 
и2  и  V},  соответственный  скорости  центра  массы  будемъ  отмечать  доба- 
вочнымъ  значкомъ  (е).  Импульсъ  сопротивления^,  которымъ  действуетъ 

36* 


Фиг.  225. 


01дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


—   564    — 

второе  тЪло  на  иорвое,  нормаленъ  къ  поверхности;  импульсъ,  которым! 
дЬйствуетъ  первое  тЬло  на  второе,  ему  равенъ  и  противуположно  на- 
правленъ.  Уравнешя  (1014),  нримЬненныя  къ  каждому  гЬлу  въ  огдкмь- 
ности,  даютъ: 

1*1  (г,1сх    -  О  =  0,  |*8  02г1  —  Щсх)  =  О,  П01е 

Ъ  (^с,  -  'О  =  б»*         1*2  О'*,  —  «.г,)  =  —  вж.  00191 

Моментъ  количества  движешя  каждаго  гЬла  относительно  точки  касаш 
не  м'Ьняется.  ибо  моментъ  импульса  относительно  этой  точки  равенъ  вулк 
поэтому  по  формул*  (1017): 

Лг  К  —  О)20)  И"  1*2*2,  (*!*  *.*)  —  МЬс  (*3«  ~  О  =  0«     1 

Взаимное  давлеше  тЬлъ,  а  следовательно  и  изм-Ьнеше  скоростей  прекра- 
щается въ  тотъ  моментъ,  когда  нормальный  составляюпця  скоростей  вг 
точки  касатя  делаются  равными,  т.  е.  когда 

(10211 
но 


*-,г, 


поэтому 


»•» 

— 

%; 

г.» 

-+-  «>,.*,,, 

'"«г, 

= 

»„,-+- 

«Л, 

'•»* 

—  «V», 

= 

«К» 



«1*1,. 

(10221 


Семь  уравнетй  (1018),  (1019),  (1020)  и  (1022)  и  опред*ляютъ  семь  к- 
извЬстныхъ:   импульсъ  Оп  и   элементы   движешя   поел*  удара,  »1ег,  %• 

566.  Соудареше  въ  случае  поверхностей  неупругихъ  и  настолько  не- 
глад кихъ,  что  поел*  удара  тангенщальная  относительная  скорость  въ  точи 
касашя  исчезаетъ.  Теперь  импульсъ  удара  направленъ  не  ло  нормали; 
пусть  01  его  тангенциальная  составляющая,  действующая  на  первое  гЬло: 
на  второе  гЬло  д'Ьйствуетъ  противуположная  этому  тангенщальная  соста- 
вляющая импульса.  Формулы  (1018)  заменяются  теперь  следующими: 

Рг  ('гит  —  «О  =  #„         Н-2  (»9еяг  -  и2ет)  =  —  вп        (1023) 
а  къ  условш  (1021)  присоединяется  равенство 

которое  но  формуламъ 

даетъ:  9- 

Уравненш  (1019),  (1020),  (1022),  (1023)  и  (1025)   опред-Ьляютъ  восемь 
неизв*стныхъ:  вя,  Д„  Г?<}  г1вг,  г>1р,,  и2саг,  *;2с1Г  ©Ё  и  ш2. 
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567.  Случай  соударешя,  когда  поверхности  идеально  упрупя.  Время 
соударетя  можетъ  быть  разделено  на  два  перюда:  1)  до  того  момента, 
когда  нормальныя  составляются  скоростей  въ  точки  касашя  делаются 
равными,  и  2)  съ  этого  момента  до  конца  удара.  Для  нерваго  дершда  мо- 
гутъ  быть  приложены  въ  формулы  случая  §  565  или  случая  §  566;  для 
времени  второго  перюда  равенство  (1021)  отпадаетъ  и  по  окончанш  удара 
относительная  нормальная  составляющая  скоростей,  *;2у  —  V^з,  делается 
равною  и  прямо  противуположною  первоначальной.  Мы  можемъ  принять 
это  положеше  какъ  характеризующее  идеальную  упругость.  Не  вдаваясь 
въ  подробное  объяснеше  этого,  укажемъ  только  на  §§  237  и  238  и  на 
задачу  542.  Итакъ  примемъ: 

%  -  %  =  —  К  —  *1,У>  С1026) 

всдЪдстшв  этого,  равенство  (1022)  заменяется  слгЬдующимъ: 

568.  Остальные  случаи.  Если  поверхности  не  вполне  упрупя,  то  въ 
формулу  (1026)  вводится  коэффищентъ  возстановлетя  з: 


г, 


2,—   ^,=    —   ?(««,—  *!,), 

причемъ  0<д<1.  Остальное  остается  безъ  перемены,  если  поверхности 
идеально  гладюя  или  настолько  негладюя,  что  тангенщальная  относитель- 
ная скорость  исчезаетъ  во  время  удара. 

Если  поверхности  невнолн'Ь  гладк1я,  то  во  время  удара  равенство 
(1024)  не  устанавливается  и  должно  быть  заменено  равенствомъ: 

"о*  —  »„  =    *  ОЧг  —  *!,), 

гд*Ь  0<&<1.  Коэффищентъ  к  зависитъ  огь  условШ  третя.  Мы  не  бу- 
демъ  дальше  развивать  этоть  и  остальные  случаи. 

3.  584.  Указать  услов1я,  при  которыхъ  одно  или  оба  тъла  приходятъ  въ  со- 
стоите покоя. 

3.  585.  Въ  палку,  лежащую  на  льду,  ударяется  круглая  ледяная  пластинка. 
Определить  движете  послъ  удара,  пренебрегая  третемъ. 

3.  686.  Двъ  палки,  свободно  скользящ!я  по  льду  поступательно  по  напра- 
вление) ихъ  длинъ  и  образующхя  между  собою  прямой  уголъ,  сталкиваются 
такимъ  образомъ,  что  одна  изъ  нихъ  ударяетъ  на  одной  трети  длины  другой. 
Определить  движете  поели  удара  и  силу  удара,  предполагая,  что  коэффи- 
щентъ возстановлетя  равенъ  половинъ  и  что  относительная  тангенщальная 
скорость  при  ударъ  исчезаетъ. 
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ГЛАВА    XX. 

Движете  твердаго  тЪла  около  точки  и  въ  общемъ 

случай. 

Предваритедьныя  соображения  и  завонъ  моментовъ 
количествъ  двиаветя. 

569.  Постановка  вопроса.  Въ  §  543  и  §  544  были  уже  составлены 
обпил  уравнетя  динамики  свободнаго  твердаго  гЬла,  и  притомъ  какъ  по 
отношенш  къ  неиодвижнымъ,  такъ  и  по  отношенш  къ  подвижнымъ  ко- 
ординатнымъ  осямъ.  Но  этими  уравнетями  непосредственно  пользоваться 
очевидно  неудобно,  и  они  должны  быть  такъ  преобразованы,  чтобы  въ  нихъ 
входили  гЬ  кинематичесте  параметры,  которыми  определяется  движете 
твердаго  тела,  потому-что  задача  динамики  сводится  къ  опред*Ьленш  этихъ 
параметровъ  въ  функщи  времени.  Разлагая  движете  свободнаго  твердаго 
гЬла  на  поступательное,  определяемое  движетемъ  его  центра  массы,  и 
на  вращательное  около  центра  массы,  мы  можемъ  вопросъ  о  движети 
центра  массы  выделить,  такъ  какъ  по  закону  движетя  центра  массы  это 
сводится  къ  динамик!»  отдельной  матер1альной  точки.  Въ  виду  этого  мы 
обратимъ  все  наше  внимате  на  динамику  вращательнаго  движетя  около 
точки.  Впрочемъ,  чтобы  разсмотрйть  этотъ  посл'Ьдн1й  вопросъ  въ  самомъ 
общемъ  вид*,  мы  не  будемъ  за  неподвижную  точку  принимать  непременно 
центръ  массы. 

570.  Законъ  моментовъ  количествъ  движетя  въ  применены  къ  твердому 
тЬлу,  имеющему  неподвижную  точку.  Уравнетя  динамики  вращательнаго 
движетя  твердаго  гЬла  заключаются  въ  трехъ  уравнетяхъ  (930)  и  (931), 
выражающихъ  законъ  моментовъ  количествъ  движетя.  Действительно,  эти 
уравнетя  выведены  въ  предположены,  что  для  системы  матерхальныхъ 
точекъ  возможны  всяк1я  вращательныя  движетя  около  точки,  и  следова- 
тельно эти  уравнетя  применимы  и  къ  разсматриваемому  случаю  движе- 
н1я  твердаго  тела;  съ  другой  стороны,  число  этихъ  уравнетй  равно  числу 
кинематическихъ  параметровъ,  онредЬляющихъ  движете  твердаго  тела 
около  точки.  Въ  виду  сказаннаго.  законъ  моментовъ  количествъ  движетя 
играетъ  существенную,  основную  роль  въ  динамик*  вращательнаго  дви- 
жетя твердаго  гЬла,  и  мы  должны  прежде   всего  на  немъ  остановиться. 

Въ  §  539  была  указана  зависимость  между  конечнымъ  изм*Ьнетемъ 
вектора  А^  при  действш  на  твердое  гЬло  мгновенныхъ  силъ  и  моментомъ 
импульсовъ  этихъ  силъ.  Для  безконечно-малаго  элемента  времени  эта  за- 
висимость можетъ  быть  иримЬнена  нетолько  къ  мгновеннымъ,  но  и  къ 
обыкновеннымъ  непрерывно  действующимъ  силамъ.  А  именно,  равенства 
(931)  можно  заменить  следующими,  заменяя  дифференщалы  приращетямн 
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и  пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  норядковъ: 

ЬК%  =  М*  Ы,      А^  =  М^  Ы,      Д#„  =  М^  А*.  (1027) 

Первыя  части  здЬсь  представляются  проекщями  на  осяхъ  координатъ  гео- 
метрическаго  приращешя  хК  вектора  X,  вторыя  же  части, 


М^М=  2(т|.2Д*  — СНА*), 

Л/7,А/  =  2(1;.ЕА<  — 5.2А0, 
МГМ=  2(5.НА*  — 7|.ЕА*). 


(1028) 


можно  рассматривать  какъ  ироекцш  момента  относительно  неподвижной 
точки  импульсовъ  дЬйствующихъ  силъ  или,  всеравно,  импульса  статиче- 
скаго  момента  М  всЬхъ  силъ  для  безконечно-малаго  элемента  времени. 
Изображая  этотъ  импульсивный  моментъ  ММ  въ  вид*  вектора,  отло- 
женнаго  по  направленш  (М),  можемъ  равенство  (932)  представить  такъ: 


хК  =  ММ  (1029) 

и  сказать:  При  движенш  твердаго  т'Ьла  около  точки,  въ  каждый 
безконечно-малый  элементъ  времени  моментъ  количества  дви- 
жен1я  получаетъ  геометрическое  приращен1е,  геометрически 
равное  импульсивному  моменту  силъ. 

Ниже  мы  увидимъ  (§  572),  что  слагаемый  вектора  К  суть  функцш, 
и  притомъ  линейныя,  угловыхъ  скоростей  гЬла  около  координатныхъ  осей; 
поэтому  вышеуказанный  законъ  даетъ  возможность  судить  о  томъ,  какъ 
подъ  влхяшемъ  вн-Ьшнихъ  силъ  изменяется  въ  течете  безконечно-малаго 
элемента  времени  состоите  вращательнаго  движенш  твердаго  гЬла.  По- 
этому внимательное  изучеше  вектора  К  и  должно  быть  положено  въ  осно- 
ваше  динамики  твердаго  гЬла. 

571.  Преимущество  подвижныхъ  координатныхъ  осей  передъ  неподвиж- 
ныни.  Уже  въ  кинематике  твердаго  тйла  было  замЬчено,  что  выражешя 
кинематическихъ  элементовъ  но  отношенш  къ  осямъ  (хуз),  неизмЬнно 
связаннымъ  съ  твердымъ  гкломъ,  представляются  проще.  ч'Ьмъ  по  отно- 
шенш къ  осямъ  (Ь&)  ненодвижнымъ,  потому-что  содержать  меньшее  число 
нерем-Ьнныхъ  элементовъ.  Еще  въ  большей  степени  это  относится  къ  эле- 
ментамъ  динамическимъ,  каковъ  напримйръ  векторъ  А'.  Ниже  мы  уви- 
димъ, что  выражешя  его  ироекщй  на  осяхъ  координатъ  содержать  въ  видЬ 
коэффищентовъ  моменты  инерщи  и  моменты  дев1ащи;  по  отношенш  къ 
неподвижнымъ  осямъ  они  являются  элементами  переменными,  а  по  отно- 
шенш къ  осямъ,  неизменно  связаннымъ  съ  твердымъ  гЬломъ,  элементами 
постоянными.  Всл'Ьдств1е  этого  обыкновенно  иредпочитаютъ  всЬ  элементы 
движения,  а  следовательно  и  связываюпця  ихъ  уравненш  динамики,  раз- 
сматривать   по  отяошешю  къ  подвижнымъ  осямъ  и  потомъ  уже,  въ  слу- 
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чаЬ  надобности,  определять  известными  изъ  кинематики  формулами  по- 
ложеше  этихъ  осей  относительно  неподвижны». 

Элементы  К  и  Т  для  твердаго  т*ла. 


572.  Формулы  для  К  и  Т  и  связь  между  ними.   Чтобы  составить  вы- 

(1030) 


ражешя  „        «      . 

Кх=  Его  (уг-,  —  «у, 


/V  у  =  2  т  {хг г  -    XV ^ 
Кл  =  2т{Х1>9       уьх), 
воспользуемся  формулами  Эйлера  для  скоростей  (§  142): 

'-,  =  42  —  гу,  | 

^  =  г./  —  рг,   1  (1031) 

подставляя  эти  скорости  въ  выражешя  (1030)  и  вводя  обозначешя  (724) 
и  (725),  находимъ: 

Кх  =  Ар  —  Ра  -  Ег, 


К9  =  Вц  —  Вг  —  Ер, 
А\  ^  Сг  —Ер  -    Дд. 


(1032) 


Чтобы  лучше  понять  происхождеше  отдЬльныхъ  членовъ  этихъ  фор- 
мулъ,  составкмъ  послЬдн1я  непосредственно  синтетически.  Количество  дви- 
жен1я  тV  какой-либо  точки,  зависящее  отъ  вращешя  съ  углового  ско- 
ростью о>  около  мгновенной  оси,  можно  представить  себЬ  разложеннымъ 
на  количества  движешя 

то{  -+-  тг2  -+-  туг  =  тг\ 

зависяпця  отъ  трехъ  вращешй  съ  угловыми  скоростями  р>  д,  г  около  осей 
(х),  (у)  и  (-г).  Составимъ  выражешя  моментовъ  этихъ  трехъ  векторовъ. 
Векторъ  ть\  им'Ьетъ  слагаемыми  по  осямъ  координатъ: 

О,       — т.рг,       т-РУ, 
и  его  моменты  будутъ: 

у  .  тру  —  г .  (—  трг)  =  тр  (у~  -+-  ?2), 

2 .  О  —  .г .  тру  =  —  шрху, 

х .  (—  трг)  —  у .  О  =  —  трех. 

Суммируя  так1Я  выражешя  для  всЬхъ  точекъ  гЬла,  находимъ  члены 
Ар,  — Ер,  —Ер,  входяпце  въ  составь  формулъ  (1032).  Моменты  векто- 
ровъ пи\2  и  ть9  подобнымъ  же  образомъ  приводить  къ  образованно  дру- 
гихъ  членовъ  въ  формулахъ  (1032). 
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Обратимся  къ  составленш  выражения  для  кинетической  энерпи 

^■^«К'  +  ^  +  О. 

Пользуясь  опять  формулами  (1031),  (724)  и  (725),  находимъ: 

Г  =  \  (Ар*  ч-  Ид*  -+-  О"  —  2.0дг  —  ЧЕгр  —  2Гр<]).      (1033) 

ЗамЬтимъ  сл'Ьдуюпця  соотношешя  между  К  и  Т: 

1)  Непосредственное  сравнеше  показываетъ,  что 

К*~ф'      к'~ъ'      к*--&  (1034) 

2)  По  теореме  Эйлера  объ  однородныхъ  функщяхъ: 

дТ         дТ         дТ 

поэтому,  при  помощи  формулъ  (1034)  находимъ: 

т  =  1  (Ктр  ■+  х,  8  -ь  ад.  (Ю35) 

Последнее  выражеше  можно  еще  такъ  представить: 

Г  =  \  К .  со .  сов  (К,  со),  (1036) 

т.  е.  кинетическая  энерпя  равна  половин-Ь  геометрическаго 
произведен1я  (§  10)  момента  количествъ  движеюя  на  угловую 
скорость. 

Формулы  (1032)  и  (1033)  значительно  упрощаются,  если  координатный 
оси  въ  гЬл'Ь  направить  по  осямъ  инерщи  (осямъ  эллипсоида  инерщи), 
соотв'Ьтствующимъ  неподвижной  точки.  А  именно,  тогда  (§§  464  и  465) 
моменты  дев1ащи  I),  Е,  Р  равны  нулю,  и  мы  находимъ: 

Кг  =  Ар,      К9  =  Вц,      А\  =  Сг\  (1037) 

Т  =  I  (Ар2  ч-  Вц*  ч-  От2).  (1038) 

Этими  формулами  мы  и  будемъ  преимущественно  пользоваться  въ  даль- 
нейшем^ 

573.  Случаи,  когда  векторы  1С  и  (о  совгшдаютъ.  Для  выяснешя  раз- 
личныхъ  явленШ,  наблюдаемыхъ  при  вращательномъ  движеши  твердаго 
Ила,  весьма  важно  заметить,  что,  какъ  показываютъ  формулы  (1037), 
вообще  говоря  векторы  К  и  со  не  совпадаютъ  по  направлен1ю, 
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обстоятельство,  которое  часто  упускается  изъ  вида  при  элементарниг. 
объяснешяхъ  этихъ  явленШ.  Для  такого  совпадешя  требуется: 

р  2  г 

Если  главные  моменты  инерщи  А,  В,  С  не  равны  между  собою,  то  ра- 
венства (1039)  выполнимы  только  тогда,  когда  дв$  изъ  угловыхъ  смрг- 
стей  р,  д,  г  равны  нулю,  т.  е.  если  мгновенного  осью  служить  одна  в-;- 
осей  инерщи,  проходящихъ  через'!»  неподвижную  точку. 

Если  два  изъ  главныхъ  моментовъ  инерщи  равны,  или,  другими  а- 
вами,  если  эллипсоидъ  инерщи  для  неподвижной  точки  есть  эллипсоид 
вращешя,  то  для  удовлетворешя  услов1ямъ  (1039)  требуется,  чтобы  оде» 
изъ  угловыхъ  скоростей  р,  д,  г  была  равна  нулю;  наприм*ръ,  если  -4=  Л 
то  нужно,  чтобы  г=0,  т.  е.  чтобы  векторъ  со  лежалъ  въ  плоскости  зк&- 
тора  эллипсоида  инерщи. 

Наконецъ,  если  А  =  В  =  С,  т.  е.  если  неподвижная  точка  гЬла  его 
шаровая  (§  467),  то  при  всякомъ  направлены  мгновенной  оси  вектор* 
К  и  со  лежать  на  одной  прямой. 

574.  Эллипсоидъ  полюсовъ  и  геометрическая  зависимость  между  вет- 
рами К  и  со  Предполагая,  что  оси  (х),  (у)  и  (г)  взяты  по  главным*  осяг- 
эллипсоида  инерщи 

Ах2  -*-В1р  ■+■  Сг*  =  1,  (104'-" 

построимъ  другой  эллипсоидъ,  подобный  предыдущему,  съ  нимъ  соосныг 
и  имйюпцй  своимъ  уравнетемъ: 

Ах?  н-  Ву2  -*-  Сг*  -     2Г=  О.  (И^1 

Этотъ  эллипсоидъ  называется  эллипсоидомъ  полюсовъ,  потому-что  к:- 
ординаты  р,  д,  г  «полюса»,  т.  е.  конца  вектора  <о,  этому  уравнена' 
удовлетворяют^  Вообще  говоря  во  время  движенш  гЬла  размеры  этог. 
эллипсоида,  всл'Ьдсше  измЬнешя  Г,  меняются,  нричемъ  онъ  постояна- 
остается  подобнымъ  самому  себЬ  и  эллипсоиду  инерщи  (1040). 

Эллипсоидъ  полюсовъ  даетъ  наглядное  нредставлеше  о  томъ.  какъ  на- 
правлены векторы  К  и  со  одинъ  относительно  другого. 

Теорема:  Векторъ  К  иерпендикуляренъ  къ  касательной  плос- 
кости къ  эллипсоиду  полюсовъ  въ  точкЬ  (р,  #,  г)  и  равенъ  отн  - 
шен1ю  удвоенной  кинетической  энерпи  къ  разстоянш  нецодвих- 
ной  точки  отъ  этой  плоскости. 

Первая  часть  теоремы  непосредственно  видна  изъ  формулъ  (ЮЗ-1 
если  принять  во  внимаше,  что  косинусы  угловъ  нормали  (п)  къ  касатель- 
ной плоскости  къ  поверхности 

/>,*,,*)  =  О  (]<»а 
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въ  данной  на  ней  точки  пропорщоналыга  значешямъ,  которыя  получаютъ 
для  этой  точки  частныя  производный 

К,   д1,  К- 

дх       ду       дг ' 
теперь,  но  уравнению  (1041),  для  касательной  плоскости  въ  точки  (р,  ц,  г): 

СОВ  (Л,  X)  С08  (я,  у)  С08  (/*,  2) 

Для  доказательства  второй  части  теоремы  замЪтимъ,  что  уравнеше  ка- 
сательной плоскости  къ  поверхности  (1042)  въ  данной  на  ней  точкЬ 
(агп  у„  г^  им'Ьетъ  видъ: 

(2),<~  ■)*(!),<'-*'*(*),«-'■>-* 

поэтому  для  касательной  плоскости  къ  поверхности  (1041)  въ  точки  (р,  </,  г) 
находимъ  уравнеше: 

Ар  {х—р)-+-  Щ  {у  —  о)+  Сг(г  —  г)  =  0.  (1043) 

По  формул*  же  ^  ^       ах,  _+_  щ  ч.  ^  ^л 

*~  -       |/ а*  _+_  й2  н-  с3 

для  разстояшя  точки  (х\  у\  г')  отъ  плоскости 

ах  -+-  Ьу  -ч-  сг  -+-  й  =  О, 

разстояте   начала  координатъ,  т.  е.  неподвижной  точки  оть  плоскости 
(1043): 

?  —  -+.  —  (АР2  ±  Вд2  н-  Сг*) 

или,  по  формуламъ  (1037)  и  (1038)  и  беря  положительное  значеше: 

от 

8  =  ~  .  (1044) 

3.  587.  Вывести  сказанное  въ  §  573,  какъ  слъдствге  изъ  теоремы  §  574. 

3.  688.  Дано  однородное  твло  вращешя  съ  неподвижною  точкою  въ  центре 
массы,  такъ  что  и  центральный  эллипсоидъ  есть  эллипсоидъ  вращен1я  (А= В). 
Показать,  что  геометрическая  ось  тъла  $/2и  векторы  -К  и  со  всегда  находятся 
въ  одной  плоскости,  и  определить,  который  изъ  этихъ  двухъ  послъднихъ  век- 
торовъ  находится  ближе  къ  геометрической  оси  тъла  въ  случаъ  эллипсоида 
инерцш  сжатаго  и  въ  случаъ  эллипсоида  инерцш  вытянутаго.  Отвътъ  на  вто- 
рую часть  задачи  явствуетъ  изъ  фигуръ  (226)  и  (227),  гдъ  эллипсы  предста- 
вляютъ  съчев1е  эллиисоида  полюсовъ  меридоанальною  плоскостью,  содержащею 
векторы  К  и  о),  а  ЦВ  есть  геометрическая  ось  тъла. 
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3  589.  Определить  въ  сантпметрахъ  рад!усъ  г  однороднаго  стального  шара, 
для    котораго   векторы  К  и  со  постоянно   равны,  когда  дентръ  шара  остается 


Фиг.  226. 

пеподвяженъ.  Отв.:  Если    плотность  стали  =  7,8,   то   гг=0,73  сантиметра   (см. 
задачу  476). 

Швоторыя  авдбнгя  в*  движен1и  гиросвоповъ. 

575.  Общее  понят1е  о  гироскопахъ.  Гироскопами  называются  приборы, 
служапце  для  поверки  опытнымъ  путемъ  динамическихъ  законовъ  враща- 
тельнаго  движения  твердаго  гЬла.  Обыкновенно  при  этомъ  разсматривается 


Фиг.  228, 


гЬло  вращешя,  имеющее  видъ  диска  съ  кольдеобразнымъ  утолщешемъ 
(фиг.  228  и  229),  называемое  торомъ  (Хоте).  Торъ  снабженъ  осью,  одна 
точка  которой  удерживается  неподвижною.  Это  достигается  или  гЬмъ,  что 
однимъ  своимъ  концомъ  ось,  оканчивающаяся  остр1емъ.  опирается  на  не- 
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подвижный  столбикъ,  снабженный  неболыпимъ  углублешемъ,  или  ось  за- 
острена на  обоихъ  своихъ  концахъ  А  и  В  и  упирается  въ  металличе- 
ское кольцо  СД  вращающееся  въ  свою  очередь  около  другой  оси  ЕР, 
перпендикулярной  къ  оси  тора.  Если  эта  вторая  ось  тоже  упирается  въ 
другое  кольцо,  вращающееся  около  оси,  перпендикулярной  къ  предыдущей, 
то  для  тора  дЬлается  возможнымъ  всякое  вращеше  около  точки  пересЬ- 
чен1я  всЬхъ  трехъ  осей,  какъ  и  въ  случае  одной  точки  опоры.  Приборы 
исрваго  рода  имЬютъ  то  преимущество,  что  на  нихъ  получаются  динами- 
чески явлены  въ  чистомъ  видЬ;  на  приборахъ  же  снабженныхъ  кольцами, 
массы  этихъ  колецъ,  тоже  приходящихъ  въ  движете,  оказываютъ  влтяше 
на  наблюдаемыя  явлешя.  Но  зато  приборы  второго  рода  им'Ьютъ  то  пре- 
имущество, что  у  нихъ  вращеше  около  неподвижной  точки  ничЬмъ  не 
ограничено,  чего  нельзя  сказать  о  приборахъ  перваго  рода,  гд4  подставка 
ограничивает!)  подвижность  тора. 

Гироскопъ,  у  котораго  неподвижная  точка  совпадаетъ  съ  центромъ 
массы  тора,  мы  будемъ  называть  уравнов'Ьшаннымъ. 

576.  Основное  динамическое  явлеже  на  уравновЪшанномъ  гироскопе. 

Пусть  онъ  вращается  около  своей  геометрической  оси  {?)  съ  угловою 
скоростью  г.  Если  на  гироскопъ  никашя  силы  не  дЬйствуютъ,  то  эта  ось 
вращешя  сохраняется,  потому  что  она  совпадаетъ  съ  осью  эллипсоида 
инерщи.  Опред'Ьлимъ,  какой  импульсъ  силы  нужно  приложить  на  оси 
вращешя,  чтобы  повернуть  ее  на  весьма  малый 
уголъ  а,  и  чтобы  посл-Ь  этого  вращеше  продол- 
жало совершаться  около  той  же  геометрической 
оси  шара  и  съ  тою  же  угловою  скоростью.  Въ 
начал*  К=  Сг\  поел*  поворота  оси  К'  =  О,  но 
векторъ  К'  образуетъ  съ  К  уголъ  а  (фиг.  230). 
Мы  имЬемъ:       _ 

К1  =  К-+-  тД, 

ГД*  хК=К*  =  Сгя.  (1045) 

Это  и  опред'Ьляетъ  по  формул  1>  (1029)   тре- 
буемый импульсивный  моментъ   ММ.    Онъ  ле-  Фиг.  230. 
жить  въ  плоскости  (КОК')  прежней  и  новой  осей 

вращенЫ;  следовательно  соотв'Ьтствуюпцй  этому  моменту  импульсъ  силы 
лежитъ  въ  плоскости,  перпендикулярной  къ  предыдущей.  Если  предпола- 
гать, что  этотъ  импульсъ  приложенъ  на  оси  вращешя,  то  его  можно  счи- 
тать къ  ней  нерпендикулярнымъ,  такъ  какъ  слагаемая  импульса  вдоль 
оси,  уничтожаясь  сопротивлешемъ  въ  неподвижной  точки,  всеравно  на 
движете  вл1ян1я  не  оказываетъ.  Отсюда  сл*Ьдуетъ:  чтобы  сообщить 
оси  вращающагося  около  нея  гироскопа  непрерывное  вращенхе 
съ  угловою  скоростью  а>'  =  /ш.^,  нужно  приложить  на  оси 
гироскопа  силу,  статически  моментъ  которой,  М  =  Ст\  нахо- 
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дясь   въ   плоскости  движен!Я   оси,   постоянно   оставался  бы  г 
нему   иерпендикулярнымъ.    Сила,    соответствующая    этому   * 
менту,    должна   быть    поэтому    перпендикулярна    къ    плоское:: 
движен1я  этой  оси  и  къ  самой  оси  и  равна 

С/чо' 

^  — , 

а 

гд*  а  разстояюе  точки  приложена  этой  силы  отъ  неподвижна 
точки  тЬла  *). 

ЗамЬтимъ  еще  относительно  направлешя  этой  силы  следующее.  Ее:. 
предполагать  ее  приложенною  на  положительномъ  конц*  оси  гироскоп* 
т.  е.  на  томъ  конц-Ь,  откуда  его  вращете  кажется  ироисходящнмъ  по  ча- 
совой стр^лк*,  то  эта  сила  представляется  направленною  вправо  огъ 
оси  гироскопа,  если  па  эту  ось  смотрЬть  съ  положительнаго  конца  еп- 
тическаго  момента. 

3.  590.  Вычислить  моментъ  М  въ  предположен^,  что  гироскопъ  нмЪеп. 
видъ  стального  цилиндрическаго  диска,  котораго  радгусъ  Е  =  10  см.,  высоп 
Н  =  1  см.,  и  что  онъ  дълаетъ  600  оборотовъ  въ  минуту  около  своей  оси.  а  гг- 
ось,  вращаясь  въ  некоторой  плоскости,  дълаетъ  12  оборотовъ  въ  минуту.  Оте. 
По  формул*  (744) 

С  =  |  *7,8  .  1 .  10000  =  122522; 

далъе  имъемъ:  апл~  ю- 

г  =  ™  =  20*  --  62,84,       «И  =  ~  =  1,2568. 

М  =  122522  .  62,84  . 1,2668  —  9676460  въ  абс.  ед.  Св8. 

Если  сила  Р  будетъ  приложена  въ  раз  стоя  нш  10  см.  отъ  точки  опоры,  то  он* 
должна  быть  равна  967646  динъ  или  около  одного  килограмма. 

3.  591.  На  край  того  же  диска,  ось  вращешн  котораго  вертикальна  н  ко- 
торый дълаетъ  600  оборотовъ  въ  минуту,  падаетъ  съ  высоты  одного  метра  ткк-- 
въеящее  одинъ  граммъ.  Определить  уголъ,  па  который  отклонится  при  этот, 
ось  вращетя.  Ръш.:  Скорость  падешя  г?=  }/2</Л  =  ^2.^81. 100  см.  въ  Г~ 
=  440  см.  въ  1*.  Импульсъ  удара  тю  =  440  абс.  ед.  Моментъ  импульса,  при 
В  =10  см.,  равенъ  4400  абс.  ед.  По  формуламъ  (1029)  и  (1045) 

4400  4400  ъпт-п 

*^    6Г  =  122522762,84  =  0ДОМ- 

Это  соотвътствуетъ  приблизительно  углу  въ  0°2';  следовательно  падешя  тъза 
не  влшетъ  замътнымъ  образомъ  на  вращеше  диска. 

577.  Вл1яже  на  гироскопъ  пары,  моментъ  которой  постояненъ  во  ведь 

чин*  и  по  направленно.  Пусть  на  уравновЪшанный  гироскопъ.  вращав 
шдйся  около  своей  геометрической  оси,  дгЬйствуетъ  пара,  моментъ  которой 
сохраняете»  свою  величину  и  направлеше  въ  пространств*.  Если  ось  вра- 
щения  гироскопа   первоначально   перпендикулярна  къ  моменту,  то,  кагь 


*)  Это  заключеше  предполагает^  что  о/  мало  въ  сравненш  съ  г,  такъ  вакъ 
мгновенная  ось  определяется  векторомъ  ш  ^  г  +  ш'  и  въ  точности  не  еовпа- 
даетъ  съ  осью  (г)ш 
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Фиг.  231. 


юказываетъ  формула  (1020),  она  начинаетъ  къ  нему  наклоняться  и  нри- 
гомъ  такъ,  что  уголъ  р  между  положительными  направлешями  К  и  М 
Х'Ьлается  острымъ.  Разложимъ  теперь  моментъ  М  на  два  составляющихъ 
:фиг.  231):  М"  =  М  со$$  по  новому  на- 
иравленш  А",  и  М'  =  М  зт  р  къ  нему 
перпендикулярный.  При  достаточно  мед- 
ленномъ  поворот*  оси  вратпешя  гироскопа 
можно  и  теперь  векторы  К  и  <д>  считать 
съ  этою  осью  совпадающими.  Моменту  Л" 
соотв'Ьтствуетъ  пара,  стремящаяся  вращать 
гнроскопъ  около  его  оси;  она  поэтому  из- 
м'Ьняетъ  только  величину  угловой  скорости 
этого  вращешя.  Другой  моментъ,  М\  про- 
должаете изменять  направлеше  оси  враще- 
шя, уменьшая  этимъ  уголъ  (3.  ВслЬдств1е 
этого  съ  течешемъ  времени  моментъ  М" 
возрастаете,   а  моментъ   М'  уменьшается, 

ось  же  гироскопа  своимъ  положительнымъ  направлен1емъ  при- 
ближается къ  совпаден1ю  съ  направлен1емъ  момента  Л/. 

На  опытахъ  вл1ян1е  момента  М"  заметить  трудно,  да  оно  и  не  су- 
щественно; вл1яше  же  момента  М'  можетъ  быть  обнаружено  на  различ- 
ныхъ  гироскопахъ.  (См.  слЬдукнщя  задачи). 

3.  692.  Объяснить  явлеже,  наблюдаемое  на  гиросноп-ь  Харди  (Нагс1у).  Этотъ 
гироскопъ  устроепъ  слЬдующимъ  образомъ  (фиг.  232).  Латунное  кольцо  ХЛГ 
можетъ  вращаться  около  вертикальной  оси,  для  чего  оно  снабжено  остр1лмп 
Р  и  §,  упирающимися  въ  коничесюя 
углублетя,  сдъланныя  въ  верхнее  и 
въ  нижней  доскъ  штатива.  Горизонталь- 
ный Д1аметръ  Ст2)  этого  кольца  служить 
осью  вращешя  внутренняго  кольца  В8, 
у  котораго  дДаметръ  А В,  перпендику- 
лярный къ  С2),  служить  осью  тора. 
Внешнее  кольцо  ЫУ  снабжено  внизу 
маленькимъ  шкивомъ;  на  него  можетъ 
наматываться  резиновая  лента,  одинъ 
конецъ  которой  укръпленъ  на  шкивъ,  а 
другой  конецъ  въ  точкъ  Е  штатива.  Эта 
лента  можетъ  наматываться  на  шкивъ 
въ  томъ  и  въ  другомъ  направленги,  при- 
чемъ  она  натягивается  и  такимъ  об- 
разомъ обусловливаетъ  силу,    статиче- 

скШ  моментъ  М  которой  наиравленъ  вертикально  вверхъ  или  внизъ,  смотря 
по  направлешю  намотки.  Эта  сила  стремится  привести  во  вращательное  дви- 
жете около  оси  Р§  внъшнее  кольцо  и  вмъстъ  съ  этимъ  дДаметръ  СВ  внутрен- 
няго кольца.  Если  тору  сообщено  вращеше  около  оси  АВ  и  если  притомъ  эта 
ось  не  имъетъ  въ  точности  вертикальнаго  положеи1Я,  то  и  ей  сообщается 
дьйстчие  момента  М  и,  по  доказанному  въ  §  577,  она  въ  плоскости,  перпенди- 


Фиг.  232. 
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кулярной   къ  оси  ОБ,  наклоняется  до  тъхъ  поръ,  пока  ея  положительный  I 
нецъ  не  приметъ   одинаковаго    направлен1я   съ  моментомъ  М.    Во  все  вре* 
этого  наклон  ешя  оси  А  В  внъшнее  кольцо,  несмотря  на  натяжеше  резины.  • 
поворачивается  замътиымъ  образомъ:  настолько  велика  сила  инерщи  тора,  стр  | 
мящаяся    двигать  ось  въ  направлен^,  перпендикулярномъ   къ  дьйствуюцг'- 
на  эту  ось  силамъ  пары.  Опытъ  производится    обыкновенно   сл*дующиыъ  •  • 
разомъ.  Резина  наматывается  на  шкивъ,  для  чего  нужно  кольцо  ЬН  врага- 
рукою;  при  этомъ  замечается  направлеше  момента  М.  Посл*Ь  этого,  пом-и. 
нити,  намотанной  на  ось  тора,  ему  сообщается  быстрое  вращательное  двд/ 
ше,  и  эта  ось  рукою  же  приводится  въ  такое  положен  1е,  чтобы  положптельл^ 
копецъ  ея  былъ  приблизительно  противуноложенъ  направлению  момент*  .V 
затъмъ    приборъ    предоставляется    самому  себъ.  Если  бы  векторъ  ю,  а  тепе:: 
вмъстъ  съ  нимъ  и  векторъ  К,  были  въ  точности  прямо  противоположны  т 
тору  М,  то  ось  вращен1я  могла  бы  оставаться  неизменною,  потому-что  момег? 
М  не  могъ  бы  сообщить  вектору  /V  перпендикулярнаго   къ  нему  геометрх.?-  I 
скаго  приращешя;  но  такое  положеше  оси  неустойчивое  п  поэтому  на  саг  .-г. 
дълъ  не  сохраняется.  При   малъйшемъ  же  отклоненш  является  составяяюда 
Ж1  момента  М,  производящая  еще  большее  отклонеше   вектора  К  п  осп  в;- 
щешя;  такимъ  образомъ  это  отклонеше  постепенно  увеличивается,  и  ось  я 
щенгя  тора  поворачивается  до  тЬхъ  поръ,  пока  ея  положительное  направлен; 
не  совпадетъ  съ  положнтельнымъ   паправлешемъ   момента  ЛЛ  Когда  это  «я*-  I 
чится,  сила  янерцш  тора  уже  пе  будетъ  препятствовать  вращетю  обоигь?- 
лецъ  около  вертикальной  оси,  и  это  вращеше,  произведенное  резиною.  буд*-  | 
по  инерцш  продолжаться  до  тъхъ  поръ,  пока  резина  не  намотается  на  дав" 
въ  обратномъ  направленш.  Но  вслъдствге  этого  появится  момента  М  п  * 

правлети,  противуположпомъ  пер- 
воначальному; поэтому  ось  т*у 
снова  начнетъ  наклоняться,  а  сил: 
инерпДи  его  будетъ  препятствоваг. 
разматыванию  резины  до  тъхъ  п<-- 
пока  опять  векторы  К  и  М  не  <у- 
дутъ  направлены  въ  одну  сторогу 
Такое  я  влете  будетъ  повторять- 
много  разъ,  прежде  чтшъ  оно  со- 
кратится вслъдств1е  трен1Я  и  нес> 
вершенной  упругости  резнны. 

3.  693.  'Гироскоггь   Фуко.  Фу5 
(РоисаиН»)   показалъ    на  опыт!  ч:- 
ось    очень    чувств ительнаго    гиг- 
скопа   стремится     сдълаться   пере- 
дельною земной  оси.  Объяснить* 
явлеше.  Отв.:    Поступательное  д»в* 
я«ете   гироскопа   не    можегь  ям-- 
ВЛ1ЯНХЯ  на  отклонеше  его  оси  враше* 
1пя.  Это  позволяетъ  намъ,  при  0,!" 
яспешн    указанпаго    явлон1я,  предполагать,  что  вращеше  земли  провсход 
не  около    ея    осн  N1',  а  около  оси  ДРР'  (фиг.  233),  ей  параллельной  н  прохо- 
дящей черезъ   то    мъсто   земпой    поверхности,  гдъ  находится  гироскопь, 
какъ  при  переноса  оси  вращетя  присоединяется  къ  скоростямъ  вс*хъ  *№& 
никоторая  общая  скорость  поступательнаго  движешя  (§  122).  Вращеше  земл 
приводить  во  вращательное  движение   около  оси  №Р  и  весь  гиросвош». 
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кимъ  образомъ,  всл&дствхе  трешя  между  штативомъ  гироскопа  и  горизонталь- 
ною плоскостью,  гироскопъ  испытываетъ  такое  же  дЪйств1е,  какъ  если  бы  1сь 
нему  была  приложена  некоторая  пара  силъ  съ  момептомъ  М,  направленнымъ 
по  УР*.  Всл&дствхе  этого  ось  тора  будетъ  поворачиваться  до  т*хъ  поръ,  пока 
ея  положительные  конецъ  не  приметъ  того  же  направления. 

Гироскопъ  Фуко  служитъ  такимъ  образомъ  однимъ  изъ  механическихъ 
доказательствъ  вращательнаго  движешя  земли. 

3.  594.  Объяснить  слйдующш  явлешя:  Если  ось  гироскопа  Фуко  можетъ 
вращаться  только  въ  горизонтальной  плоскости,  то  она  устанавливается  сама 
собою  по  меридаану.  Если  она  можетъ  вращаться  те  лысо  въ  плоскости  пер- 
ваго  вертикала  (плоскости,  проходящей  черезъ  центръ  земли  и  перпендику- 
лярной къ  плоскости  меридгана),  то  она  принимаетъ  вертикальное  направле- 
ние. Для  объяснен1я  этихъ  явленш,  нужно  угловую  скорость  земли,  ш,  раз- 
ложить на  шА  —  горизонтальную  и  на  шп  —  вертикальную  (фиг.  233),  и  то  же 
сделать  съ  моментомъ  ДГ,  а  потомъ  принять  во  внимаше,  что  изъ  двухъ  паръ 
<*илъ,  соотвътствующихъ  слагаемымъ  моментамъ  Мк  и  Мп,  каждый  разъ  только 
одна  можетъ  измънять  направлеиге  оси  тора  (въ  первомъ  случай  Мн,  во  вто- 
ромъ  случай  Мп). 

Геометрическое  изучете  вращательнаго  движешя 
твердаго  т4ла  по  инерщи. 

578.  Теорема  Пуансо.  Когда  на  твердое  тело  с^  неподвижною  точкою 
в1гЬшн1я  силы  не  действуютъ,  то,  по  закону  сохранешя  момента  количествъ 
движешя,  векторъ  К  сохраняетъ  свою  величину  и  направлете  въ  про- 
странств*. Кинетическая  энерпя,  по  закону  энерии,  тоже  остается  по- 
стоянною. К  и  Т  остаются  такимъ  образомъ  равными  своимъ  начальнымъ 
значешямъ  К0  и  Т0\  всл*Ьдств1е  этого  формула  (1036)  даетъ: 

со  сон  (К0.  а>)  =  ~ 4 ,  ( 1046) 

ко 

т.  е.  движен1е  по  инерщи  происходитъ  такъ,  что  проекгия  угло- 
вой скорости  на  направлен1е  начальнаго  момента  количествъ 
двпжея1я  остается  постоянною. 

Эллипсоидъ  полюсовъ  (§  574)  определяется  теперь  уравнешемъ: 

Ах2  -+-  Б//2  -+-  Сг*  =  2У0 ;  (1047) 

его  размеры  остаются  постоянными,  и  онъ  является  эллипсоидомъ,  не- 
изменно связаннымъ  съ  двигающимся  твердымъ  гЬломъ.  Полюсъ,  т.  е. 
конецъ  вектора  о>  остается  всегда  на  этомъ  эллипсоид*.  По  доказанному 
въ  §  574,  касательная  плоскость  къ  этому  эллипсоиду  въ  полюс*  перпен- 
дикулярна къ  А";  следовательно  она  сохраняетъ  теперь  свое  направлеше 
въ  пространстве.  По  формуле  же  (1044)  и  разстоянт  ея  отъ  неподвиж- 
ной точки  тела  остается  постоянны  мъ.  Эту  плоскость  мы  будемъ  для  крат- 
кости называть  плоскостью  Р.  Итакъ  мы  нашли,  что  твердое  тело  дви- 
гается около  точки  по  инерщи  такъ,  что  неизменно  связанный  съ  нимъ 
эллипсоидъ   полюсовъ   постоянно   прикасается   къ  неподвижной   въ  про- 
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странствЬ  плоскости  Р.  Легко  видеть  кроме  того,  что  этотъ  аллнпсоиг: 
катится  по  плоскости  Р,  если  подъ  словомъ  «каташе»  поверхности  п 
поверхности  понимать  всякое  такое  движете,  при  которомъ  въ  точк^  ка- 
сания не  происходить  скольжетя  поверхностей.  Действительно,  точки 
касашя  служить  полюсь,  т.  е.  точка,  лежащая  на  мгновенной  оси,  а  се- 
рость такой  точки  равна  нулю.  Сопоставляя  вместе  все  сказанное,  к 
получаемъ  следующую  теорему,  открытую  Пуансо  (Рошво!)  (ТЪе«т^ 
шштеИе  (1е  1а  гоШюп  йез  согрз.  1851): 

При  движении  твердаго  тела  по  инерщи  около  неподвижна 
точки  эллипсоидъ  полюсовъ  катится  безъ  скольжен1я  по  неп - 
движной  плоскости,  перпендикулярной  къ  моменту  количеств: 
движен1я  тела  и  отстоящей  отъ  неподвижной  точки  на  разстог- 
Н1е,  равное  отношенш  удвоенной  кинетической  энерпи  къ  х  - 
менту  количествъ  движешя. 

579.  Движен1е  твердаго  т*лв  по  инерцш  въ  самомъ  общгаъ  С1у«* 

Присоединяя  къ  предыдущему  результату  законъ  движетя  центра  насек, 
мы  получаемъ  наглядное  представлеше  о  томъ,  какъ  происходить  движе- 
те по  инерцш  вполне  свободнаго  твердаго  тела.  Центръ  массы  его  дви- 
гается прямолинейно  и  равномерно,  и  въ  то  же  время  оно  совершает] 
вращательное  движете  около  центра  массы,  следуя  теорем*  Пуансо 
Представимъ  себе,  что  плоскость  Р  (§  578)  совершаетъ  поступательна 
равномерное  прямолинейное  движете,  определяемое  движешемъ  центр* 
массы,  и  что  въ  то  же  время  по  этой  плоскости  катится  безъ  скольженш 
эллипсоидъ  полюсовъ,  центръ  котораго  совпадаете  съ  центромъ  мас^к 
тела;  совокупность  этихъ  движенШ  и  изображаетъ  движете  твердаго  гьла 
по  инерщи  въ  самомъ  общемъ  случае. 

580.  Полод'м  и  герполода1Я.  Возвратимся  къ  движетю  твердаго  тЬа 
по  инерщи  около  какой-нибудь  неподвижной  точки.  Изъ  кинематики  зш 
знаемъ,  что  всякое  движете  твердаго  тела  около  неподвижной  точки  я- 
жетъ  быть  представлено  въ  видЬ  катан1я  коническаго  аксоида,  съ  верши- 
ною въ  неподвижной  точке  и  неизменно  связаннаго  съ  твердымъ  тЬюкь. 
по  другому  коническому  аксоиду  съ  вершиною  въ  той  же  точке  и  непод- 
вижному; при  этомъ  образующая,  по  которой  конусы  въ  данный  момент* 
касаются,  служить  въ  этотъ  моментъ  мгновенного  осью  (§  132).  Чтооы 
получить  поште  объ  этихъ  аксоидахъ,  мы  будемъ  разематривать  до 
линш,  по  которымъ  они  пересекаются:  первый  съ  эллипсоидомъ  полюсов 
а  второй  съ  плоскостью  Р.  Пересечете  подвижнаго  аксоида  съ  поверх- 
ностью эллипсоида  полюсовъ,  называется  полод1ей  (роШосИе,  путь  полюй1* 
потому-что  эту  лин1ю  описываетъ  конецъ  вектора  <о.  Лянш  пересЬченй 
неподвижнаго  аксоида  съ  плоскостью  Р  называется  герполод1ею  (ЬегроШо- 
(Ие).  Эти  назватя  ввелъ  Пуансо;  последнее  изъ  нихъ  впрочемъ  неудачно 
Пуансо  представлялъ  себе  герполодш  литею  извивающеюся,  т.  е.  съ  точ- 
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ками  перегиба  и  производилъ  это  назвате  огь  греческаго  слова  ертге^. 
Но  какъ  разъ  извивающейся  литею  герполодш  не  бываегь  Она  могла  бы 
быть  таковою  только  въ  томъ  случае,  если  бы  эллипсоидъ  полюсовъ  могъ 
быть  достаточно  вытянутымъ  для  этого.  Между  гЬмъ,  благодаря  неравен- 
ствамъ  §  465,  отношетя  мезвду  осями  эллипсоида  инерцш,  а  стало  быть 
и  подобнаго  ему  эллипсоида  полюсовъ,  не  могутъ  превосходить  нйкоторыхъ 
пред'Ьловъ:  на  основанш  этого  Гессъ  (Невз)  показадъ,  что  герполод1я  то- 
чекъ  перегиба  им*ть  не  можетъ. 

Изъ  теоремы  Пуансо  сл'Ьдуетъ,  что  полод1я  катится  безъ  скольжетя 
ло  герполодш. 

581.  ИзслЪдоваше  полодш.  Мгновенный  полюсъ  (р,  д,  г)  находится 
въ  каждый  моментъ  времени  не  только  на  эллипсоид*  полюсовъ,  но  еще 
и  на  другой  поверхности,  уравнете  которой: 

А  V  -ь  В2у2  -4-  С2*'  =  А'03.  (1048) 

А  именно,  по  форму ламъ  (1037)  и  всл4дств1е  постоянства  вектора  А: 

АУ  ч-  В\2  -н  С2г2  =  А2  =  К0\  (1049) 

т.  е.  координаты  р,  д,  г  удовлетворяютъ  уравнетю  (1048).  Это  вторая 
поверхность  есть  тоже  эллипсоидъ,  и  притомъ  соосный  съ  эллипсоидомъ 
полюсовъ.  Полодш  можно  разсматривать  какъ  лишю  пересЬчен1я  обоихъ 
эллипсоидовъ. 

Видъ  и  положенш  этой  лиши  зависятъ  между  прочимъ  отъ  разстоятя 
плоскости  Р  отъ  неподвижной  точки,  разстоятя,  остающагося  теперь,  со- 
гласно теоремЬ  Пуансо,  въ  каждомъ  отд'Ьльномъ  случай  постояннымъ. 
Разстояюе  же  это  по  формул*  (1044): 

*=~Р  ,  (Ю50) 

зависитъ  только  отъ  Т0  и  А0,  т.  е.  вообще  отъ  начальныхъ  усло- 
в1й  движен1я.  Составимъ  уравнете  подвижнаго  аксоида.  Уравнете  вся- 
кой конической  поверхности  съ  вершиною  въ  начал*  координатъ  содер- 
житъ  только  отношеюя  координатъ.  Чтобы  получить  изъ  уравнетй 
(1047)  и  (1048)  уравнете,  однородное  относительно  координатъ,  умно- 
жимъ  первое  изъ  нвхъ  на  К02,  второе  на  2Т0  и  вычтемъ  почленно: 

Л(К0*-2АТ0)х*  +  В(К0*  —  2ВТ0)у>  +  С(К0*  —  2СТ0)г>  =  0.   (1051) 

Это  уравнете,  будучи  сл4дств1емъ  уравнетй  (1047)  и  (1048),  удовлетво- 
ряется координатами  точекъ  полодш;  съ  другой  стороны  оно,  будучи  одно- 
родно относительно  координатъ,  опред-Ьляетъ  коническую  поверхность 
съ  вершиною  въ  начал!  координатъ;  следовательно  это  и  есть  уравнете 
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подвижнаго  аксоида.  Какъ  мы  видимъ,  полод1я  представляется  пере- 
сЬчен1емъ  эллипсоида  полюсовъ  съ  конусомъ  второго  порядка. 
Чтобы  разобрать  возможные  случаи,  преобразуемъ  уравнение  такъ, 
чтобы  туда  вошли:  8  [формула  (1050)]  и  полуоси  I,  ж,  п  эллипсоида  по- 
люсовъ, для  которыхъ,  написавъ  уравнеше  (1047)  въ  вид* 

Х*     =   _^!_    =   —-  —   1 

2Т,         2ТЛ         Щ  -1' 
А  В  С 

им*емъ:  Г  =  ***щш*=  ™*  ,    я»  =  ^  -  (1052) 

Исключая  изъ  уравнешя  (1051)  Лч  Д  С  и  2Т0  при  помощи  зависи- 
мостей (1050)  и  (1052),  получаемъ: 

Ц'-Ъ'+М1-*)'^1-*)'-0-  ,1053) 

При  изслЪдованш  будемъ  предполагать,  что 

п  <  ш  <  I; 
тогда  намъ  представятся  сл'Ьдуюпце  случаи: 

1)  8  =  д;  уравнеше  (1053)  можетъ  тогда  удовлеторяться  только  сле- 
дующими действительными  значетями  координатъ: 

х  =  0,     у  =  0; 

т.  е.  полюсъ  постоянно  остается  на  кона*  малой  оси  эллипсоида  полю- 
совъ. Случай  уже  известный,  потому  что  эта  ось  есть  одна  изъ  «свобод- 
ныхъ»  осей  вращешя  (§  550). 

2)  н  <  6  <  т;  въ  уравненш  (1053)  первые  два  коэффищента  поло- 
жительные, третШ  отрицательный;  поэтому,  если  означить  ихъ  черезъ 
/*2,  д*  и  — К2,  уравнеше  конуса  получаетъ  видъ: 

Изъ  того,  что  онъ  плоскостями,  перпендикулярными    къ  оси  (г)   пересЬ- 

кается  но  эллипсамъ: 

Рх2  -+-  д^у1  =  пост., 

мы  заключаемъ,  что  онъ  обнимаетъ  собою  малую  ось  эллипсоида  полю- 
совъ, а  поэтому  полодш  являются  замкнутыми  лишями,  обходящими  во- 
кругъ  концовъ  малой  оси  этого  эллипсоида. 

3)  5  =  т;   подобно   предыдущему,    уравнетя  (1053)  можно  написать 

такъ: 

ра*  —  Ъ?2*  =  О 

или 

Цх  —  кг)  (/Ь  -+-  кг)  =  0. 
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Конусъ  распался  теперь  на  дв-Ь  плоскости: 

(х  —  кг  =  0,    (х  -+-  Ъ,г  =  О, 


(1054) 


проходяпця  черезъ  ось  (у),  т.  е.  черезъ  среднюю  ось  эллипсоида  полю- 
совъ,  и  одинаково  наклоненныя  къ  плоскости  (уг).  Полод1я  состоить  те- 
перь изъ  двухъ  эллипсовъ. 

БолЪе  подробное  изсл'Ьдоваше  показало  бы,  что  если,  согласно  съ 
формулами  (1050)  и  (1052),  начальный  услов1я  движешя  удовлетворяютъ 
равенству 

К0>  =  2БГ0,  (1055) 

то  при  движенш  гЬла  по  инерцш  полюсъ  ассимптотически  приближается 
къ  одному  изъ  концовъ  средней  оси  эллипсоида  полюсовъ. 

4)  т<6</;  изслйдоваше,  подобное  случаю  2-му,  показываетъ,  что 
теперь  конусъ  (1053)  обнимаетъ  большую  ось  эллипсоида  полюсовъ,  и 
полодш  представляются  замкнутыми  лин1ями  обходящими  вокругъ  концовъ 
этой  оси. 

5)  о  =  Ц  полод1я  состоитъ  изъ  одной  точки,  для  которой  #=0,  #=0, 
т.  е.  которая  совпадаетъ  съ  концомъ  большой  оси  эллипсоида  полюсовъ. 

Понятно,  что  во  всЬхъ  случахъ  полодш  являются  попарно. 

582.  Оси  устойчива™  м  неустойчиваго  вращеиМ.  Предыдущее  изслгЬдо- 
ваше  показываетъ,  что  полодш  на  плоскостяхъ,  перпендикулярныхъ  къ 
тремъ  осямъ  (#),  {у)  и  (я) 

эллипсоида  полюсовъ  нроек-  п  • 

тируются  въ  вид*  системъ 
гиперболъ  или  эллипсовъ, 
изображенныхъ  на  фигу- 
рахъ  (234)  (235)  и  (236), 
гд*  бол*Ье  толстой  лишей 
изображены  проекщи  поло- 
дШ,  соотвгЬтствующихъ  слу- 
чаю 3-му.  Положимъ,  что 
сначала  вращеше  происхо- 
дило около  малой  или  около 
большой  оси  эллипсоида  по- 
люсовъ   (или    инерцш),  •  а 

ботомъ  какая-либо  внешняя  причина  отклонила  весьма  мало  мгновенную 
ось  изъ  этого  положешя;  тогда  полюсъ  начнетъ  описывать  весьма  ма- 
лую замкнутую  лишю  около  своего  первоначальнаго  положемя;  такъ  что 
и  отклонеше  оси  будетъ  постоянно  оставаться  весьма  малымъ.  Поэтому 
можно  сказать,  что  малая  и  большая  оси  эллипсоида  инерц1и  суть 
оси  устойчиваго  вращения. 


Фиг.  234. 


0|дШгес1  Ьу 


Соодк 


—   582 


Если  вращеше  происходило  первоначально  около  средней  оси  эллип- 
соида, которая  есть  тоже  ось  свободнаго  вращснш  (§  550),  то  при  ма- 
лЭДшемъ   отклонены   полюсъ  приходить  на  одну  изъ  полодШ,  идущихъ 


Фиг.  235.  Фиг.  23в. 

по  эллипсоиду  вблизи  его  сЬченш  одною  изъ  плоскостей  (1054);  поэтому  по- 
люсъ съ  течешемъ  времени  совсЬмъ  удаляется  изъ  первоначальнаго  по- 
ложещя.  Среднюю  ось  эллипсоида  инерщи  можно  поэтому  назвать 
осью  неустойчиваго  вращен1я. 

583.  НЪноторыя  свойства  герполодм.  Чтобы  составить  себ*  общее  по- 
нят1е  о  герполодш,  т.  е.  о  лиши,  которую  описываетъ  мгновенный  полюсъ 
на  неподвижной  плоскости  Р,  будемъ  определять  положете  этого  полюса 
полярными   координатами  рие,   принявъ  за  полюсъ  этой   координатной 

системы  точку  Н  (фиг.  237), 
основаше  перпендикуляра,  опу- 
щеннаго  изъ  неподвижной  точ- 
ки на  плоскость  Р,  а  за  ось 
координатъ  произвольно  прове- 
денную въ  этой  плоскости  пря- 
мую НО.  По  теоремЬ  Пуансо 

р>  =  ш1  — 81.      (1056) 

Отсюда  видимъ,  что  наибольшк 
и  наивенып1я  значения  р  со- 
отв-Ьтствуютъ  наиболыпимъ  и  наименьшимъ  значешямъ  о>.  Эти  же  посл*д- 
Н1Я  зависятъ  отъ  вида  полодш  и  положения  ея  относительно  осей  эллипсоида 
полюсовъ.  Опишемъ  максимальнымъ  и  минимальнымъ  векторами  р  круги  изъ 
Н  какъ  изъ  центра;  эти  круги  представляюгъ  границы,  въ  которыхъ  за- 
ключена герполод1я.  Въ  то  время  какъ  полюсъ  на  эллипсоид*  полюсовъ  опи- 
сываетъ замкнутую  линш, — полод1ю,  на  плоскости  Р  онъ  поочередно  два  раза 


Фиг.  237. 
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доходить  до  вн'Ьшняго  и  до  внутреняяго  круга.  Герполод1я  уже  не  пред- 
ставляется вообще  говоря  замкнутою  лишей.  Кром*  того  можно  было  бы 
подробнымъ  аналнтическимъ  разборомъ  показать,  что  герполодхя  своею 
вогнутостью  везд*  обращена  съ  точки  Н,  не  им*Ья  ни  точекъ  перегиба, 
ни  точекъ  возврата.  Ниже  (задача  608)  будетъ  показано,  какъ  составить 
дифференщальное  уравнеше  этой  кривой. 

584.  Движете  по  инерцЫ,  когда  элляпсоидъ  инерцш  для  неподвижной 
точки-  игЪегъ  дв*  равныхъ  оси.  ВсЬ  предыдупие  результаты  въ  этомъ  слу- 
чае значительно  упрощаются.  Пусть  будетъ  А=В:  тогда  нетолько  элляп- 
соидъ полюсовъ,  но  и  другой  эллипсридъ  (1048),  даюпцй  въ  пересЬченш 
съ  первымъ  иолод1ю,  становятся  эллипсоидами  вращешя.  Такъ  какъ  эти 
эллипсоиды  им4ютъ  общую  ось  симметрш  (ось  г\  то  они  могутъ  пере- 
сЬкаться  между  собою  только  по  кругамъ,  плоскости  которыхъ  парал- 
лельны плоскости  экваторовъ  обоихъ  эллилсоидовъ.  Итакъ,  всЬ  полодш 
суть  параллельные  круги,  центры  которыхъ  лежать  на  оси  симметрш 
эллипсоида  инерщи.  Такъ  какъ  вс*  точки  такого  круга  имЬютъ  одина- 
ковое разстояше  отъ  центра  эллипсоида,  то  векторъ  <о  имЪетъ  постоян- 


Фиг.  238. 


Фиг.  239. 


ную  величину.  Отсюда  сл*дуетъ,  что  концентричесме  круги  §  583,  за- 
ключаюпце  въ  себ*Ь  герполод1ю,  теперь  совпадаютъ,  а  следовательно  и 
герполода  превращается  въ  кругъ.  Аксоидами  служатъ  теперь  два  кру- 
говыхъ  конуса  съ  общею  вершиною  въ  неподвижной  точк-Ь;  одинъ  изъ 
нихъ,  подвижный,  им-Ьетъ  своею  осью  ось  симметрш  эллипсоида  полюсовъ. 
а  у  другого,  неподвижна™,  ось  перпендикулярна  къ  плоскости  Р. 

Принимая  во  внимание  сказанное  въ  задач*  588,  мы  иолучаемъ  те- 
перь два  различныхъ  случая  движения  твердаго  гЬла  но  инерщи. 

Если  элл  и  пс  о  и  дъ  полюсовъ  сжатый  эллипсоидъ  вращешя  (фиг.  238), 
то  уголъ  (К0,  со)  меньше  угла  {г>  со);  въ  этомъ  случай  каташе  конусовъ 
перициклическое  (§  137),  т.  е.  подвижный  аксоидъ  обхватываетъ  со- 
бою неподвижный. 
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Если  эллипсоидъ  полюсовъ  вытянутый  (фиг.  239),  то  уголъ  (Кл,  О)) 
больше  угла  [г,  <*>),  и  катате  конусовъ  эпициклическое. 

Мы  видимъ.  что  при  движенш  гЬла  по  инерщи  ни  въ  какомъ  случае 
не  можегь  получиться  каташе  гипоциклическое. 

3.  595.  Однородному  прямоугольному  параллелепипеду  съ  ребрами  а,  &,  с 
сообщено  вращете  съ  угловою  скоростью  ш0  около  одной  иаъ  его  д1агоналей. 
Определить  разстояте  плоскости  Р  отъ  его  центра  массы,  удерживаемаго  не- 
подвижнымъ. 

От  в:  Если  р  плотность  тъла,  то 

2Г0  =  ъ?аЪс-^-^^с,-^ 


о 


2Т0        __  2  (Ъ*с2  ч-  с V  -+-  оа  V2)  со0 


о>л 


А"0        |/(а*-ь  Ь2  -ь  с3)  [< Ь'2 + с*)'  а3  -»-  (с2  -+-  «*)*  6»-4-  (а8  -+-  Ь5»)  V] 


3.  596.  При  условш  а  =  Ь  въ  предыдущей  задачи,  определить  такую  за- 
висимость между  а  и  с,  чтобы  катате  аксоидовъ  было  эпициклическое  и  чтобы 
отверст1я  обоихъ  конусовъ  были  равны.  Отв.  Эта  зависимость  опредъляется 
изъ  услов1я: 

со0с  С0..С 


0  =  г- 


У  а* -*-&  +  &       |/2а2-ьса 


3.  597.  Какое  движете  совершаетъ  однородный  кубъ,  которому  сообщены 
какая-нибудь  поступательная  и  вращательный  скорости? 

3.  598.  Въ  двпжети,  указанномъ  въ  задачъ  595,  найти  такое  отношение 
между  ребрами  параллелепипеда,  чтобы  полод1я  состояла  изъ  двухъ  эллип- 
совъ.  Отв.  Если  Ь  заключается  между  а  и  с,  то  условге  (1055)  даетъдля  этого1 

а2  ф2  _+_  С2)    (а2  _  #»)  —  с*  (а3  _+_  &3)    (&9  _  с2) 

3.  599.  Для  параллелепипеда  задачи  595  указать  направлен1я  осей  устой- 
чиваго  вращетя.  Отв.  Если  Ь  заключается  между  а  и  с,  то  осями  устойчиваго 
вращетя  служатъ  прямыя,  проходяшдя  черезъ  центръ  массы  и  параллельный 
ребрамъ  (а)  и  (с). 

3.  600.  Къ  неподвижной  плоскости  прикасается  однородный  эллипсоидъ 
вращетя,  центръ  котораго  неподвиженъ.  При  какой  начальной  угловой  ско- 
рости будетъ  происходить  чистое  каташе  его  по  плоскости?  Ръш.:  По  дан- 
ному о  и  полуосямъ  эллипсоида  мы  найдемъ  уголъ  а  —  (со,  г),  образуемый 
осью  спмметрш  эллипсоида  съ  прямою,  проведенною  изъ  неподвижной  точки 
къ  точкъ  касатя  эллипсоида  съ  плоскостью.  Формула  (1050)  имАетъ  теперь 
ппдъ: 

А  (со2^-  г^ч-О2    __  . 

Подставляя  сюда  г  =  со  соз  а,  получаемъ  уравнете  для  со. 
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Уравнешя  Эйлера  динамики  твердаго  т*да. 

585.  Положеше  твердаго  гЬла,  им'Ьющаго  неподвижную  точку,  опре 
д'Ьляется  углами  Эйлера  ф,  ф,  &  (§  60).  Вместо  того,  чтобы  составлять 
дифференщальныя  уравнешя,  определяющая  непосредственно  эти  углы  въ 
функщи  времени,  —  уравнешя,  который  по  необходимости  были  бы  диф- 
ферешцальными  уравнешями  второго  порядка,  —  предпочитаютъ  разсма- 
тривать  хотя  бы  и  удвоенное  число  дифференщальныхъ  уравненШ  съ 
шестью  неизвестными  функщями  времени,  но  зато  перваго  порядка,  такъ 
какъ  интегрировать  таюя  уравнешя  вообще  говоря  легче.  Для  этой  цели, 
кроме  иерем'Ьнныхъ  ср,  ф,  0,  мы  будемъ  разсматривать  еще  р,  г/,  г,  ко- 
торый связаны  съ  предыдущими  переменными  следующими  дифференщ- 
альными  зависимостями  Эйлера  [формулы  (130)]: 

Р  =  -тт  С08  ф  -+-   -^   81П  ф  8111  Н, 


С1Ь     .  ЙСр  ,      . 

Ц  =  —  -г-  81П  ф  -+-    -тт    С08  ф  8П1  И, 

</ф         йу 


(1057) 


Уравнеюя  динамики  твердаго  гЬла  даютъ  возможность  составить 
дифференщальныя  уравнешя  перваго  порядка  относительно  р,  д.  г,  кото- 
рый въ  совокупности  съ  предыдущими,  кинематическими,  и  составить 
систему  шести  дифференщальныхъ  уравнешя  перваго  порядка  для  опре- 
дЪленш  шести  эдементовъ  р,  д,  г,  <р,  ф,  &  въ  функщи  времени. 

Обратимся  къ  закону  моментовъ  количествъ  движешя,  по  которому 
скорость  Кх  конца  вектора  К,  проведеннаго  изъ  начала  координатъ,  во 
всяшй  моментъ  времени  геометрически  равна  статическому  моменту  М. 
Координаты  конца  вектора  К  относительно  подвижныхъ  осей,  взятйхъ 
по  осямъ  инерщи  для  неподвижной  точки,  определяются  по  формуламъ 
(1037).  Абсолютная  скорость  Кх  можетъ  быть  разсматриваема  какъ 
сложная  изъ  двухъ  скоростей:  скорости  Кх'  относительно  подвижныхъ 
координатныхъ  осей  и  скорости  Кг'\  которую  точка  {Кт%  Ку,  Кл)  имела 
бы,  если  бы  она  была  въ  данный  моментъ  времени  неизменно  связана 
съ  твердымъ  гЬломъ.  Притомъ: 

г  _  <жх  _     ар        ,  _  ак_9_  _  д  а<1     к  ,  _  ак^  _     л- 
А**  —  а(~  ~     л'   л"  —'  ш  ~     ас      1а  ~  а*  ~     ш  ' 

по  формуламъ  же  Эйлера  (145)  для  скорости  точки  твердаго  тела: 
А\,"  =  ЧК%  -  тКщ  =  (С  -  В)  ,/г, 
К19"=  гА\-рК>  =  {А-С)гр. 
Ки"  =  рКу  —  <]КТ  =  (В  —  Л)  р(/. 
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♦ 

По  закону  сложетя  скоростей  и  по  закону  моментовъ  количествъ 
движешя:  _ 

Проектироваше  этого  равенства  на  оси  (#),  (у)  и  (я)  даетъ: 
Л€^  +  (С-В)дг  =  Мх^ 

В^  +  (А-С)гр  =  Мг\  (1058) 

С  %  +  {В--А)Р9  =  Мш. 

Эти  уравнешя  и  называются  Эйлеровыми  уравнен1ями  дина- 
мики твердаго  т"Ьла. 

Первыя  части  этихъ  уравненШ  не  содержать  угловъ  9,  <р,  ф.  Вторыя 
части  вообще  говоря  могутъ  быть  функщями  этихъ  угловъ,  такъ  какъ 
проекщи  силъ  могутъ  быть  функщями  координатъ  точекъ  твердаго  гЬла 
относительно  неподвижныхъ  координатныхъ  осей,  а  также  и  функщями 
производныхъ  этихъ  координатъ  по  времени.  Такимъ  образомъ  нужно 
уравнешя  (1058)  разсматривать  въ  общемъ  случай  въ  совокупности  съ 
уравнешями  (1057).  Существуютъ  однакоже  важные  случаи,  когда  эти 
дв*  системы  уравненШ  можно  бываетъ  интегрировать  отдельно. 

3.  601.  Составить  предыдущ!я  уравнешя  динамики  для  случая,  когда  оси 
координатъ  не  совпадаютъ  съ  осями  эллипсоида  инерцш  для  неподвижной 
точки. 

3.  602.  Вывести  уравнен!я  (1058)  непосредственно  изъ  уравнешй  (929), 
отнеся  только  эти  уравнешя  къ  подвижнымъ  координатнымъ  осямъ  и  поль- 
зуясь формулами  (232). 

3.  603.  При  движенш  твердаго  тъла,  для  котораго  Л  =  Д  Эйлеровы  углы 
удовлетворяютъ  условт: 

_  =  пост.=  »0',     -^  =  0,      ^  =  пост.  =  фв'- 

Определить  пару  силъ,  производящую  такое  движете.  Ръш.:  При  на- 
стоящихъ  предположетяхъ  формулы  (1057)  и  (1058)  даютъ: 

Мл  =  0. 

Этимъ  результатамъ  подтверждаешь  сказанное  въ  §  575,  въ  которомъ  такое 
движете  было  уже  разсмотръно  въ  геометрической  формъ.  Мы  видимъ,  что 
моментъ  искомой  пары  перпендикуляренъ  къ  оси  (г)  т.  е.  къ  оси  симметрш 
эллипсоида  инерцш;  а  на  основанш  того,  что 

тут 

легко  видъть,  что  онъ  лежитъ  въ  плоскости  угла  0,    потому  что  онъ  перпен- 
дикуляренъ къ  лиши  пересъчешя  плоскостей  (Б?))  и  (ху). 
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3.  604.  При  движенш  твердаго  тъла,  для  котораго  А  =  В,  Эйлеровы  углы 
удовлетворяюсь  условио: 

5Г  =  0'     л=П0СТ'  =  ?в'     7й  ==пост"==*в- 

Определить  пару  силъ,  производящую  такое  движенХе.  Ръш.:  При  дан- 
пыхъ  предположепшхъ  и  полагая 

г  =  '%'  =  <р/  сое  »0  =  г„ 
пзъ  формулъ  (1057)  и  (1058)  находимъ: 

ЛГ,  =  ?•'  Л  »о  ДО»'  -н  (С  -  ^)  г01  сое  ф,       | 

^  =  -  ср0'  ля  &0  [АЩ  +  (С-А)  г0]  пп  ф,  (1059) 

ЛГ,  =  0.  ) 

Движете,  въ  воторомъ  уголъ  0  постояненъ,  а  уголъ  ср  изменяется  про- 
порпдонально  времени,  называется  равномерною  прецесс1ею,  по  аналогш 
съ  тьмъ  движете мъ,  которое  совершаетъ  земля  около  своего  центра,  если 
при  этомъ  не  считать  весьма  слабыхъ  измънен18  въ  наклон*  плоскости  эква- 
тора къ  плоскости  эклиптики  (нутащя).  Для  земли,  если  плоскость  экватора 
взять  за  плоскость  (ху\  а  плоскость  эклиптики  за  плоскость  ($1)),  0г=23с27'24*, 
а  уголъ  ср,  опредъляющш  прецессио,  изменяется  на  целую  окружность  при- 
близительно въ  26000  летъ.  Угломъ  ^  определяется  суточное  вращеше  земли. 
Формулы  (1059)  показываютъ,  что  моментъ  пары  перпендикуляренъ  къ  оси 
<>),  т.  е.  къ  оси  эллипсоида  инерцш  (земной  оси);  а  на  о  снованш  того,  что 
теперь 

легко  заключить,  что  онъ  направленъ  по  лиши  узловъ,  т.  е.  перпендикулярно 
къ  плоскости  угла  \). 

3.  605.  Наследовать  подробнее  направлеше  момента  М  въ  задачахъ  603  и 
604  въ  зависимости  отъ  знаковъ  данныхъ  угловыхъ  скоростей  1%',  <р0',  <^0',  пхъ 
относительной  величины  и  разности  моментовъ  инернДи  С  —  А. 

3.  606.  Въ  §  584  было  показано,  что  при  А  =  В  твердое  тело,  тоже  какъ 
и  въ  случае  задачи  604,  совершаетъ  равномерную  прецесс1ю.  Объяснить,  по- 
чему прецессио  земли  нельзя  приписать  движенш  по  инерцш.  Отв.:  Астро- 
номически наблюденш  показываютъ,  что  при  движенш  земли  угловая  ско- 
рость суточнаго  вращен!я  и  угловая  скорость  прецессш,  представ  лен  ныя 
какъ  векторы,  образуютъ  между  собою  тупой  уголъ  (180°  —  23027'24*);  а  такъ 
какъ  вторая  угловая  скорость  весьма  мала  въ  сравненш  съ  первою,  то,  какъ 
легко  видеть  изъ  построешя,  каташе  аксоидовъ  гипоциклическое,  чего 
не  можетъ  быть  при  движенш  по  инерцш  (см.  конецъ  §  584). 

Аналитическое  рФшете  вопроса  о  движенш  твердаго 
т*ла  по  инерцш  около  неподвижной  точки. 

586.  Интегрировала  въ  этомъ  случае  уравненШ  динамики  Эйлера.  Когда 
на  твердое  гЬло,  имеющее  неподвижную  точку,  внЪшшя  силы  не  дей- 
ству югъ,  то  уравнетя  (1058)  им*ютъ  видъ: 
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А 

(С- 

■  В)  дг 

\ 
=  0, 

В 

сИ 

(А- 

С)гр 

=  0, 

С 

Лг 
711  + 

(В- 

-А)щ 

=  0, 

(1060) 


такъ  какъ  статичесте  моменты  сопротивдешя  точки  опоры  относительно 
всЬхъ  трехъ  координатныхъ  осей  равны  нулю.  Уравненш  (1060)  угловъ 
Эйлера  не  содержать,  и  поэтому  могуть  быть  интегрируемы  независимо 
отъ  уравненШ  (1057).  Для  этого  умножимъ  ихъ  соответственно  на  2рщ 
2д.  2г  и  сложимъ;  это  даетъ: 

(1  (Ар2  -+-  Вд2  -+-  СУ2)  _ 
Л( 

Отсюда  интегрировашемъ  находимъ: 

Ар2  -ь  Вд2  -+-  Сг2  =  пост.  (1061) 

Первая  часть  этого  уравнемя,  согласно  съ  формулою  (1038),  есть 
удвоенная  кинетическая  энерпя,  и  следовательно  полученный  интегралъ 
выражаетъ  законъ  энерпи  для  этого  случая;  прилагая  равенство  (1061» 
къ  начальному  моменту  времени,  получаемъ,  что  постоянная  интегриро- 
вашя  есть  удвоенная  начальная  кинетическая  энерпя.  Итакъ  оконча- 
тельно: 

Ар9  ч-  Вд2  -н  Сг2  =  2Т0.  (1062) 

Для  лолучешя   второго   интеграла  умножимъ  уравнения  (1060)  соот- 
ветственно на  2Ар,  2Вд,  2Сг  и  сложимъ;  это  даетъ: 

а  (А2р2  ->-  В2д2  -4-  С2г2)  _ 

М  -    —  О- 

Интегралъ  этого  уравнешя 

А2р2  -4-  В2д2  -+-  С2 г  =  пост.  (1063) 

выражаетъ,  какъ  показываютъ  формулы  (1037),  постоянство  величины 
момента  количествъ  движен!я  и  представляетъ  такимъ  образомъ  выраже- 
ше  части  закона  сохранешя  этого  момента.  Прилагая  уравнеше  (1063) 
къ  начальному  моменту  времени,  находимъ,  что  постоянная  интегрирова- 
Н1я  есть  квадратъ  начальнаго  значен1*я  момента  количествъ  движенш. 
Итакъ  окончательно: 

А'2р2  -н  ВУ  ч-  С*г*  =  Лу.  (1064) 

Для  получешя   третьяго   интеграла   уравненШ  (1060)   умножимъ  ихъ 
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соответственно  на  -^ ,   ^ ,  ^  и  опять  сложимъ;  это  даетъ: 

Введемъ  сюда  новую  переменную  н  по  формуле: 

^а  ч  Ч2  _,_  г>  =  „  (1066) 

Решивъ  уравнешя  (1062),  (1064)  н  (1066)  относительно  р3,  ^2,  ?••",  мы 
найдемъ,  что  эти  элементы  выражаются  линейнымъ  образомъ  черезъ 
и,  т.  е. 

г/  =  а2м  -+-  Ь2,  (1067) 

г2  =  а3м  -4-  Ь3, 

где  коэффищенты  зависать  отъ  А,  В,  С,  Т0  и  К0.  Полагая  еще  для 
краткости: 

„  (В  —  С      С  — А       А—В\ 

2  [а   -•— в-  +  -с-)  =  д- 

можемъ  уравнеше  (1065)  такъ  написать: 
им 


л  --*-  Н  У(аги  -+-  6Х)  (а8м  -+-  62)  (а3к  -Ь  Ь3)  =  О, 
откуда  „ 

_         1     Г  йи 

гдЬ  «0  =  («д3  есть  значете  этой  переменной  при  I  =  0.  Выборъ  знака 
передъ  интеграломъ  можетъ  быть  сдйланъ  по  знаку  начальнаго  значешя 
произведены  р([г,  въ  связи  со  знакомь  у  Я,  и  долженъ  быть  удер- 
живаемъ,  пока  производная  отъ  и  по  I  не  обратится  въ  нуль;  после  чего 
пришлось  бы  сделать  новое  изслЪдоваше  знака,  и  т.  д. 

Интегралъ  (1068)  не  можетъ  быть  выраженъ  въ  конечномъ  вид*  и 
иредставляетъ  собою  функщю,  называемую  эллиптическимъ  интегра- 
ломъ. Обратная  функщя,  определяющая  и  въ  зависимости  отъ  I,  отно- 
сится къ  эллиптическимъ  функщямъ.  Не  вдаваясь  въ  окончательное 
изслЬдоваше  р4шенШ,  требующее  приложешя  стеорш  эллиптическихъ 
функщй»,  зам4тимъ  только,  что  теперь  .р,  д,  г  можно  считать  известными 
функщями  времени  и  можно  перейти  къ  окончательному  рЪшешю  вопроса 
о  движети  по  инерщи,  т,  е.  къ  определешю  угловъ  В,  <р,  ф  въ  функцш 
времени. 

587.  Определение  угловъ  0,  <р,  ф.  Законъ  момента  количествъ  движе- 
те  выражается   аналитически   тремя   интегралами   уравненШ  динамики. 
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Изъ  нихъ  мы  воспользовались  только  однимъ,  остальные  два  могутъ  наш 
помочь  при  опредгЬленш  угловъ  Эйлера  въ  функцш  времени.  Для  этсо 
предположимъ,  что  ось  (?)  взята  по  направленш  вектора  К  =  К0,  осш(- 
шагося  теперь  постояннымъ;  въ  такомъ  случай 

Кх  =  К0  соз  (С,  х\    Ку  =  К0  соз  (С,  у),    К%  =  К0  соз  (^  г), 

а  по  формуламъ  (1037)  и  (47)  это  даетъ: 


Ар  =  К0  згп^  згп  9, 
Вд  =  К0соз$  згп  О, 
Сг  =  К0  соз  ». 


(106?  I 


Этими  формулами  и  приняты  во  внимаше  остальные  два  изъ  указан- 
ныхъ  выше  трехъ  интеграловъ,  выражаюпшхъ  законъ  моментовъ  количества 
движетя.  Изъ  уравненШ  (1069)  находимъ: 

&Ф  =  ^,  00701 

От 

созЬ  =  Ху~.  (1071 

Ао 

Такимъ  образомъ,  благодаря  закону  момента  количествъ  движетя,  двл 
угла  найдены  въ  функцш  времени  безъ  интегрировашя.  Для  оетред'Ьлешя 
третьяго  угла  остается  выполнить  последнее,  шестое  интегрироваше.  Изъ 
формулъ  (1057)  получаемъ: 

р  5шф  ч-  д  соз^  =  -^згп  о,  (10»'2| 

Выражая  синусъ  и  косинусъ  черезъ  тангенсъ  и  пользуясь  формулам: 
(1070)  и  (1071),  им*емъ: 

.  Ар  в9 

зьп  ф  =    —    . 1 -._ ,     созЬ  =     -  -     .-  ~  --  _- :  —  , 

=  \/А2р2  -+-  В2д2  ±  УА'р*  -н  #у 

згпЬ  =  \/1  —  соз21>  =  -~-  уХ0а-^С*г*  =  -^-  У~А2Р*  -ь  ЛУ, 
поэтому  изъ  (1072)  находимъ: 

Эта  формула  показываетъ,  что  уголъ  <р  постоянно  или  увеличивается  или 
уменьшается;  поэтому  знакъ  въ  формул*  (1073)  опред'Ьляется  поначаль- 
нымъ  услов1ямъ  движешя.  Вторая  часть  уравнетя  (1073)  предполагаем 
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у    насъ  известною  функщею  времени;  поэтому  им'Ьемъ: 

Т-?о=А^    2у^ф*.  (1074) 

О 

3.  607.  Приложить  всв  преды  душдя  формулы  къ  случаю,  когда  Л  =.  Ву  и 
сравнить  получаемые  при  этомъ  результаты  съ  найдениымъ  въ  §  584. 

3.  608.  Составить,  у равнен1е  герполод1и  въ  полярныхъ  координатахъ. 
ЗР-Ьш.:  Полюсь  и  ось  поляриыхъ  координатъ  возьмемъ  такъ,  какъ  это  сдълано 
въ  §  583.  Пусть  будетъ  я  дуга  полодш,  а  о  дуга  герполодш.  По  условно  ка- 
татя  одной  лиши  по  другой 

<*0  =  #8. 

Координаты  точки  на  полодш  относительно  осей  (ху*)  суть  р,  д,  г;  поэтому 

(из)*  =  (<*р)2  ч-  (#4?  ч-  (4г)\ 
а   на  плоскости  Р  (§  578)  въ  полярныхъ  координатахъ: 

(е*а)2  =  (Др)1  ч-  р2  (<*е)2. 

1Хт&къ 

(<*р)2  ч-  р2  (<*е)2  =  (Ар)*  ч-  №)*  ч-  (<*/)2.  (1075) 

По   формуламъ  (1067)  и  принимая  во  внимаше,  что  и  =  (о'2,  имъемъ: 

рйр  —  а1ах7ш,    аду  =  азШ^ш,    гйг  =  а,шс2ш; 

но  по  формулъ  (1056) 

а><7а>  =  р<7р, 

а  поэтому 

{ЛпЛ,  _    «Л*  (^01  _  «1 V  (Ф)Я   _  _«13Р2  (^Р)2_ 

^    —        -  ^  —  ^  ^  ^  —  в1  (р3н_  8а)  +  ^^  , 

и  подобнымъ  же  образомъ  выразятся  (АдУ  и  (<?г)а.    Подставляя  эти  выраженхя 
въ  равенство  (1075),  находимъ: 

(<7р)2  ч-  р2  (е*г)2  =  /(р2)  р2  (<*р)2,  (1076) 

гд*в 

.  3 аг*  а2,,г  ^  а82 


О!  (р2  ч-  б2)  ч-  6,      а2  (р2  ч-  82)  ч-  /  2      а8  (р2  ч-  82)  ч-  />3 
Пнтегрировашемъ  уравнешя  (1076)  полу  чае  мъ: 


=ч 


*\№&=±ъ+с  от 


уравнеше  герполод!и  Этотъ  интегралъ,  послъ  нъкоторыхъ  преобразоватй, 
оказывается  эллиптическимъ;  такъ- что  уравнеше  гер  полоти  и  вообще  говоря 
въ  коыечномъ  видъ  не  получается.  Можно  было  бы  впрочемъ  показать,  что 
уравненге  (1077)  интегрируется  въ  вонечномъ  видъ,  если  полоддя  превращается 
въ  эллипсъ,  проходящш  черезъ  концы  средней  оси  эллипсоида  полюсовъ 
(случай  3-й  §  581). 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   592  — 

Движете  твердаго  тЬла  около  точки  при  дФйотвш  силы 

тяжести. 

588.  06Щ1Й  обзоръ  главн*Ьйшихъ  случаевъ.  Воиросъ  этотъ  въ  общемъ 
видЬ  до  сихъ  поръ  еще  не  разр-Ьшенъ  и  представляетъ  въ  аналитиче- 
скомъ  отношенш  непреодолимый  трудности.  РЪшешя  же  существуюпця 
получены  при  н'Ькоторыхъ  частныхъ  предположешяхъ.  Главн-Ьйппе  отно- 
сяпиеся  сюда  случаи  сл-Ьдуюпие: 

1)  Случай  Лагранжа  и  Пуассона,  при  А  =  В,  #с=0,  ус=0;  т.е. 
онъ  применяется  къ  гЬлу,  у  котораго  эллипсоидъ  инерцш  для  неподвиж- 
ной точки  имйетъ  двгЬ  равныхъ  оси,  а  центръ  массы  лежитъ  на  оси  сим- 
метрш  этого  эллипсоида. 

2)  Случай  Ковалевской,  при  Л  =  В  =  2С,  яе  =  0;  здЬсь  форма 
эллипсоида  инерщи  еще  больше  сгЬснена,  но  зато  положете  центра  массы 
подчинено  только  одному  условш.  Этотъ  случай  былъ  потомъ  немного 
обобщенъ  Р.  Л1увиллемъ  (Ко§ег  ЫоитШе). 

3)  Случай  Гесса  (Незз);  зд*Ьсь  эллипсоидъ  инерщи  можетъ  быть  про- 
извольным^ но  зато  начальный  моментъ  количествъ  движенгя  предполагается 
лежащимъ  въ  плоскости  кругового  сЬчешя  этого  эллипсоида,  а  центръ 
массы  находящимся  на  перпендикуляр  Ь  къ  этой  плоскости,  проведенномъ 
черезъ  неподвижную  точку. 

Кром-Ь  этихъ  случаевъ  въ  последнее  время  указаны  еще  некоторые 
друпе  (Бобылевъ,  Стекловъ,  Шиффъ  и  др.),  въ  которыхъ,  подобно  случаю 
Гесса,  заключаются  частныя  предположен! я  относительно  угловыхъ  ско- 
ростей. 

Во  всЬхъ  перечисленныхъ  выше  случаяхъ  дЬлаются,  какъ  мы  видизгь 
три  частныхъ  предположеюя.  Мы  разсмотримъ  лишь  первый  изъ 
нихъ,  какъ  наиболее  интересный  въ  практическомъ  отношенш,  ограни- 
чивая впрочемъ  наше  изсл-Ьдоваше  выяснешемъ  лишь  н'Ькоторыхъ  геоме- 
трическихъ  свойствъ  движешя.  Полное  аналитическое  решете  выпол- 
няется опять  при  помощи  эллиптическихъ  функщй. 

589.  Уравнешя  динамики  для  тяжелого  твердого  т*ла  съ  неподвижною 
точкою.  Если  неподвижную  ось  (*)  направить  вертикально  вверхъ,  то 
проекщи  силы  тяжести  на  подвижныхъ  осяхъ  {хуг),  взятыхъ  по  осямъ 
эллипсоида  инерщи  для  неподвижной  точки,  будутъ: 

X  =  —  у.(/  соз  (^,  х)  =  —  }хд  соз  71  =   -    \ьд  зт  $  з1п  В,  . 

У  =  —  рд  соз  (ъ,  у)  =  —  \ъд  соз1(2  =  —  рд  соз  ф  зт  8,  1    (1078) 

X  =  —  \ьд  соз  (^,  з)  =  —  рд  соз  т3  =  —  М  С08  *■  ' 

Вторыя  части  написаны  зд-Ьсь  на  основанш  формулъ  (47).  Предполагая, 
что  сила  тяжести  приложена  въ  центрЬ  массы,  составляя   моменты 
силы  и  подставляя  ихъ  въ  уравнешя  Эйлера  (1058).  найдемъ: 
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Л  -^  ч-  (С— В)  дг  .-=  рд  [ге  соз^  —  уе  созЪ) 
=  рд  (зе  соз  ф  зъп  Ь  —  уссоз 

В  ™?  -+-  (А— С)  гр  =  у.д  (хе  соз^  —  ^  С08Ь) 


=  рд  (хе  соз  Ь  —  вс  $м  ф  згп  в), 


Аг 


(1079) 


С  ^  -+-  {В— А)  р^  =  рд  (ус  со8чх  —  хе  соз^) 

=  рд  з1п  Ь  (ус  $ш  ф  —  хс  соз  ф). 

Вторыя  части  написаны  въ  двухъ  видахъ,  потому-что  не  всегда  бываетъ 
удобно  къ  этимъ  уравнетямъ  непосредственно  присоединять  уравнешя 
(1057).  Такъ  наприм'Ьръ  въ  настоящемъ  случа*  уравнен1я  (1079),  если 
въ  нихъ  удержать  перем4нныя  ъ,  т2,  Та»  могутъ  быть  интегрируемы  въ 
связи  съ  кинематическими  уравнешями  (задача  146): 


йсозч^ 
й  соз  7а 
АсоЗ^г 


-  д  соз  у,  —  г  соз  73  =  О, 

-  г  соз  ^  —  р  соз  7з  =  О, 

-  р  соз  у2  —  ц  соз  чх  =  О, 


(1080) 


безъ  посредства  уравненШ  (1057).  Найдя  углы  у1?  у2,  у3  въ  функщи  вре- 
мени, мы  будемъ  знать  и  углы  ф  и  &,  и  только  для  опредйлетя  угла  <р 
потребуется  третье  изъ  уравненШ  (1057). 

590.  Движете  въ  случае  Лагранжа-Пуассона.    Полагая   въ   уравне- 

шяхъ  (1079) 

А  =  В,     хе  =  0,     ус  =  0, 
находимъ 


А 


йр 


(С—А)дг  =  рдевсо8ъ, 


А-дг-*-  (А  — С)  гр  =  —  у.дгс  о»Тп 

4;=»- 


(1081) 


Последнее  изъ  этихъ  уравненШ  показываетъ,  что  г  постоянно,  и  по- 
этому   


или  по  последней  изъ  формулъ  (1057): 


йф       йу       л 


(1082) 
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Вместо  того  чтобы  интегрировать  остальных  уравнешя  (1081),  мохе 
прямо  написать  выражеше  двухъ  интеграловъ  уравнешб  динамики:  1)  за- 
кона энерпи,  такъ  какъ  сила  тяжести  ивгЬетъ  потенщальную  функщю.  е 
2)  закона  сохранешя  момента  количествъ  движешя  относительно  верти- 
кальной оси,  такъ  какъ  моментъ  силы  тяжести  относительно  этой  ос; 
равенъ  нулю.  Мы  предполагаем^  что  ось  (?)  направлена  вертикаш. 
вверхъ;  поэтому  для  силы  тяжести  потенщальная  функщя 

V  =  —  рзч  =  —  у.дге  соз  6, 

и  по  формул*  (1038)  законъ  энерпи  выражается  такъ: 

^СР2-ьда)-»-Сг0а  =  2Т0-1-2(г7-г70) 

=  2  Т0  -+-  2\ьдге  (соз  в0  —  соз  в).  ( 1 05л 

По  формуламъ  (1057): 

^3-ьд3=  №)* зт*  в  -ь  1™\*  =  ф'2  зш* в  +  »'8.  (104. 

Мы  сдЬлаемъ  еще  упрощающее  предположеше,  что 

т.  е.  что  въ  начальный  моментъ  твердое  гЬло  вращалось  около  оси  сим- 
метрш  своего  эллипсоида  инерщи  для  неподвижной  точки.  Это  предпо.::- 
жен1е  не  существенно  необходимо  для  изслЪдоватя,  но,  упрощая  егл 
даетъ  вм'ЬсгЬ  съ  гЬмъ  результаты,  особенно  удобно  поверяемые  на  пцк- 
скопахъ  (§  592).  Теперь 

2Т0  -  О02  =  А  (Ро>  -+-  ?02)  =  О, 
и  уравнеше  (1083)  принимаете  видъ: 

А(  ф'2  згп*  в  -ь  »'2)  =  2\ьдгс  (соз  »0  —  соз  »>  (10-6 

Зам^тимъ  кстати,  что  теперь,    согласно  предположен!»)  (1085),    по  фор- 

"уА(1084):  т.'  =  о,    «.-* 

если  исключить  изъ  разсмотр-Ьшя  случай:  &0  =  0,  не  представлявши 
интереса,  такъ  какъ  тогда  гЬло  постоянно  вращается  около  вертикаль- 
ной оси. 

Для  составлен1я  второго  интеграла  возьмемъ  зависимость 

К^  =  Ког  =  Кх  соз  (ъ,  х)  -+-  К,  соз  (^,  у)  ч-  Кш  соз  (^,  г) 

или,  если  принять  во  внимаше  формулы  (47)  и  (1037), 

А  зт  О  (р  зт  ф  и-  з  соз  ф)  -+-  Сг0  соз  в  =  К0* 
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или,  по  формуламъ  (1057): 

Ау*  згп2  в  -+-  О0  соз  Ь  =  Ког  . 

При  предположешяхъ  (1085): 

К0г  =  А  згп  »0  (р0  згп  ф0  -+-  д0  со*  ф0)  -+-  Сг0  соз  в0  =  О0  соз  »0, 

«• 

такъ  что  окончательно 

А$  згп7  »  =  О0  (соз  Ь0  —  соз  в).  (1087) 

Мы  им-Ьемъ  три  интеграла  (1082),  (1086)  и  (1087);  они  могутъ  по- 
вести къ  окончательному  р*шенш  вопроса  тремя  новыми  интегрирова- 
Н1ями  сл'Ьдующимъ  образомъ.  Изъ  уравнетй  (1086)  и  (1087)  исключимъ  ф'; 

изъ  (1087): 

,    .    а       Сг0  соз  &0  —  соз  Ь 
9™»=  А  ,7,7» 5 

подставляя  это  въ  (1086),  найдемъ: 


\/С°^=^{2^е-^1  .^^-°),    (1088) 


гд*  знакъ  можетъ  быть  опред*ленъ  по  начальнымъ  условгямъ  движешя. 
какъ  мы  увидимъ  подробнее  въ  сл'Ьдующемъ  параграф*. 

Зависимость  (1088)  позволяетъ  определить  I  въ  функщи  0.  Если  вы- 
полнить нЬкоторыя  преобразовашя,  то  интегралъ  окажется  эллиптиче- 
скимъ.  Уголъ  0  выразится  такимъ  образомъ  эллиптическою  функщею  отъ  (. 
Поел*  этого  уравнеше  (1087)  можетъ  дать  интегрировашемъ  <р  въ  функ- 
щи времени,  а  уравнеше  (1082)  уголъ  ф  въ  функщи  времени.  Не  оста- 
навливаясь на  этомъ,  обратимся  къ  выяснению  геометрическихъ  свойствъ 
движен1я,  что  можетъ  быть  сдЬлано  безъ  этихъ  дальн*йшихъ  интегри- 
ровашй. 

591.  ИзслЪдованю  угловъ  &,  ?  и  ф.  Какъ  бы  ни  происходило  движе- 
те, угловая  скорость  0'  не  можетъ  сделаться  мнимою;  поэтому  уголъ  8 
зюжетъ  принимать  только  татя  значешя,  при  которыхъ  подкоренное  вы- 
ражеше  въ  формул*  (1088)  не  делается  отрицательнымъ.  Но  уравнеше 
(1086)  показываетъ,  что  разность  са$Ь0 —  созЬ  во  все  время  движешя 
сохраняетъ  свой  знакъ,  притомъ  одинаковый  со  знакомъ  координаты  ге: 
поэтому,  если 

гв  >  0,  то  »  ё  00,  (1089) 

*с<0,    >    &=^&0.  (1090) 

Изсл'Ьдуемъ  подробнее  первый  изъ  этихъ  случаевъ.  Въ  начал*  0  =  &0, 
и  следовательно  этотъ  уголъ  возрастаете,  т.  е.  &'  >  0.  Въ  формул*  (1088) 
передъ  корнемъ  нужно  въ  виду  этого  удерживать  пока  верхшй  знакъ. 
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Возрасташе  угла  О  непременно  кончится,  потому-что  производная  функ:^ 

соз  Ь0  —  СОЗ  Ь 

81П2  ~Ъ 

постоянно  остается  положительною,  какъ  легко  убедиться  простымъ  дифф*- 
ренцироватемъ.  Пусть  будетъ  дх  значете,  котораго  достигаетъ  В;  ко 
производная  Ь  по  I  обращается  въ  нуль,  и  мы  им^емь: 


соз  1%  —  соз  Ьх 
згп2  \)1 


2А^.дгс 


(1и91) 


Когда  уголъ  0  начинаетъ  убывать,  то  въ  формул*  (1088)  передъ  корне» 
долженъ  быть  удержанъ  отрицательный  знакъ.  Убываше  будетъ  продол- 
жаться до  гЬхъ  поръ,  пока  опять  подкоренное  выражеше  не  сделается 
равнымъ  нулю;  а  это  случится  при  Ь  =  №0.  Поел*  этого  О  опять  наян- 
наетъ  возрастать  и  т.  д.  Итакъ,  уголъ  Ь  колеблется  перюдически  между 
двумя  пределами  00  и  &1в  Формула  (1091)  показываетъ,  что  эти  пред!лн 
гЬмъ  гЬсн'Ье,  ч*мъ  меньше  гс  и  чЬмъ  больше  г02. 

Подобное  же  изелйдоваше  для  случая  (1090)  показало  бы,  что  уголъ :* 
колеблется  мевду  00  и  1>2  <  &0. 

Изсл'Ьдуемъ  теперь  уголъ  ср.  Формула  (1087)  показываетъ,  что  уголь? 
изменяется  постоянно  въ  одну  сторону,  такъ  какъ  разность  еовд0  —  к*;' 

своего  знака  не  м-бняегь. 
С  Въ  предположены  (ИН1 

уголъ  <р  возрастаетъ.  т.  г. 
происходить  положитель- 
ная прецесс1Я;  въ  случае 
же  (1090)  прецессш  от- 
рицательная. СдЬланное 
выше  изсл*доваше  угла 
О  показываетъ  вмЬст*  съ 
гЬмъ,  что  <р'  перюдичес- 
ки, при  0=&0,  обра- 
Фиг.  241.  щается  въ  нуль;  т.  е.  а» 
прецешя  происходить 
какъ  бы  съ  остановками.  БолЗю  подробное  изся^доваше  показало  бы,  что 
слЬдъ,  который  описываетъ  центръ  массы  гЬла  на  шар*  радлуса  гв  съ 
центромъ  въ  неподвижной  точки,  представляетълишю  съ  точками  возврата, 
какъ  изображено  на  фигурахъ  (240)  и  (241).  Точкамъ  возврата  соотйт- 
ствуюгь  значешя  &  =  1>0;  и  въ  этихъ  же  точкахъ  обращается  въ  нудь  и 
угловая  скорость  <р\ 

Наконецъ,  относительно  угла  ф  формула  (1082)  показываетъ,  что  угло- 
вая скорость  ф'  колеблется  между 
Гп    и    гп 


Фиг.  240. 


■{Ч'С08%  =  ^ 
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592.  Гироскепы  для  повЪрки  предыдущихъ  резулътатовъ. 

а)  Гироскопъ  Плюкера  и  Фесселя  устроенъ  слйдующимь  образомъ 
(фиг.  242).  Штативъ  АВ  снабженъ  цилиндрической  трубкой  СД  имею- 
щей вертикальную  ось;  въ  эту  трубку  вставленъ  стержень  ЕР,  плотно 
входяпцй  въ  трубку,  но  могупцй  въ  ней  свободно  вращаться.  На  концЬ  Р 
этого  стержня  укрЬплена  вилка  О;  внутри  ея  около  горизонтальной  оси 


Фиг.  242. 

вращается  муфточка  «7,  черезъ  отверсйе  которой  проходить  стержень  КЦ 
закрепляемый  въ  муфгЬ  нажимнымъ  винтомъ  М  въ  произвольномъ  поло- 
жены. На  концЬ  X  стержня  укреплено  кольцо,  по  диаметру  котораго,  по 
продолжению  стержня  КЬ  расположена  ось 
тора  гироскопа.  На  другомъ  концЬ  К  того 
же  стержня  могутъ  быть  помощью  пере- 
двигаемой вдоль  него  другой  муфточки  ^У 
подвешиваемы  грузы,  позволяюпце  по  же- 
ланш  црмЬнять  положеше  центра  массы 
гироскопа.  Неподвижною  точкою  вращаю- 
щагося  гЬла  служить  центръ  муфточки  3. 
Ь)  Для  получешя  сл^да,  описываемаго 
концомъ  оси  (г),  можетъ  служить  гиро- 
скопъ Сира-Бобылева.  Онъ  не  им^еть 
кольца  и  состоитъ  изъ  тора,  опирающагося 
одною  точкою  своей  оси  на  неподвижную 

подставку  (фиг.  228,  §  575).  Онъ  обыкновенно  устраивается  такъ,  что  центръ 
тяжести  его  находится  ниже  точки  опоры;  такъ  что,  если  въ  его  положенш 


Фиг.  243. 
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равнов,Ьс1Я  ось  (#)  направлена  вверхъ,  то  #с<0.  Надъ  этимъ  гироско- 
помъ  помещаются  закопченный  бумажки,  укрепленный  однимъ  своимъ 
краемъ  въ  штативе  и  нажимаюпця  слегка  своимъ  вЬсомъ  на  заостренный 
кодецъ  оси  гироскопа.  Несколько  линШ,  полученныхъ  атимъ  прибороиъ. 
и  соотв*тствующихъ  различнымъ  значешямъ  г0,  изображены  на  фигурахъ 
(243),  (244)  и  (245).   ОнгЬ  немного   искажены  въ  сравнены  со  своимъ 


Фиг.  244.  Фиг.  245. 

теоретическимъ  видомъ  вслФдствхе  трешя  въ  точки  опоры  тора  и  острш 
съ  бумагой;  всл4дств1е  третя  ось  постепенно  приближается  къ  вертикаль- 
ному положенш.  Трешемъ  объясняется  также  и  то,  что  точки  возврата 
постепенно  исчезаютъ  и  лиши  сглаживаются. 

3.  609.  ТЬлу,  разсмотр'Ьнному  въ  задачи  590  и  имеющему  неподвижную 
точку  въ  разстоянш  5  сантиметровъ  отъ  его  центра  массы,  сообщено  враще- 
Н1в  около  его  оси,  посл-в  того  какъ  эта  ось  была  приведена  въ  горизонтальное 
положеше.  Какова  должна  быть  угловая  скорость  г0  для  того,  чтобы  ось  вра- 
щешя  отклонялась  отъ  горизонтальнаго  положешя  не  болъе,  какъ  на  5е?  Ка- 
кова при  этомъ  наибольшая  скорость  прецессш  и  въ  какихъ  предълахъ  ко- 
леблется угловая  скорость  ']/? 

3.  610.  Объяснить,  почему  у  линш,  полученныхъ  гироскопомъ  Сира-Бо- 
былева (фиг.  243,  244  и  245),  точки  возврата  обращены  во  внешнюю  сторону, 
и  указать,  въ  какую  сторону  происходила  при  этомъ  прецессш,  есуга  было 
г0  ^0?  Отв.:  Движете  относится  къ  случаю  (1090).  Прецесс1я  положительная. 

ПримФръ  рФшешя  задачи  о  движенш  твердаго  тйда, 
не  имйющаго  неподвижной  точки. 

593.  Составлено  и  интегрироваше  уравнетй.  Въ  §  569  было  указано, 
что  изучете  движенш  сободнаго  твердаго  гЬла  можетъ  быть  сведено  къ 
изученш  его  вращательнаго  движешя  около  центра  массы  и  къ  изучешю 
движенш  матер1альной  точки,  совпадающей  съ  центромъ  массы  и  им4ю- 
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щей  массу,  равную  масс*  всего  т4ла.  Чтобы  показать,  какъ  можетъ  быть 
выполнено  р4шеше  такого  вопроса,  разсмотримъ  следующую  задачу: 

Определить  движен1е  тяжелаго  однороднаго  шара  по  гори- 
зонтальной плоскости,  принимая  во  вниманье  тренге. 

Такъ  какъ  для  такого  шара  возможно  всякое  поступательное  движе- 
те въ  горизонтальной  плоскости,  то  законъ  движешя  центра  массы  при- 
меняется по  отношешю  ко  всякимъ  координатнымъ  осямъ,  им*ющимъ  го- 
ризонтальное направлеше  (§  527).  Беря  координатный  оси  (Е)  и  (т\)  въ 
плоскости,  по  которой  движется  шаръ,  а  ось  (С)  вертикально  вверхъ,  и 
означая  черезъ  Т  трете  въ  точк4  касанья  шара  съ  плоскостью,  имЬемъ 

«*  5"  =  ^  <1092> 

^Т=Т^  (1093) 

ДГ— ,10  =  0,  (1094) 

гд-Ь  N  нормальное  сопротивлете  плоскости.  Вместо  того,  чтобы  выражать 
законъ  моментовъ  количествъ  движешя  относительно  неподвижныхъ  ко- 
ординатныхъ  осей,  сд'Ьлаемъ  это  относительно  осей  (С^'Х  имъ  парал- 
лельныхъ  и  проходяпщхъ  черезъ  центръ  массы  шара  (§§  517  и  536).  Для 
однороднаго  шара  всякШ  Д1аметръ  есть  ось  инерши;  поэтому: 

А.  =  В.  =  С.  =  Ъ 

а  по  формул*  (746),  если  Я  есть  радьусъ  шара: 

Поэтому  по  формуламъ  (1037): 

СтатическШ  моментъ  силы  тяжести  относительно  центра  шара  равенъ 
нулю,  а  для  трешя,  придоженнаго  въ  точкЬ,  для  которой  Е'  =  0,  т]'  =  0, 
ъ'  =  —  -В,  им*емъ: 

и  законъ  моментовъ  количествъ  движешя  даегь,  по  сокращены  на  В: 

5«*-Ж-=2Ч  (Ш95) 

2         йю-п 

Ь**-<1Т=-Т1  <1096) 

йо>г 

-^  =  0.  (1097) 


0|д^2ес1  Ьу  СлООф1б 


—  600   — 
Последнее  изъ  этихъ  уравнешй  показываетъ.  что 

т.  е.  проекщя  угловой  скорости  на  нормаль  къ  плоскости  остается 
постоянною. 

Опред'Ьлимъ  теперь  скорость  V'  точки  касашя  шара  къ  плоскости. 
По  формуламъ  кинематики: 


Н  =  \  ~*~  (*°1р  ~  Шс4^  =  Чь  ~  Еш^ 


(109 -Ч 


Дифференцируя  эти  равенства  по  времени  и  пользуясь  формулами  (1092;. 
(1093),  (1095)  и  (1096),  находимъ: 


*Ъ'         7  А* 


Трете  прямо  противуположно  скорости  V';  поэтому 

Ь.  -  V. 

а  это  вм4сгЬ  съ  равенствами  (1099)  даеть: 

откуда,  интегрируя  и  переходя  оть  логариемовъ  къ  числамъ,  получаемы 

V  =  % 

т.  е.  скорость  V'  им'ветъ  постоянное  направление,  определяемое  ея  началь- 
нымъ  направлешемъ  »0'.  Трете  поэтому  тоже  сохраняетъ  свое  направле- 
те;  а  такъ  какъ  оно  постоянно  по  величин*  и 

то  уравнетя  (1099)  принимать  видъ: 

Отсюда,  по  умноженш  соответственно  на  «V  и  г;~\  сдоженш,  раздЬленш 
на  «'  и  интегрированы,  получаемъ: 

V  =  —  \  №  -ь  г0'.  (1100) 
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Пользуясь  этимъ  результатомъ,  нужно  помнить,  что  г/  не  есть  скорость 
определенной  точки  шара,  а  скорость  точки,  занимающей  определенное 
положенье  (0,  0,  — Е)  относительно  подвижныхъ  осей  (б'^')- 

Для  центра  массы  шара  интегрированьемъ  уравненШ  (1092)  и  (ЮбЗ), 
въ  которыхъ  Т.  и  Т~  постоянны,  находимы 


Т 


1    Т, 


1.  =  21Г'+У- 


(1101) 


ЗдЬсь   предполагается,  что  центръ  массы  въ  начальный  моменть  нахо- 
дился на  оси  (С). 

Наконецъ,  уравнения  (1095)  и  (1096)  даютъ: 


оь» 


\  -  2  ?В     т     °5 

ът 


(1102) 


594.  ИзслЪдоваше  получеииыхъ  результатов^  Формулы  (1101)  показы- 
ваютъ,  что  центръ  массы  шара  описываетъ  параболу,  что  вполне  понятно, 
такъ  какъ  сила  тяжести  на  его  движение  вльянья  не  оказываетъ,  а  сила  2 
остается  постоянною  по  величин*  и  по  направленью.  Но  это  параболи- 
ческое движенье  продолжается  только  до  гЬхъ  поръ,  пока  происходить 
скольжете,  потому-что  вс4  предыдущья  формулы  выведены  въ  предполо- 
жены, что  г'  не  равна  нулю.  Наступаетъ  моменть  <4,  когда  скольжете 
прекращается  и  начинается  катанье.  Этотъ  моменть  можно  определить 
изъ  формулы  (1100),  если  тамъ  положить  «;'  =  0: 

Подставляя  это  значенье  въ  (1101),  мы  найдемъ  и  мАсго,  гд4  это  слу- 
чится. Посл4  этого  момента  тренье  делается  нетолько  меньше  /р,  но  и 
совсЬмъ  перестаетъ  действовать,  потому-что  V^  =  0,  г>  '  =  0,  а  по  фор- 
му л  амъ  (1099),  выведеннымъ  изъ  основныхъ  уравненШ  движенья  и  при- 
мйнимымь  ко  всякому  значенью  I,  имгЬемъ  теперь  Т*  =  0,  Т^  =  0.  Дал*е, 
формулы  (1098)  даютъ  теперь: 

а  по  формуламъ  (1095)  и  (1096): 

ас  -   ЛЬ   и~      2ц    *       ' 
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"  Чг  —  5     »  —  5     Т   —  П 

й*3  ^—  "5Г     ""  —  2^    ч-  и' 

т.  е.  центръ  массы  движется  теперь  прямолинейно  и  равномерно  съ  тою 
скоростью,  которая  получается  изъ  формулъ  (1 101)  дифференцировашемъ 
по  I  и  подстановкою  туда  значен1я  1Х.  Угловыя  скорости  «к  и  ш~  тоже 
делаются  постоянными  и  определяются  изъ  уравнешй  (1102)  подстанов- 
кою туда  значешя  *х. 

Коршлисъ  далъ  следующую  интерпретащю  движетя  шара  по  гори- 
зонтальной плоскости.  Исключая  изъ  уравненШ  (1092),  (1093),  (1095)  и 
(1096)  Т*  и  21,  находимъ  уравнешя: 


2 

+  5 

2 

В 

=  о, 

1с 

(II2 

_ 5 

В 

<и 

=  0. 

Эти  уравнешя  применимы  въ  оба  перюда  движетя,  и  при  д-вйствш  тре- 
нья и  по  окончанш  этого  ДЙСТВ1Я.  Интегрировав  ихъ  даетъ: 


(1104) 


гд*  а  и  Ь  могутъ  быть  найдены  по  начальнымъ  услов1ямъ  движетя.  Эти 
формулы  можно  такъ  истолковать.  Представимъ  себ4  точку  А,  имеющую 

о 

относительно  осей  (Е'т)'^')  координаты  0,  0,  .  Я;  это  не  есть  определен- 
ная точка  шара,  но  точка,  занимающая  определенное  положенье  относи- 
тельно осей  (Ь'т\%%  совершающихъ  поступательное  движете.  Тогда  по 
формуламъ  (1104)  можно  а  и  Ъ  разсматривать  какъ  проекции  ско- 
рости точки  А  на  осяхъ  (&)  и  (тг|).  Но  а  и  Ъ  постоянны;  поэтому 
можно  ихъ  считать  заданными  съ  самаго  начала.  Между  тЬмъ  во  второй 
перюдъ  движенья  формулы  (1103)  вм*ст*  съ  формулами  (1104)  даюгъ: 

Такимъ  образомъ  можно  начальныя  услов1я  движен1я  выбрать  такъ,  чтобы 
по  окончанш  скольжетя  центръ  массы  шара  им-Ьлъ  требуемое  движете- 

3.  611.  Какъ  сообщить  шару  на  горизонтальной  плоскости  такое  движете 
вдоль  оси  ($),  чтобы  по  окончанш  скольжетя  онъ  началъ  катиться  назадъ? 
Отв.:  Для  этого  нужно  здать: 
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§  596,  ф.  1108. 


3.  612.  Наследовать  подобно  задать  §  59Э  болъе  простую:  движенье  ци- 
.пивдрическаго  кружка  въ  вертикалъномъ  положеюи  по  горизонтальной  прямой 
съ  трешемъ. 

Д4йств1е  мгновенныхъ  сидъ  на  твердое  т&до 
съ  неподвиашрю  точкою  и  на  свободное. 

595.  Т-Ьло  съ  неподвижною  точкою.  Если  твердое  гЬло  им*етъ  не- 
подвижную точку,  то  къ  нему  применимы  уравнешя  (1007),  выражаюпця 
законъ  моментовъ  количествъ  движешя  въ  случаЬ  дЬйствгя  мгновенныхъ 
силъ.  Относя  эти  уравнешя  къ  осямъ  (хуг\  неизменно  связаннымъ  съ 
твердымъ  тЬломъ  и  направленнымъ  по  осямъ  инерцш  для  неподвижной 
точки,  и  пользуясь  формулами  (1037),  напишемъ: 

А(р—Ро)  =  Ы* 

В(я-д0)  =  Ыг     >  (1106) 

<?(г-г0)  =  2Н, 

Зная  начальное  состояше  движешя,  т.  е.  р0,  д0,  г0,  и  мгновенный  силы, 
мы  можемъ  отсюда  определить  со  (р,  </,  г)  посл^  дЬйствгя  послЬднихъ. 
Пр1емы,  указанные  въ  §  564  и  слЪдующихъ,  могутъ  быть  распространены 
на  соударете  двухъ  гЬлъ,  вращающихся  около  двухъ  различныхъ  непо- 
движныхъ  точекъ. 

3.  613.  Тъло  вращается  около  неподвижной  точки  и  въ  данный  моментъ 
имъетъ  угловую  скорость  о>  (р,  '/»  т).  Определить  мгновенную  силу,  которая, 
д-Ьйствуя  по  прямой,  отстоящей  на  единицу  длины  отъ  неподвижной  точки, 
способна  привести  тъло  въ  состоите  покоя. 

3.  614.  Применить  къ  предыдущей  задачъ  построен1е,  указанное  въ  §  574. 

3.  615.  Однородный  кубъ  вращается  около  одной  изъ  своихъ  ддагоналей. 
Определить  мгновенную  пару  силъ,  которая  привела  бы  кубъ  во  вращеше 
около  другой  его  дДагонали. 

596.  Свободное  твердое  тЪяо.  Определяя  его  движете  движетемъ  его 
центра  массы  и  вращешемъ  около  этого  центра,  можно  воспользоваться 
формулами  (917)  для  опредйлетя  изм^нетя  скорости  центра  массы  и  фор- 
мулами (1106)  для  опредйлетя  измйнетя  угловой  скорости.  При  этомъ 
нужно  моменты  инерцш  А,  В,  С  заменить  моментами  Ас,  Вс,  Се.  Итакъ 
иолучаемъ: 

И-^  =  ртсо*  -*-  Щ  > 

Я*, 


Лгр  =  Аср0 
*Л  =  Вед0 


-ЗНГ. 


Г 


(1107) 


(1108) 
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Въ  геометрической  форм*  можно  написать: 

Эти  же  зависимости  могутъ  служить  исходной,  точкой  при  изученш  соуда- 
ретя  двухъ  гЬлъ  между  собою.  Изсл^довате  можетъ  быть  ведено  подобно 
тому,  какъ  это  подробнее  показано  въ  глав*  XIX  для  движетя  парал- 
лельно плоскости. 
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ОТДЪЛЪ  ДЕВЯТЫЙ. 
Механика  жидкости. 


ГЛАВА    XXI. 

Кинематика  сплошного  изменяемаго  тЬла. 

Конечный  уравнешя  двиавешя  изменяемаго  гЬда. 

597.  Понят! в  о  сплошионъ  изнгкняемоиъ  т*л*.  До  сихъ  поръ,  когда 
приходилось  разсматривать  изменяемый  системы  матер1альныхъ  точекъ, 
мы  предполагали,  или  что  число  точекъ  конечное  или  что  система  со- 
стоите изъ  нЗюколькихъ  неизм'Ьняемыхъ  тЬлъ.  При  изучеши  гидромеха- 
ники и  теорш  упругости  приходится  разсматривать  уже  таия  изменяе- 
мый системы,  которыя  состоять  изъ  неограниченнаго  числа  матер1аль- 
ныхъ  точекъ,  причемъ  разстояшя  между  всЬми  ими  могутъ  изменяться. 
Въ  кинематике  намъ  впрочемъ  н*тъ  надобности  касаться  какихъ-либо 
гипотезъ  о  молекулярномъ  строенш  изменяемаго  гЬла.  Для  удобства  при- 
ложешя  математическаго  анализа  мы  будемъ  считать  изменяемое  тело 
сплошнымъ,  т.  е.  будемъ  предполагать,  что  въ  немъ  можно  разсматривать 
нетолько  весьма  малыя  конечный  разстояшя  между  частицами,  како- 
выми представляются  эти  разстояшя  по  атомистической  теорш,  но  и  та- 
тя разстояшя,  которыя  меньше  какой  угодно  малой,  напередъ  заданной 
величины.  Это  позволить  намъ  говорить  нетолько  о  весьма  малыхъ, 
но  и  о  безконечно-малыхъ  элементахъ  изменяемаго  тела,  а  раз- 
стоян1я  между  этими  элементами  предполагать  тоже  безко- 
нечно-малыми.  При  этомъ  въ  кинематике  мы  будемъ  часто  слово 
«частица»  заменять  словомъ  «точка*,  подразумевая  подъ  этимъ.  что 
место  частицы  определяется  координатами  одной  ея  точки. 

Въ  кинематике  нетъ  также  надобности  касаться  какихъ-либо  физи- 
ческихъ  свойствъ  изменяемаго  тела,  которыми  характеризуется  связь 
между  его  движешемъ  и  действующими  на  него  силами.  Поэтому  кине- 
матика идеально  подвижной  жидкости  по  существу  ничемъ  не  отличается 
отъ  кинематики  какого-либо  вязкаго  вещества  или  даже  упругаго,  въ 
практическомъ  смысле  твердаго  тела.  Если  мы  гЬмъ  не  менее  выделили 
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кинематику  упругаго  тЬла  (теорш  деформащи)  въ  особую  главу  (глав 
XXIV),  то  это  объясняется  только  тЬмъ,  что  въ  теорш  упругости  игра*- 
важную  роль  тате  вопросы  кинематики,  которые  для  гидромеханики  б 
им'Ьютъ  существеннаго  значешя;  а  въ  свою  очередь  механика  жидкости  тр- 
буетъ  изучетя  н'Ькоторыхъ  такихъ  вопросовъ  кинематики,  которые  въ  теор: 
упругости  не  понадобятся.  Во  всякомъ  случаЬ  мнойе  основные  вопрос: 
кинематики  изм'Ьняемаго  тЬла,  которые  будутъ  изложены  въ  настоят -: 
глав*Ь,  послужагь  основашемъ  и  при  изучены  кинематики  упругаго  тки 

598.  Уравнешя,  опредЬляющ1я  движешо  сплошного  непрерывною^ 
няемаго  гкла.  Представимъ  себ*  какое-нибудь  определенное  положеш 
изм'Ьняемаго  тЬла  и  условимся  это  положете  называть  «начальнымъ 
Для  определетя  положения  какой-либо  точки  тЬла  въ  его  начально* 
ноложенш  мы  будемъ  употреблять  координаты  д\  у,  х,  которыя  будуп 
большею  частью  предполагаться  Декартовыми  прямоугольными  координа- 
тами, но  которыя  могутъ  быть  и  координатами  какой  угодно  другой  ко- 
ординатной системы,  наприм'Ьръ  полярными,  цилиндрическими  и  т.  п.  (л 
течетемъ  времени  положете  всякой  точки  изм'Ьняемаго  тЬла  меняется, 
и  притомъ  у  различныхъ  точекъ  тЬла  различнымъ  образомъ;  поэтому  к* 
ординаты  5,  гь  ^  какой-либо  точки  во  время  движетя  зависять  нетолько 
отъ  времени  /,  но  и  отъ  того,  какое  положете  эта  точка  занимала  при 
начальномъ  положенш  тЬла.  Итакъ 

С  =  1'г  (^  У*  *>   0-   ' 

Координаты  ?.  Ч[щ  ь  тоже  могутъ  относиться  къ  какой  угодно  коордя- 
натной  систем*,  которая  можетъ  быть  даже  иною,  ч4мъ  система  коордп- 
натъ  г,  у,  г.  Впрочемъ  большею  частью  мы  будемъ  предполагать,  чк 
обгЬ  системы  координатъ  отнесены  къ  однимъ  и  тЬмъ  же  Декартовые 
координатнымъ  осямъ. 

Характеръ  движетя  определяется  составомъ  функцШ  (1111),  къизу- 
четю  которыхъ  и  сводится  изучете  движетя.  Обратно,  если  движенк 
задано  какими-либо  его  геометрическими  свойствами,  то  это  позволяет* 
обыкновенно  определить  соотв-Ьтствуюпцй  этому  составъ  функщй  (11Ш 
Ниже  это  будетъ  показано  на  несколькихъ  прим*Ьрахъ. 

599.  Свойства  функщй  (1111).  Каково  бы  ни  было  движете  изм*- 
няемаго  тела,  функщи  (1111)  должны  обладать  следующими  свойствами. 

1)  Движете  каждой  частицы  тела,  существующего  въ  природ*,  пр^ 
исходить  непрерывнымъ  образомъ;  поэтому  безконечно-малому  прираше- 
тю  переменной  I  должны  соответствовать  безконечно-малыя  измЬнешя 
координату  6,  т),  5.  т.  е.  функгци  (1111)  должны  быть  непрерыв- 
ными относительно  I. 


0\дШеб  Ьу  СлООф1б 


—   607   —  §  600,  ф.  1112. 

2)  Если  гЬдо  сплошное,  и  во  время  движешя  не  происходить  раз- 
рыва его  на  несколько  частей,  то  всяюя  две  безконечноблизт  между 
собою  точки  его  остаются  безконечно-близкими  во  все  время  движетя. 
Это  требуетъ,  чтобы  безконечно-малымъ  приращешямъ  координатъ  х,  у,  с 
соответствовали,  при  всяеомъ  значенш  *,  безконечно-малыя-же  прираще- 
н1я  координатъ  5,  тг),  С;  т.  е.  функцш  (1111)  должны  быть  непре- 
рывными относительно  х.  ул  г. 

3)  Пусть  будетъ  10  моментъ  времени,  соответствующШ  «начальному» 
положетя  гЬла.  Для  этого  момента  зависимости 

*о  =  Л  (*■  У'  **  'о)» 

•чо = и  (*,  У,  *,  *о)ч 

^о  =  й  (*>  У,  2*  *о) 
должны  представлять  собою  формулы  преобразоватя  координатной  си- 
стемы (х,  у,  г)  въ  координатную  систему  (?,  тг),  ф,  такъ  какъ  въ  мо- 
ментъ /0  координаты  50,  тг)0,  Со  опредЬляютъ  ту  же  точку  и  въ  томъ  же 
ея  положены  въ  пространстве,  какъ  координаты  х,  у,  г,  Въ  частности, 
если  об*  координатный  системы  тождественны,  то  ?0  =  х,  у\0  =  у,  ^  =  г, 
н  следовательно  функщи  (1111)  должны  удовлетворять  услов1ямъ: 

/1  (л?,  //•  *,  *0)  =  х> 

и  (^  &  *>  *<>)  =  & 

1 

/з  (Л  У,  ^  'о)  =  *■ 

4)  Функщи  (1111)  должны  быть  однозначными;  поэтому,  если  при 
определены  ихъ  окажется  многозначность,  то  только  одно  изъ  значешй 
каждой  изъ  этихъ  функщй  (одна  «ветвь»  ея)  будетъ  определять  задан- 
ное движете. 

5)  Функщи  (1111),  пока  онЬ  изображаюгь  действительно  возможное 
движете  тела,  должны  оставаться  действительными  при  всякомъ  дЬй- 
ствительномъ  значенш  I  и  по  крайней  мере  при  тЬгь  дЬйствительныхъ 
значетяхъ  координатъ  х,  у,  г,  который  соответствуют  точкамъ,  при- 
надлежащимъ  двигающемуся  телу. 

6)  Понятно  также,  что  функщи  (1111)  должны  оставаться  конечными 
при  конечныхъ  значен1яхъ  переменныхъ  *,  х,  у,  *,  такъ  какъ  никакая 
точка  тела  не  можетъ  въ  конечный  промежутокъ  времени  удалиться  въ 
безконечность. 

600.  Обратный  уравнеЫя  движен!я.  Представимъ  себе  уравнения  (1111) 
решенными  относительно  х,  у,  г\ 

*  =  ?1  &  V,  С,  О, 
У  =  <Ь  &  Ч»  V   О» 

*  =  Фа  (^  Ч  С   *).  ] 


(1112) 
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Эти  уравнены  отв'Ьчаютъ  на  вопросъ:  которая  точка  гЬла  заниыаеп 
въ  данный  моментъ  I  данное  положеше  (Е,  тг),  С]  въ  пространств*? 

Если  въ  этихъ  уравнешяхъ  задать  $,  ?),  ?  и  изменять  *9  то  оэ 
определяюсь  рядъ  точекъ  (#,  у,  г)  тЬла,  которыя  последовательно  прс- 
ходятъ  черезъ  данную  точку  пространства. 

Понятно,  что  функщи  (1112)  должны  обладать  такими  же  свойствам 
какъ  и  функщи  (1111). 

601.  Примеры  на  составлеше  уравненШ  движемя  измЪняеиаго   т*«. 

ВсЬ  примеры,  напечатанные  крупнымъ  шрифтомъ,  не  являются  толье% 
унражненшми,  а  им^ютъ  въ  дальнМшемъ  и  теоретическое  значение. 

3.  61  в.  Представить  въ  вид*  уравненШ  (1111)  движете  неизагЬня1- 
маго  тЬла.  Отв.:  Этому  виду  соотв-Ьтствуюгь  уравненш  (50): 

Е  =  &0  -ь  хсоз  ^  н-  у  соз  а2  -+-  х  соз  <х3, 

7]  =  7|0  -Ь  X  С08  р!  -I-  у  С08  Р2  -4-  2  008  Р3> 

ц  =  ^  -+-  хсо81х  ч-  у  С08я11-^-  г  соз  ?3. 

Зд'Ьсь  I  содержится  въ  элементахъ  50,  тг)0,  Со,  «1?  .  .  . .  Тз>  которые  пред- 
полагаются известными  функщями  времени. 

3.  617.  Призма  укрЬплена  неподвижно  однимъ  изъ  своихъ  допуреч- 
ныхъ  сЬченШ  и  подвергается  растяженш  вдоль  своей  оси,  причемъ  ве* 
ея  точки  перемещаются  по  направленш  растягивающей  силы  пропоршо- 
нально  ихъ  разстояшямъ  отъ  неподвижнаго  поперечнаго  сЬчешя.  Соста- 
вить уравнешя  движешя.  предпологая,  что  не  происходить  поперечнаго 
сжатая  призмы.  Отв.:  Полагая,  что  об*  системы  координаты  хщ  //.  г  и 
6,  %  С,  относятся  къ  однимъ  и  тЬмъ  же  координатнымъ  прямоугольным* 
осямъ,  и  совм'Ьстивъ  плоскость  (ух)  съ  неподвижною  плоскостью  призкы. 
находимъ:  1  =  х_+_Ех 

У1  =  у,  (11131 

С  =  *, 

гд*  Е  некоторая  функщя  времени,  зависящая  отъ  закона  растяжеш. 
Коэффищентъ  Е  называется  коэффшцентомъ  растяженгя  или  ко- 
эффицдентомъ  удлпннен1я  призмы  для  ея  лерем-Ьщешя  въ  проме- 
жутокъ  времени  отъ  начальнаго  момента  до  момента  /. 

3.  618.  Выразить  движете  предыдущей  призмы,  если  она  периодически, 
по  закону  синуса,  вытягивается  и  сокращается,  и  при  этомъ  равномерно  пе- 
редвигается вдоль  своей  оси.  Отв.: 

$  =  аЬ  н-  [1  -ъ  Ь  вгп  (с1)\  х, 

«:  =  *. 

Изслъдовать  случаи  въ  зависимости  отъ  значенШ  параметровъ  а,  Ь  и  е. 

3.  619.  Составить  уравнешя  движешя  тЬла,  которое  получаете»  удлин- 
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нешя  по  тремъ  координатнымъ  осямъ  одновременно.  Отв.:    Согласно  съ 
задачею  617: 

(1114) 


*    — 

X  -ь 

Егх, 

4= 

.У-Ь 

Е,у, 

V» 

я  -+- 

Егг. 

3.  620.  Составить  уравнен!я  предыдущего  движешя,  предполагая,  что 
удлинивши  происходить  опять  по  тремъ  взаимно- перпендикулярны мъ  напра- 
влетямъ,  но  не  совпадающимъ  съ  координатными.  Отв.:  Для  ръшетя  нужно 
применить  формулы  (1114)  по  отношение  къ  вспомогательнымъ  координат- 
нымъ осямъ,  параллельнымъ  заданнымъ  уддиннетямъ,  и,  сдвлавъ  преобразо- 
ван 1в  координата,  выразить  (;,  т),  С  черезъ  х,  у,  в. 

3.  621 .  Показать,  что  если  въ  задачъ  620  постоянно  А1,  —  Е2  —  Е%,  то  раз- 
стояшя  между  всьми  точками  изменяются  пропорпДональнымъ  обрааомъ,  т.  е. 
т&ло  становится  подобно-измъняемымъ. 

3.  622.  Написать  уравнешя  движен1я  гЬла,  которое  совершаетъ 
сдвигъ  параллельно  координатной  плоскости  и  притомъ  параллельно 
одной  изъ  координатныхъ  осей.  РЬшеюе:  Сдвигомъ  называется 
такое  движеше  измйняемаго  т*ла,  при  которомъ  всЬ  точки 
им'Ьютъ  параллельный  между  собою  перем,Ьщен1я,  иропорцго- 
нальныя  разстояюямъ  ихъ  отъ  некоторой  плоскости,  называе- 
мой плоскостью  сдвига.  При  этомъ 
предполагается,  что  точки,  лежапця  по 
разныя  стороны  отъ  этой  плоскости,  пе- 
ремещаются въ  противуположныя  сто- 
роны. Взявъ  плоскость  (ху)  въ  плоско- 
сти сдвига  (фиг.  246),  а  ось  (у)  по  на- 
правленно сдвига,  имЬемъ: 


х, 


(1115) 


Фиг.  246. 


7)  =  у  -+-  22Гг, 

?  =  г. 

22Г,отношешевелнчиныперем'Ьщен1яточ- 
ки  къ  ея  разстояшю  отъ  плоскости  сдвига, 
называется  коэффиц1ентомъ  сдвига. 

3.  623.  Написать  уравнешя  движения  призмы,  которая  скручивается 
около  прямой,  параллельной  ея  ребрамъ  (ось  кручетя),  причемъ  одно  изъ 
поперечныхъ  съчетй  призмы  остается  иеподвижнымъ.  Ръш.:  Кручетемъ  на- 
зывается такое  движете  тъла,  при  которомъ  всъ  точки  его  поворачиваются 
около  общей  прямой,  причемъ  углы  ихъ  поворота  пропорциональны  разстоя- 
тямъ  точекъ  отъ  некоторой  неподвияшой  плоскости,  перпендикулярной  къ 
оси  кручешя.  Ось  (г)  возьмемъ  по  оси  кручевхя;  тогда 

*  =  ХС08  (кг)  —  у  8%П  (А*), 

7)  =  х  8%п  (кг)  -+-  у  сов  (кг), 
С  =  *. 
Здъсь  к  можетъ  быть  какою-нибудь  фупкщею  времен  п. 

П.  Соиоаъ.— Осиовыия  теорет.  мсхапнкв.  39 
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3.  624.  Составить  уравнешя  сдвига  и  уравнешя  вручения  въ  предпол  - 
жевш,  что  плосвость  сдвига  или  ось  кручешя  какъ  нибудь  расположены  о: 
носительно  воординатныхъ  осей.  Указангя  для  ръшен1я  даны  въ  задач*  &?.' 

3.  62Б.  Показать,  что  поступательное  перемъщеше  тъла  можетъ  быть  за- 
менено двумя  последовательными  удлинившими  по  одному  и  тому  же  н* 
правлетю  или  также  двумя  последовательными  объемными  расширение 
(положительнымъ  и  отрицательнымъ)  около  двухъ  различныхъ  центровъ. 

3.  626.  Показать,  что  поворотъ  плоской  фигуры  на  данный  уголъ  можеп 
быть  произведенъ  помощью  сдвиговъ  и  удлинивши. 

602.  Основной  прюмъ  для  изучешя  движен!я  измЪняеиаго  тЪла.  Чтобк 

воспользоваться  уравнениями  движетя  для  нагляднаго  представлен1я  об- 
щаго  характера  движетя,  весьма  удобно  бываетъ  во  многихъ  случаях* 
прибегать  къ  следующему  пр1ему.  Выд'Ьлимъ  въ  начальномъ  положена 
гЬла  всЬ  точки,  принадлежащая  какой-нибудь  данной  поверхности: 

Р  (яг,  у%  *)  =  0.  (111ь 

Съ  течетемъ  времени  эта  поверхность  из&гЬняетъ  свое  положеше  и  сво* 
форму,  а  последовательный  рядъ  положенШ  этой  поверхности  ножегь 
дать  намъ  суждете,  по  крайней  мир*  до  некоторой  степени,  о  характер) 
движетя  гЬла. 

Если  этого  недостаточно,  то  можно  задать  цЪлую  систему  поверхно- 
стей въ  начальномъ  положеши  гЬла  и  следить  за  гЬмъ,  какъ  изме- 
няются эти  поверхности  при  движенш  гЬла.  Тоже  самое  можно  сделать 
и  по  отношешю  къ  какимъ-либо  заданнымъ  лин1ямъ,  разсматривая  каж- 
дую изъ  нихъ  какъ  пересечете  двухъ  поверхностей. 

Чтобы  составить  уравнете  поверхности,  на  которой  въ  моментъ  - 
расположены  точки,  бывш1я  въ  начальный  моментъ  на  поверхности 
(1116),  воспользуемся  уравнетями  (1112).  Самый  смыслъ  этихъ  уравне- 
нШ  показываетъ,  что  если  данныя  ими  выражешя  для  х,  у,  г  подста- 
вить въ  уравнешя  (1116),  то  это  последнее 

определить  для  момента  (  геометрическое  мйсто  гЬхъ  точекъ,  которыя 
въ  начальный  моментъ  лежали  на  поверхности  (1116). 

3.  627.  Определить,  въ  нашя  поверхности  превращается  плоскость  пли 
эллипсоидъ  въ  движешяхъ,  указанныхъ  въ  задачахъ  616,  617,  619  и  622.  Отв.: 
Плоскость  остается  плоскостью,  эллппсоидъ  остается  эллипсоидо&гь. 

Однородно-изменяемое  тЬло. 

603.  Его  уравнешя  движетя.  Движете  однородно-извгЬняемаго  т*ла 
определяется  уравнетями,  въ  которыхъ  Декартовы  координаты  его  то- 
чекъ выражаются  линейными   функциями  таковыхъ  же  начальныхъ  ко- 
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?  =  А^х  ■+-  Вху  -+-  С^г  -+-  !>!, 

■»1  =  Л3г  -+-  Вау  -»-  С^г  -+-  2)2, 

(1117) 

^  =  Ахг  -+-  Вгу  -+-  Сгг  -н  !>,; 

иричемъ  Ах,  Б,,  ...  Бг  предполагается  какими-либо  функщями  времени, 
удовлетворяющими  такимъ  условхямъ,  которыя  соотв*тствуютъ  общимъ, 
указаннымъ  въ  §  599  требовашямъ. 

Движешя,  указанныя  въ  задачахъ  617,  618;  619,  620,  621  и  622 
суть  частные  виды  движешя  однородно-изм'Ьняемаго  т*ла.  Неизменяемое 
тЬло  тоже  можно  разсматривать  какъ  частный  видъ  тЬла  однородно-изм*Ь- 
няемаго,  потому-что  (задача  616)  и  для  него  координаты  его  точекъ  пред- 
ставляются линейными  функщями  начальныхъ  координатъ. 

604.  Основиыя  свойства  движен!я  однородно-изм'Ьняемаго  т*ла.  Это  гЬло 
играетъ  важную  роль  въ  механик*  всякаго  сплошного  изм'Ьняемаго  тЬла; 
поэтому  сл'Ьдуетъ  подробнее  разсмотр^ть  его  свойства.  Два  основныя 
свойства  его  заключаются  въ  сл'Ьдующемъ: 

1)  Вс*Ь  точки  однородно-изм'Ьняемаго  т-Ьла,  принадлежанця 
въ  какомъ-нибудь  его  положены  одной  и  той  же  плоскости,  и 
при  всякомъ  другомъ  положен1и  тЪла  расположены  въ  одной  и 
той  же  плоскости.  Говоря  короче,  плоскость  остается  плоскостью. 

2)  Всяк1я  параллельный  плоскости  остаются  параллельными 
при  всякомъ  положены  тЪла. 

Пусть  будетъ 

Ьх-+-Му  -нК>ч-  Р  =  0  (1118) 

уравнеше  какой-нибудь  плоскости,  проведенной  въначальномъ  положены 
гЬла.  Поступая  по  способу,  указанному  въ  §  602,  р'Ьшимъ  уравнен1я  (1 117; 
относительно  начальныхъ  координатъ.  Р4шен1я  будутъ  опять  линейнаго 
вида: 

у  =  Е2>  ч-  Ъ\т\  -ь  &&  -ь  Я2,  !  (1119) 

*  =  Ег1  -\-  *;ч  -+-  а&  -»-  Я3;  I 

причемъ  коэффициенты  Е„  Рх,  ...  Нг  выражаются  изв'Ьстнымъ  образомъ 
черезъ  коэффищенты  уравненШ  (1117)  и  поэтому  представляюгь  собою 
нЬкоторыя  функцш  времени.  Подставляя  выражешя  (1119)  въ  уравнеше 
(1118),  находимъ: 

(^Е^-+-МЕ2-^^NЕг)  \  -ь  (ЬР.-л-МЕ^  ЯЕг)  т)  -+-  (^ч-Ж^ч-М?,) ?-н 

ч-(Ш1  +  МН,  +  КН,  +  Р)  =  0,  (1120) 

опять  уравнеше  плоскости.  Этимъ  и  доказано  первое  основное  свойство 
однородно-изм'Ьняемаго   гЬла.   Второе   свойство  доказывается  гЬмъ,  что 

39* 
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если  мы  зададимъ  плоскость 

Ьх  -л-  Му  -л-  N2  -+-  Р'  =  О, 

параллельную  первой,  и  сдЪлаемъ  опять  вышеуказанное  преобразоваше, 
то  получимъ  уравнеше,  которое  будетъ  отъ  уравнешя  (1120)  отличаться 
только  значешемъ  посл'Ьдняго  члена. 

605.  ДалыгЬйиня  свойства  однородно-изиЪняемаго  тЪла.  Изъ  доказан- 
наго  вытекаютъ  слЬдствЬ],  полезный  для  дальнейшая): 

1)  Параллелепипедъ  остается  параллелепипедомъ. 

2)  Параллельный  прямыя  остаются  параллельными. 

3)  Равные  и  параллельные  отрЬзки  остаются  равными  и  параллель- 
ными. Это  сл'Ьдуетъ  изъ  того,  что  таие  отрезки  можно  принять  за  сто- 
роны параллелограмма,  а  посл^дшй,  на  основанш  свойства  1-го  остается 
параллелограммомъ. 

4)  Свойство  3-е  относится  и  къ  равнымъ  отрЬзкамъ  той  же  самой 
прямой,  потому-что  эти  отр'Ьзки  можно  сравнивать  съ  равнымъ  имъ  отрЪз- 
комъ  какой-либо  имъ  параллельной  прямой.  Изъ  посл'Ьдняго  свойства  за- 
ключаема что  точка,  делящая  какой-либо  отр'Ьзокъ  пополамъ. 
во  все  время  движен1я  делить  его  пополамъ. 

5)  Изъ  предыдущаго  вытекаетъ  следующее  замечательное  свойство 
однородно-изм'Ьняемаго  тела,  которымъ  объясняется  и  его  назвате:  Если 
гЬло  было  въ  какомъ-нибудь  положена  однороднымъ  по  своей 
плотности,  то  оно  во  всякомъ  положена  остается  однород- 
нымъ. Чтобы  это  видЬть,  выд-Ьлимъ  въ  однородно- изм'Ьняемомъ  гЬл-Ь  па- 
раллелепипедъ произвольныхъ  размеровъ  и  разд'Ьлимъ  его  плоскостями, 
параллельными  гранямъ,  на  п*  равныхъ  параллелепипедовъ.  Согласно  пред- 
шествующему, длины  ихъ  параллельныхъ  реберъ,  а  также  и  углы  между 
сходственными  ребрами,  а  поэтому  и  объемы  ихъ,  во  все  время  движе- 
ния  остаются   равными.  Вследств1е   этого,  если   гЬло  было  однороднымъ, 

поел*  перемЬщешя  масса,  а  следовательно  и 
плотность  у  всЬхъ  параллелепипедовъ  остает- 
ся одинаковою.  Но,  увеличивая  п  до  безконеч- 

НОСТИ,  МЫ  ПрИХОДИМЪ  ОТЪ  П0НЯТ1Я  о  плотности 

параллелепипедовъ  къ  поняйю  о  плотности 
въ  каждой  отд'Ьльной  точке  гЬла,  какъ  пределе 
отношешя  массы  къ  объему,  и  видимъ,  что  плот- 
ность во  всЬхъ  точкахъ  гЬла  остается  одина- 
ковою, хотя  и  можетъ  при  этомъ  изменяться. 
6)  Коэффищенты  удлинешя  (задача  017) 
ф      0._  при  всякомъ  данномъ  перемещенш  гЬла  у  па- 

раллельныхъ отрЬзковъ  равны.  Это  тоже  выте- 
каетъ изъ  свойства  4-го.  Возьмемъ  два  параллельныхъ  отрезка  неравной 
длины,  /,  и  12  (фиг.  247),  я  предположимъ  сначала,  что  у  нихъ  есть  общая 


/, 
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м'Ьра  5.  Разд4ливъ  этотъ  отрйзокъ  на  мА  =  1х/8  и  п2  =  12/з  равныхъ  частей, 
получимъ  на  каждомъ  изъ  нихъ  рядъ  равныхъ  отр-Ьзковъ,  которые  во  вся- 
кою* другомъ  положенш  гЬла,  изменившись  по  величин*  и  понаправле- 
шю,  остаются  равными  на  основанш  свойства  4-го.  Если  /,,  12  и  в  при- 
няли значешя  12\  12   и  5',  то  для  коэффищентовъ  удлинешя  находимъ: 

т.  е.  эти  коэффищенты  равны.  Обыкновеннымъ  пр1емомъ  перехода  отъ 
соизм'Ьримыхъ  отр*зковъ  къ  несоизм'Ьримымъ  можно  было  бы  показать, 
что  это  заключеше  справедливо  во  всЬхъ  случаяхъ. 

$.  628.  Доказать  последнее  изъ  указанныхъ  здъсь  свойствъ  аналитическимъ 
путемъ.  Ръш.:  Пусть  одинъ  изъ  параллельныхъ  отрвзковъ  лежитъ  на  прямой 

у  —  кх  -+■  т,    г  =  пх  -4-  р,  (1121) 

и  пусть  будутъ  ж„  у17  ^  и  ага,  у2>  г2  координаты  его  концовъ.  Пользуясь  урав- 
нетями  (1121),  можно  его  длину  до  деформацш  выразить  такъ: 

I  =  (хх  —  х2)  \  1  -н  Жу  -ь  I»8. 
Лослъ  деформацш  его  длина 


но  по  уравнешямъ  (1117)  и  (1121): 

?1  —  ё*  =  Ах  (а?!-^)  -н  ^!  (>,— у2)  -4-  С,  (*!— *2)  =  (хх— х2)  (Ах  -4-  Л©!  -ь  тСг), 

Ъ  —  ^2"—  А  (л?! — гг2)  -4-  В2  (У!-у2)  -*-  С2  (.?!— г2)  =  (а?!— а?а)  (Л2  ч-  кВ2  -ь  »»02), 

-  ;2  -  Л8  (л-1— *1)  -*-  -Вэ  (2/1— .Уз)  +  #в  (^1-^)  =  (*1-*а)  (Л  "Ь  *Д8  -♦-  я*С8); 

поэтому 


Г  =  (»!—  ж2)  ]/  (Л,  -ь  кВ±  ■+-  тС^-*-  (Л2  -4-  кВ2  -4-  шС2)а  -4-  (43  ■+■  Ь*ш  +  ™СзК 
и  следовательно  коэффищентъ  удлинешя 

в  =  -' 

не  зависитъ  отъ  координатъ  концовъ  отръзка,  а  зависитъ  только  отъ  его   на- 
правлешя. 

3  629.  Движете  твердаго  тъла  определяется,  какъ  извъстно,  движетемъ 
трехъ  его  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной  прямой.  Показать,  что  движенге 
однородно-измъняемаго  тйла  определяется  двпженхемъ  четырехъ 
его  точекъ,  не  лея*ащихъ  въ  одной  плоскости.  Ръш.:  Пусть  будутъ 
?•»  ^и  -^  координаты  одной  изъ  четырехъ  такихъ  точекъ,  заданныхъ  какъ 
функцш  времени.  Выражая  услов1е,  что  эта  и  другая  три  точки  принадлежать 
однородно-изменяемому  тълу,  получаемъ  ]2  уравненШ  следующего  вида: 

?.  =  А&г  -*-  Я.У.  -+-  Охг,  -4-  1)и 

7),  =  А2х{  -4-  В2у(  -+-  С2г4  -4-  2)а, 

С,  =  А&  -4-  Вы  -+-  Сгг{  -4-  Ь* 

нзъ  которыхъ  и  можно  определить  однозначнымъ  образомъ  12  коэффищентовъ 
Ах,  В„  ...  Вь  въ  функцш  заданныхъ  координатъ   и  ихъ  начальныхъ  значешй, 
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тоже  предполагаеиыхъ  известными.  Р-Ьшеше  будетъ  определенное  и  конечное* 
если  определитель 

!  Ъ  Ух  *1  1 
хч  у3  *а  1 

*з  Уз  *з  * 
1  *4  У  а  **  1 

не  равенъ  нулю,    что    и   служить  признакомъ,  что  четыре  заданныхъ  точки 
не  лежать  въ  одной  плоскости  (см.  аналит.  геом.). 

Замътимъ  еще,  что  координаты  трехъ  точекъ  твердаго  тЬла  не  могутъ  быть 
заданы  вполне  произвольными  функщями  времени,  такъ  какъ  связаны  усло- 
В1ями  постоянства  разстоянШ  между  ними;  координаты  же  четырехъ  точекъ 
однородно-пзменяемаго  тела  могутъ  быть  задаваемы  произвольно. 

3.  630.  Написать  уравнешя  движешя  плоской  однородно-изменяе- 
мой фигуры  въ  плоскости  (ху)  и  показать,  что  ея  движен1е  можетъ  быть 
определяемо  движен1емъ  трехъ  ея  точекъ,  не  лежащихъ  на  одной 
прямой. 

3.  631.  Зная  движеше  трехъ  точекъ  Ми  3/2,  Мг  плоскаго  однородно-изме- 
няемаго  тъла  и  начальное  положеше  Мъ  ко  кой -нибудь  четвертой  его  точки  21/, 
построить  положеше  этой  последней  точки  въ  какомъ-нибудь    другомъ  поло- 
женш  тела.  Реш.:  Построимъ  параллелограммъ  М10М^М0М\0  (фиг.  248)  и  вос- 
пользуемся теми  свойствами,  что  во 
время     движешя     параллелограммъ 
остается  параллелограммомъ,  а  отно- 
шешя  МъМЛМъ'Мъ  и  Л^М.'/Л^'З/, 
остаются  постоянными. 

3.  632.  Сделать  то  же  самое  для 
пятой  точки  однородно-изменяемаго 
тела  трехъ  измерешй,  предполагая 
движеше  четырехъ  его  точекъ  изве- 
сти ымъ.  Решен1е  аналогично  пре- 
дыдущему; только  вместо  параллело- 
грамма делается  построеше  паралле- 
лепипеда. 

3.  633.  Построить  шарнирное  со- 
членеше,  определяющее    по    произ- 
вольно  заданному   движенш   трехъ 
точекъ  плоской  однородно-изменяе- 
мой  системы    движеше    четвертой    точки.   Реш.:   Построимъ  прежде   всего 

такой  частный  видь  сочленен1я,  въ  кото- 
ромъ  четвертая  точка  ЛГ,  съ  тремя  осно- 
вными точками  М1У  ЛГ2,  ДГ,  образуетъ  па- 
ре ллелограммъ  при  всякомъ  положенш  си- 
стемы. Для  этого  внутри  некотораго  па- 
раллелограмма МХМ^МХЖ^  (фиг.  249)  возь- 
_  мемъ   произвольную   точку  -4,  проведемъ 

^  **••  черезъ  нее  прямыя  ВС  ж  ВЕ^  параллель- 

Фиг.  249.  ныя  его  сторонамъ,  и  заметимъ  точки  ихъ 

пересечешя  съ  последними;  если  все  9  то- 
чекъ  соединить   стержнями   и    въ    этихъ   точкахъ   устроить    шарниры,   какъ 
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показано  на  фигурй  260,  то  получится  сочленение,  въ  которонъ  при  вся- 
кой его  деформацш  точки  Мх,  М^  М9,  М  образуютъ  паралделограмиъ.  Чтобы 
отъ   этого   часта аго   случая  перейти  къ  общему,  нужно  только  механически 


Фиг.  260. 

осуществить  построете,  указанное  въ  задач*  631.  Это  можно  сделать  при  по- 
мощи добавлен!я  къ  предыдущей  систем*  двухъ  пантограф  о  въ  РМ1КОМ^  и 
ЛХНМЪ1^  какъ  показано  на  фигур*  261. 

60в.  Значеже  однородно-изгЬняеиаго  т*ла  въ  механик*  накого-либо 
изгЬняемаго  гЬла.  Это  значете  очень  важно  и  состоять  въ  томъ,  что 
ВСЯК1Й  безконечно-малый  элементъ  какого-либо  измЬняемаго 
т-Ьла  можетъ  быть  разсматриваемъ  какъ  т1>ло  однородно-изм'Ь- 
н  я  е  м  о  е.  Пусть  движете  какого-либо  гЬла  определяется  уравнетями  (1111). 
Возьмемъ  въ  его  начальномъ  положеши  какую-нибудь  точку  М0  (#0,  */0,  #0) 
и  другую  точку  М  (х,  у,  г\  къ  ней  безконечно  близкую.  Эти  точки  по 
прошествш  нйкотораго  времени  займутъ  положения  М0'  ($0,  тг)0,  ^)  и 
31'  (Е,  1Г),  ^);  и  если  гЬло  сплошное  и  непрерывно-изменяемое,  то  раз- 
стояте  М0'  М'  будетъ  тоже  безконечно- малое.  По  непрерывности  функ- 
щй  (1111),  можно  приложить  къ  нимъ  формулу  Тейлора  и,  разсматривая 
разности  х  —  х0,  у — г/0,  г —  я0  какъ  приращешя  координатъ  хф  у0,  ^0, 
написать: 


о)" 


(1122) 


ЗдЬсь 


^0    —   /1  (Л    &0'    ^0*    ^0'   —   МО» 


(1123) 


^0  '2  (*>    ^0'    Уо»    гй)  '20? 

^0  ==  /»   \*">    Х0>    Уо»    2о)   ==  '30' 

а  также  и  въ  частныхъ  производныхъ  предполагаются  стоящими  коорди- 
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наты  #0,  у0,  г0  точки  М0\  а,  р,  у  суть  дополнительные  члены  разложенШ, 
т.  е.  безконечно-малыя  высшаго  порядка  въ  сравнены  съ  х — х0,  у — у9 
г—  г0.  Будемъ  считать  координаты  х0,  у0,  20  постоянными,  т.  е.  функцш 
(1123)  и  ихъ  частныя  производныя  рассматривать  только  какъ  функцш 
отъ  I,  и  около  точки  М0  брать  различный  къ  ней  безконечно-блиэия 
точки  М  (#,  у,  я).  Тогда,  пренебрегая  безкойечно-малыми  высшихъ  по- 
рядковъ,  можно  уравнешя  (1122)  представить  въ  вид*  уравненШ  (1117), 
принимая  тамъ: 

М*1  М*).-  Н^ 
М*1  *-(*).•  *-(*).• 
*-М2)л-(*).»-(*)л 
*-Ч*Ь-(*).*-(*)л 


о 


Отсюда  мы  заключаемъ,  что  всЬ  свойства  однородно-изм4няемаго 
гЬла,  перечисленный  въ  §§  604  и  605,  распространяются  и  на  всякШ 
безконечно-малый  элементъ  какого  угодно  изм'Ьняемаго  гЬла,  а  въ  част- 
ности и  жидкости. 

Дефорнащя  однородно-измйняемаго  т&да. 

607.  Деформация  шара.  Линейная  форма  уравнешй  (1117)  и  (1119) 
показываетъ,  что  всякая  алгебраическая  поверхность  порядка  п,  соста- 
вленная изъ  точекъ  однородно- изм'Ьняемаго  гЬла.  деформируется  во  время 
движешя  такъ,  лто  остается  поверхностью  того  же  порядка.  Въ  част- 
ности, шаровая  поверхность  превращается  въ  некоторую  поверх- 
ность второго  порядка.  Можно  съ  самаго  начала  вид-Ьть,  что  эта  поверх- 
ность будетъ  непременно  эллипсоидомъ.  А  именно,  если  бы  шаръ  об- 
ратился въ  какую-либо  незамкнутую  поверхность  второго  порядка,  то  это 
указывало  бы,  что  известный  точки  шара  ушли  въ  безконечность,  т.  е. 
получили  безконечно-болышя  перем-Ьщетя,  чего  не  можегь  быть,  если 
всЬ  коэффициенты  А19  В^  . . .  Вг  при  конечныхъ  значетяхъ  I  остаются, 
какъ  мы  предполагаема   конечными.   Чтобы   составить   уравнеше  эллнп- 
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осида,  въ  который  обращается  шаръ 

х2  -+-у*  ч-  г*  =  г\  (1124) 

нодставимъ  въ  уравнеше  посл*дняго  выражешя  (11 19);  это  даетъ  у равне- 
ше  поверхности: 

(Е*  ч-  Е2*  ч-  Д>)  V  -+-  (*\2  ч-  IV  ч~  IV)  т  ч-  (0Х»  ч-  6'23  ч-  &3а)  ^2 


2  (2^1 

-над 

-*-  ВД)  ^ 

+  2  (ЗД 

■+■  62.Е2 

-4-  Сз-^з)  «  -*" 

2  (ВД 

-над. 

-+■  ВД)  Ь) 

-»-  2  (-Е^ 

■+•  Я3Я2 

-+-  ВД)  5  -*- 

2  (ВД 

-н^аЯа 

И"  ВД)    1) 

м-  2  (6.Я, 

-+-  (т2Я2 

-+-  #,Я3)  ь  -+- 

ч- 

Я,г  -+-  Я,' 

■*-Н*-1» 

=  0. 

(1125) 

Даваемые  въ  аналитической  геометрш  признаки  для  различения  поверх- 
ностей второго  порядка  (дискриминаты)  подтвердили  бы,  что  поверхность 
(1125)  действительно  определяете  аллипсоидъ. 

Зам*тимъ  еще,  что  всякШ  эллипсоидъ  при  деформацш  остается  эллип- 
соидомъ  и  всякШ  эллипсъ  остается  эдлипсомъ.  Последнее  сл-Ьдуетъ  изъ 
того,  что  эллипсъ  можно  разсматривать  какъ  пересечете  эллипсоида  съ 
плоскостью;  но  плоскость  остается  плоскостью. 

608.  Оси  деформацш.  Оси  того  эллипсоида,  въ  который  превращается 
шаръ,  называются  осями  деформащи.    Эти   оси  были  до  деформацш 
д1аметрами  шара;   это  видно   изъ  того,   что   въ   однородно- изм*няемомъ 
тЬл'Ь  прямая  остается  прямою,  а  средина  прямолинейнаго  отрезка  остается 
срединою,  такъ  что  центръ  шара  переходить  въ  центръ  эллипсоида.  Важно 
заметить   еще,    что  осями   эллипсоида   являются  так1е  д1аметры 
шара,  которые  и  до  деформации  были  взаимно  перпендикулярны. 
Чтобы  это  показать,  нужно  принять  во  внимаше,   что  сопряженные  д1а- 
метры  какого-либо  принадлежащего  т4лу  эллипса  остаются  при  деформа- 
щи сопряженными  дгаметрами   новаго  эллипса,   въ  который   обращается 
первоначальный.   А   именно,   хорды   эллипса,   параллельный   одному  изъ 
сопряженныхъ  дааметровъ,  делятся  другимъ  дгаметромъ  пополамъ;  но  по 
основнымъ  свойствамъ  однородно-изм'Ьняемаго  гЬла   параллельныя  хорды 
остаются  параллельными,  а  средины  ихъ  остаются  срединами.   Въ  круг* 
вс*  сопряженные  дьаметры  взаимно  перпендикулярны;   а  поэтому,  когда 
кругъ  превращается   въ   эллипсъ,   то   парами  сопряженныхъ  д1аметровъ 
являются  тате  дааметры,   которые  до  деформащи  были  взаимно  перпен- 
дикулярны.  Въ  частности   это  относится  и  къ  осямъ  эллипса.   Прилагая 
эти  разсуждетя  къ  тремъ  главнымъ  сЬчешямъ  эллипсоида,  мы  и  прихо- 
димъ  къ  заключенш,  что  его  оси  (оси  деформащи)  были  и  до  деформа- 
щи взаимно  перпендикулярны. 

Такъ  какъ  въ  однородно-изм*няемомъ  т*л*  вс*   прямолинейные   от- 
резки, параллельные  и   равные,   остаются  таковыми,    какъ  бы   они   ни 
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были  въ  гЬл-Ь  расположены,  то  можно  все  сказанное  о  шар*  (1124), 
нм'Ьющемъ  центръ  въ  начал*  координатъ,  применить  къ  шару  съ  произ- 
вольными центромъ  и  радаусомъ.  Следовательно  у  всЬхъ  шаровъ  Д1а- 
метры,  обращаюпцеся  въ  главныя  оси  эллипсоидовъ  и  сами  оси  эллип- 
соидовъ  соответственно  параллельны,  а  коэффициенты  удлиннетя  соот- 
в-Ьтственныхъ  д1аметровъ  равны.  Такимъ  образомъ,  въ  однородно-изм-Ь- 
няемомъ  гЬл'Ь  играетъ  роль  не  абсолютное  положеюе  осей  де- 
формации, а  только  ихъ  направлен1е. 

Удлиннетя,  которыя  получаютъ  прямыя,  служапця  осями  деформащи* 
называются  главными  удлиннен1ями. 

Согласно  §  606,  все  сказанное  зд'Ьсь  относится  и  ко  всякому  безко- 
нечно-малому  элементу  какого  угодно  изм-Ьняемаго  гЬла.  Но  у  различ- 
ныхъ  его  элементовъ  направлешя  осей  деформащи  и  коэффищенты  глав- 
ныхъ  удлинетй  будугь  уже,  вообще  говоря,  различны. 

609.  Оси  деформащи  при  сдвиге.  Сдвигъ  (задача  622)  есть  такая  де- 
формация однородно-изм4няемаго  гЬла,  при  которой  происходятъ  и  удлин- 
ивши и  вращеше  осей  деформащи.  Чтобы  это  показать  и  отыскать  на- 
правлешя осей  деформащи  и  коэффищенты  соотв'Ьтствующихъ  имъ  удлинне- 


Фпг.  252. 

шй,  выд'Ьлимъ  въ  гЬл*  такую  призму,  ребра  которой  параллельны  плоскости 
сдвига  и  перпендикулярны  къ  направленно  сдвига  и  которая  им-Ьетъ  въ 
поперечномъ  сЬченш  форму  ромба,  построеннаго  сл'Ьдуюйщмъ  образомъ: 
одна  сторона  его,  АВ  (фиг.  252),  лежитъ  въ  плоскости  сдвига,  а  дв4 
смежныя  съ  нею  стороны  выбраны  такъ,  что  онЬ  и  до  и  поел*  сдвига 
одинаково  наклонены  къ   плоскости   сдвига.    Такой   ромбъ,   АСВВ,   во 
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время  сдвига  перестаетъ  быть  ромбомъ,  но  по  окончанш  сдвига  снова 
обращается  въ  ромбъ,  АСТУВ.  А  такъ  какъ  д1агонали  въ  ромб*  вза- 
имно перпендикулярны,  то  он4,  согласно  указанному  въ  §  607,  и  пред- 
ставляютъ  собою  дв4  главныхъ  оси  деформащи.  Третья  ось  къ  нимъ 
перпендикулярна;  по  этой  оси  очевидно  удлиннешя  не  происходить. 
Итакъ  для  даннаго  случая  козффищенты  удлиннен^я  по  главнымъ  осямъ 
схЬдуюпие: 


-.      ВС— ВС  /        ВС'\ 

Е"  =  0 


('-Я) 


Е„,  _  АВ^—АВ  _АВ'         _  ВС  Е' 


АВ  АВ  ВС  1-+  Е' 

Изъ  чертежа  видно,  что  при  сдвигЬ  действительно  происходить  вра- 
щеше  осей  деформацш;  уголъ  этого  вращешя:  ф  =  -*$.  (ВАВ').  Выразнмъ 
этотъ  уголъ  через!»  коэффищентъ  сдвига.  Означая  этотъ  коэффищентъ 
черезъ  22Г,  можемъ,  согласно  сказанному  въ  задач*  622,  написать: 

2К  =  ^а=  Щ  (С АО); 
пзъ  чертежа  же  видно,  что 

-*  (САС)  =  *  [^  (САВ)  -  Л-  (САВ)] 

=  ^С  (ВАВ)  —  -гс  (В'АВ)  =  /X  {ВАВ)  =  ср. 

Итакъ,  вращен1е  осей  деформацш,  сопровождающее  сдвигъ,  про- 
исходить на  уголъ,  тангенсъ  котораго  равенъ  половин*  ко- 
эффищента  сдвига. 

При  безконечно-малой  деформацш  тангенсъ  въ  этомъ  результат*  мо- 
жетъ  быть  замЬненъ  самимъ  угломъ. 

Если  при  какой-либо  деформащи  однородно-изм*няемаго  гЬла  не  про- 
исходить вращешя  осей  деформацш,  то  она  называется  чистою.  Для 
дальнЬйшаго  важно  заметить,  что  если  бы  мы  хот*ли  помощью  сдвига 
произвести  чистую  деформацш,  то  нужно  было  бы  поел*  сдвига  повер- 
нуть т*ло  назадъ  на  уголъ 

у  =  агс1дК.  (1126) 

ИзмФнеше  объема  и  плотности  измЪняемаго  т*да 
во  время  его  движешя 

610.  Изв*Ьнен1е  объеиа.  Сказанное  въ  §  606  позволяешь,  для  опред*Ь- 
лен1Я  изм4нетя  объема  какого-либо  измйняемаго  гЬла,  воспользоваться 
атЬдующимъ  пр1емомъ:   въ  начальномъ  положенш  гЬла  разбить   его   на 
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элементарные  параллелепипеды,  выразить  изагЬнеше  объема  каждаго  г 
нихъ,  какъ  гЬла  однородно-изменяема™,  и  суммировать  (интегрирова:: 
результаты.  Пусть  будутъ:  М  (х,  у,  г)  одна  иэъ  вершинъ  и  Мх  (-г1?  %  у 
М2  (.га,  у2,  я2),  Мг  (.г3,  1/3,  я3)  концы  трехъ  сходящихся  въ  ней  реС-ер 
параллелепипеда.  Въ  аналитической  геометрш  дается  для  числешг 
значен1я  объема  V  такого  параллелепипеда  следующая  формула: 

Г  =    #2  —  х,    у2—у,    г2^-  г\.  (112"' 

!  я3  —  ж,  Уз  —  у  у  гъ  —  г\ 

Приложимъ  эту  формулу  къ  опред*Ьлен1ю  объема  безконечно-малаго  па- 
раллелепипеда, бывшаго  въ  начальномъ  положевш  т*ла  прямоукш- 
нымъ  и  им'Ьвшаго  своими  сходящимися  ребрами  безкояечно-малые  от- 
резки Дд\  Д*/,  Ьг,  параллельные  координатнымъ  осямъ.  Пусть  до  дефо[- 
мащи  одна  изъ  его  вершинъ  была  Ж0  О,  у,  г),  а  концы  сходящихся  г. 
ней  реберъ  М10  (х  -4-  Д*,  ?/,  г),  М20  (х,  у  -ь  ^у,  г),  Мго  (х,  у,  -г  +  1" 
поел*  перем'Ьщен1я  гЬла  координаты  этихъ  точекъ,  согласно  уравненда 
движешя  (ПИ),  принимаютъ  слЬдуюпця  значешя:  точка  М0  переходил 
въ  положете  Ж  и  получаетъ  координаты  Е,  -ц,  ^  определяемый  юь*- 
средственно  по  уравнешямъ  (1111),  если  туда  подставить  начальны*  ко- 
ординаты этой  точки;  координаты  5П  тг)п  ^1?  точки  Мш  занявшей  пак- 
жеше  Ми  получаются  изъ  гЬхъ  же  уравненШ,  если  туда  подставить  ко- 
ординаты х  -+-  Д.г,  у  и  я,  т.  е. 

«1  =  /1  О  -+- д^  У'  *1  0  =  /I  (*.  У'  *.  0  ■+■  ^  Лл;  -*-  *!' 


ал 

?,  =  /".  (*  ■+-  А*,  У,  *,  0  =  /з  (*,  У,  *,')■+■  ^р  Аля-  Ч. 


•41  =  /»(*-*-  Дл-',  У,  *,  0  =  Л  (*.  У,  *•  О  -ь  ^  Д«  -н  в». 

У, 


гдЬ  в,,  е8,  е„  безконечно-малыя  высшаго  порядка.  Итакъ: 

41        ;  ~~  дх  " 

ц,  -  т)  =  ^»  Д.г  -+-  е„ 

Выражая  подобнымъ  же  образомъ  разности  Еа —  6,  ч»  —  Чр  *'~~: 
и  $,  —  ;,  г18  —  т],  ^8  —  С,  который  соответственно  зависятъ  отъ  ЩФ 
щенШ  Д#  и  Длг,  и  подставляя  всЬ  9  разностей  въ  формулу  (1127),  н 
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емъ  для  измененная)  объема  параллелепипеда  следующее  выражеше: 


ДлДг/Д*ч- а.  (1128) 


ЗдЬсь  а  представляетъ  сумму  членовъ  высшаго  порядка  въ  сравненш 
съ  иервымъ  членомъ;  въ  этомъ  же  посл'Ьднемъ,  по  правиламъ  вычисле- 
н1я  определителей,  вынесены  за  знакъ  определителя  множители,  обпце  у 
элементовъ  каждой  его  отдельной  строки.  Означая  черезъ  В  стоящШ 
здгЬсь  определитель,  черезъ  А  Г  объемъ  параллелепипеда  посл'Ь  перем*- 
щенш  тела,  а  черезъ 

Д7"0  =  ДяДуД.? 

его  первоначальный  объемъ,  находимъ: 

1гт  .  ^  ~  =  В  н-  Ит .  ~  =  Д  (1129) 

гд-Ь  переходъ  къ  пределу   понимается  такимъ  образомъ,   что  точки  М1Ч 
ЛГ2,  М3  стремятся  къ  совпаденш  съ  точкою  Ж. 

Формула  (1129)  позволяетъ  интегрировашемъ  вычислить  измененный 
объемъ  какой-нибудь  конечной  части  тела: 

V  =  /  #<*  *  о  =ГГГй&сйуЛ*>  (1 1 30) 

где  интегрирован1е  распространяется  на  первоначальный  объемъ  этой 
части  тела. 

611.  Изгкнеше  плотности.  Пусть  будетъ  р0  плотность  въ  точке  М  въ 
начальномъ  положенш  тела  и  р0  плотность  въ  той  же  точке  после  пере- 
эгЬщешя.    Тогда,    пренебрегая    безконечно-малыми   высшихъ    порядковъ, 

можно  написать: 

РДГ=р()ДГ0, 

такъ  какъ  каждое  изъ  этихъ  произведенШ  представляетъ  массу  паралле- 
лепипеда, остающуюся  во  время  движешя  неизменною.  Поэтому  въ  каж- 
дой отдельной  точке  тела  произведете 

Р7)  =  р0  (1131) 

остается  постоянными 

3.  634.  Показать  при  помощи  формулы  (1131),  что  однородно-изменяемое 
тъло,  если  оно  было  въ  начальномъ  положенш  однороднымъ  по  плотности т 
остается  однороднымъ  во  все  время  двиэкешя.  Отв.:  Это  видно  изъ  того,  что 
на  основанш  формулъ  (1117)  определитель  В  не  зависитъ  отъ  координатъ. 
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Скорости  въ  движеши  измФняемаго  т*ла. 

612.  Два  вида  формулъ  для  скоростей.  При  изучены  скоростей  к 
изм'Ьняемомъ  тЬд*  представляются  основными  (угЬдуюпце  два  вопроса:  1 
опред'Ьлете  скорости  данной  точки  гЬла  въ  различные  моменты  врем-и: 
и  2)  распредЪлеше  скоростей  въ  пространстве,  занимаемомъ  двигающимся 
т^ломъ  въ  различные  данные  моменты  времени,  т.  е.  опред'Ьлеше  вели- 
чины и  направлешя  скорости  въ  зависимости  отъ  того,  какое  м^сто  к 
данный  моментъ  времени  частица  гЬла  занимаетъ  въ  абсолютномъ  пр- 
странств*. 

На  первый  вопросъ  отв-Ьчаютъ  уравненхя,  которыя  получаются  ни 
уравненШ  (1111)  частнымъ  диффсренцировашемъ  по  I: 


*1=М=ф1<?>  У>  *'  0. 


дГг 


*ч  =  -^  =  **(*»  &  ~>  О, 


(113: 


*С  =  ^-  =  Ф»0>  .V,  *,  0- 

Эти  уравненхя  опредЬляютъ  по  задавнымъ  начальнымъ  координатамъ  точьт 
ея  скорость  въ  фуикщи  времени. 

Чтобы  ответить  на  второй  вопросъ,  подставимъ  въ  уравнешя  (Ш-- 
вместо  х,  у,  г  ихъ  выражешя  по  формуламъ  (1112);  это  дастъ: 

Ь  =  Фа  &  т<'  ^  ^ 

^  =  Фз  (*,  Ч,  ^  0- 

По  этимъ  уравнен1ямъ  можно,  задавъ  въ  пространстве  точку  М  (;,  т,.  ^ 
определить  скорость  той  точки  гЬла,  которая  въ  данный  моментъ  совш- 
даетъ  съ  точкою  М. 

Въ  гидромеханике  принято  въ  последнемъ  случае  обозначать  проекаш 
скоростей  отдельными  буквами: 

(11341 


(1133 


г\  =  г*, 


IV. 


Для  обозначешя  самой  скорости  мы  будемъ  при  этомъ  употреблять  букву  I 

613.  Скорости  въ  движен1и   однородно-изм-княемаго  ткла*  Для  этогх» 
тела,  согласно  съ  формулами  (1132),  мы  находимъ: 

т.»  =  К{х  ч-  Ъху  -+•  Мхе  -+-  2\ГЕ, 

г^  =  К2х  -ь  Хяу  -+-  Ж^  -+-  Ага, 

1?г  =  А'3#  -+-  />з2/  ■+"  М%г  ■+"  -^ 
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где  12  коэффищентовъ  изображаюсь  производныя  по  времени  коэффи- 
щентовъ уравненШ  (1117).  Введя  сюда  координаты  5,  т),  ^  по  формуламъ 
(1119),  получимъ: 


гг=  Р2;  -+-  ф2тг}  -+-  В&  -Н  53, 


(1135) 


выражешя,  линейныя  относительно  координатъ;  12  коэффищентовъ 
выражаются  при  этомъ  опредЪленнымъ  образомъ  черезъ  коэффищенты 
уравненШ  (1117). 

Формулы  Эйлера  (144)  для  скоростей  точекъ  твердаго  гЬла  предста- 
вляются частнымъ  случаемъ  формулъ  (1135). 

614.  Некоторые  вопросы  о  распределена  скоростей.  По  отношешю 
къ  изменяемому  гЬлу  возникаютъ  тайе  же  вопросы  о  распределены  ско- 
ростей, кайе  отчасти  разсматривались  нами  въ  кинематике  твердаго  гЬла. 
Разсмотримъ  главнейппе  изъ  нихъ: 

а)  Въ  каждый  моментъ  существуютъ  мгновенные  центры  скоро- 
стей, т.  е.  татя  точки,  скорости  которыхъ  въ  этотъ  моментъ  равны  нулю. 
Мы  ихъ  найдемъ  изъ  уравнешй  (1133),  считая  тамъ  I  даннымъ  и  при- 
нимая V,,  г-  ,  гг  равными  нулю,  т.  е.  определяя  5,  т),  ц  изъ  уравнешй 

Ф1  (6,  Ч,  С,  0  =  О,     фа(Е,чЛ0  =  О,     Ф,(5,чЛ0  =  О.      (1136)      . 

Вообще  говоря,  число  решешй  будетъ  конечное,  и  следовательпо  въ  каж- 
дый моментъ  времени  существу етъ,  вообще  говоря,  конечное  число 
мгновенныхъ  центровъ.  Можетъ  впрочемъ  случится,  что  уравнешя 
(1136)  дадутъ  решешя  или  мнимыя  или  несовместный,  или  одно  изъ  этихъ 
уравненШ  будетъ  следств1емъ  двухъ  другихъ:  это  укажетъ,  что  или  въ  дан- 
ный моментъ  не  существуетъ  мгновенныхъ  центровъ  или  число  ихъ  без- 
конечно  велико,  такъ  что  они  обра'зуютъ  линш.  Такой  случай  встречается 
какъ-разъ  въ  движенш  твердаго  тела:  при  винтовомъ  движенш  оно  не 
имеетъ  мгновенныхъ  центровъ,  а  при  движенш  около  точки  или  парал- 
лельно плоскости  мгновенные  центры  образуютъ  линш — мгновенную  ось. 
Можетъ  также  случиться,  что  все  три  уравнешя  (1136)  будутъ  тожде- 
ственны; тогда  существуетъ  целая  поверхность  мгновенныхъ  центровъ. 
Такой  случай  встречается,  напримеръ,  въ  движенш  однородно-изменяемаго 
тела,  когда  оно  совершаетъ  простой  сдвигъ  (задача  622  и  §  609). 

Ь)  Точки,  скорости  которыхъ  имеютъ  одинаковую  величину,  образуютъ 
въ  данный  моментъ  поверхность: 

ф/  -+-  фа2  -+-  фз»2  =  пост. 

с)  Точки,  скорости  которыхъ  въ  данный  моментъ  параллельны  данной 

плоскости  т         __         „        ^ 

Ьх  ч-  1/у-+-№  +  Р=  О, 
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образуютъ  поверхность 

Ь^  -+-  М^  -+-  Щ9  —  О. 

(1)  Точки,  скорости  которыхъ  въ  данный  момента  параллельны  дан- 
ному направленно,  определяемому  углами  (а,  р,  у),  образуютъ,  воог-к- 
говоря,  лин1ю  ф|    ^    фз    ^    ф8 

соя  а  """"  со$(3        С057 

Эти  уравнешя  могутъ  однако  же  оказаться  тождественными  между  еобок 
и  тогда  получается  цЬлая  поверхность  такихъ  точекъ.  Этотъ  случай  встре- 
чается между  прочимъ  въ  движенш  однородно-изм4няемаго  гЁда. 

е)  Число  точекъ,  которыя,  находясь  въ  данный  моменгь  времени  е. 
данной  поверхности  р  ^  ^  0  =  0,  (11  ВТ* 

им'Ьютъ  скорость,  нормальную  къ  этой  поверхности,  въ  общемъ  случае  ко- 
нечное, потому-что  координаты  такихъ  точекъ  удовлетворяют^,  кромЬ  урав- 
нетя  (1137),  еще  двумъ  другимъ: 

Ф|     _    Фа    _    Фз 
дР  ~~    дР  ~  бР  ' 
61  дг{  (% 

выражающимъ  пропорциональность  проекщй  скорости  косинусамъ  угловъ 
образуемыхъ  нормалью  къ  поверхности  съ  осями  координатъ.  Ташя  точгс 
называются  фокусами  поверхности  (МаппЬенп). 

Г)  Точки  данной  поверхности,  скорости  которыхъ  въ  данный  момеигь 
къ  ней  касательный,  образуютъ  лишю,  потому-что  ихъ  координаты,  кром4- 
уравнешя  (1137),  удовлетворяю™  еще  уравнент 

дР  ,        дР  ,        дР  , 

Эта  лишя  называется  характеристикою  поверхности. 

Два  посл4днихъ  вопроса,  въ  предположена,  что  поверхность  (11371 
есть  плоскость,  послужили  Шалю  (СЬаз1ез)  и  въ  особенности  Маннгеймт  ' 
основашемъ  для  построения  ц'Ьлой  кинематики  твердаго  гЬла. 

3.  635.  Решить  указанные  въ  этомъ  параграфе  вопросы  въ  приложены 
къ  твердому  тълу  и  въ  предположении,  что  поверхность  (1137)  есть  плоскость. 

3.  636.  Ръшить  тъ  же  вопросы  по  отношение  къ  однородно -измъняе- 
мому  тълу. 

Составь  скоростей  въ  движенш  однородно-иадгЬняемаго 
т4ла  и  формулы  Коши. 

615.  Важньйилй  способъ  рааложешя  скоростей.  Уже  въ  шшемаш; 
твердаго  т1>ла  мы  им'Ьли  случай   вид'Ьть,  что  одно  и  то  же  движение  згс- 


*)  Мапппе1т.  Е1ис1е  виг  1е  (1ёр1асетеп1  <1'ипе  п^ггге  <1е  й>гте  ттапаМе, 
1860  г.,  и  др.  статьи  его. 
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нсетъ  быть  рассматриваемо  составленнымъ  различными  способами  изъ  н-Ь- 
сколькихъ  другихъ  движенШ,  причемъ  скорость  всякой  точки  является 
геометрическою  суммою  скоростей,  зависящихъ  отъ  отд'Ьльныхъ  составляю- 
щихъ  движенШ.  Общимъ  элементомъ  всЬхъ  такихъ  разложенШ  является 
число  параметровъ  (функщй  времени),  одред'Ьляющихъ  скорости  всЬхъ 
точекъ  гЬла,  число,  которое  во  всЬхъ  разложетяхъ  остается  неизм'Ьннымъ. 
Эти  разсуждетя  применимы  и  къ  однородно-изменяемому  телу.  Фор- 
мулы (1135)  показываютъ,  что  у  него  скорости  всЬхъ  точекъ  зависятъ  отъ 
12  коэффищентовъ  (функщй  времени);  а  поэтому  можно  сделать  различ- 
ный разложетя  движетя  и  соотв-Ьтствующихъ  ему  скоростей,  лишь  бы: 
1)  совокупность  всЬхъ  составляющихъ  движенШ  определялась  двенадцатью 
кинематическими  элементами  и  2)  эти  элементы  были  однозначнымъ  обра- 
зомъ  связаны  съ  первоначальными  12  коэффищентами.  Въ  ц4ляхъ  и  гидро- 
механики и  теорш  упругости  особенную  важность  представляетъ  разло- 
жете  движетя  однородно-изм^няемаго  гЬла  на  следуюпця  четыре  сла- 
гаемыхъ  движен1я,  изъ  которыхъ  каждое  определяется  тремя  кинема- 
тическими элементами: 

1)  поступательное  движете, 

2)  вращательное  движете  около  мгновенной  оси, 

3)  удлиннетя  параллельно  тремъ  координатнымъ  осямъ, 

4)  сдвиги  параллельно  тремъ  координатнымъ  осямъ,  причемъ  предпо- 
лагается, что  плоскости  сдвиговъ  совпадаютъ  съ  координатными  и  что  у 
сдвиговъ  отняты  сопровождающая  ихъ  вращетя  (§  609). 

Этимъ  перемещетямъ  соответствуют^  для  каждой  точки  скорости  г0У 
'V  г2>  ь\->  геометрическая  сумма  которыхъ  даетъ  полную  скорость  этой 
точки.  Составивъ  выражетя  для  проекцШ  всЬхъ  этихъ  скоростей  на  ко- 
ординатныхъ  осяхъ  и  сравнивъ  полученные  результаты  съ  общими  фор- 
мулами (1135),  мы  и  получимъ  возможность  выразить  входяице  въ  эти 
формулы  коэффищенты  черезъ  кинематическ1е  элементы  слагаемыхъ  дви- 
женШ. 

616.  Скорости  поступательна™  и  вращательнаго  движежй.  Пусть  точка 
(^оз  У&  *о)>  занимающая  въ  данный  моментъ  времени  положете  (Е0,  тг]0,  ^0), 
определяетъ  своимъ  движетемъ  поступательное  движете  тела,  такъ  что 
ДДЯ  нея  и  =  ^  =  р^  ^_  ^  +  вЛо  _н  ^ 

Проведя  черезъ  точку  (И0,  т)0,  ^)  подвижный  координатный  оси  (5'чЧв'Л 
остаюпцяся  постоянно  параллельными  первоначальнымъ,  такъ  что  для 
какой-нибудь  точки  М  (;,  у\,  ^)  гЬла  ея  новыя  координаты  такш: 

х'  =  х  —  х0,      у'  =  у  —  у0,      г}  =  г~  *0, 

?'  =  ?  —  501       V  =  "Ч  —  *Чо1      *'  =  *  —  *<и 

II.  Со^овъ.— Осиовашя  теорет.  механики.  40 
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можемъ  для  скорости  этой  точки  написать  формулы: 

V'  =  V  -+-  Ра5'  -ь  $ат|'  -н  РаС,  (И38) 

въ  которыхъ   три  посл'Ьднихъ   члена  соответствуют  остальнымъ  скоро- 
стямъ  V^,V2  и  я8. 

11о  формуламъ  Эйлера,  при  вращенш  гЬла  около  мгновенной  оси,  про- 
ходящей черезъ  точку  (Е0,  т)0,  ^0): 


«1Т|=  со;  5' 


«>^, 


^=(^7)'  —  ш  Е'. 


(1139) 


Въ  однородно-измЪняемомъ  тклЪ  прямыя  различнаго  направлешя,  при 
томъ  же  перемйщенш  тйла,  поворачиваются  различнымъ  образомъ.  Чтобы 
внести  сюда  определенность,  мы  будемъ  подъ  вращенгемъ  однородно- 
измйняемаго  т4ла  понимать  вращеюе  его  осей  деформации 
(§  608),  какъ  такихъ  взаимно  перпендикулярныхъ  прямыхъ,  который  при 
деформащи  остаются  взаимно  перпендикулярными. 

617.  Скорости  удлинивши.  Предполагая,  что  движете  однородно-изме- 
няема™ гЬла  состоять  въ  томъ,  что  происходятъ  три  одновременныхъ 
удлиннешя  параллельно  координатнымъ  осямъ,  прнчемъ  точка  (Е0,  т)0,  ^) 
остается  неподвижною,  обратимся  къ  формуламъ  (1114),  зам4нивъ  только 
тамъ  ху  у,  в  черезъ  х\  у\  *',  а  5,  т),  ^  черезъ  \\  у\\  С,  и  выполнимъ  дЪй- 
ствгя,  указанный  въ  §  613: 


VЧ  = 


й(1н-Д)    . 


■Е1  "  'Л"    "*         '  ' 


_Д(1н-Д,)„,_       1       <*(1-+-Д,)„,_ 


<И 


■У  — 


1-нД, 


сН 


■п  =  *л, 


_  Д(1-+-Д,).,_       1_    Л{\+Е,)г,_      , 


Л 


(1140) 


Коэффициенты 

Л1д(1  +  Е,) 


6,  = 


<и 


с11д(1-+-  Ег) 
й1 


е,  = 


й  1д  (1  +Д) 


(1141) 


можно  назвать  скоростями  удлинивши  по  координатнымъ  осямъ,  по- 
тому что  каждый  изъ  нихъ  представляетъ  собою  предвлъ  отношения  къ 
единиц*  времени  выражешя 

Д  (1  +  Е) 


1 


Е 


ищ\Х\ге6  Ьу 
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которое  можно  разсматривать  какъ  расчитанное  на  единицу  длины  изм4- 
неше  отрезка  (1  -+-  Е). 

618.  Скорости  сдвиговъ.  Предположим^  что  движете  состоитъ  изъ 
сдвига  параллельно  оси  (т]),  причемъ  неподвижною  плоскостью  сдвига 
служить  плоскость  (&У).  Обращаясь  къ  формуламъ  (1115),  выполнимъ 
опять  д*йств1я,  указанный  въ  §  613.  Это  даетъ  для  проекцШ  скорости: 

О,  2^?,0,  (1142) 

где  2А^  коэффищентъ  разсматриваемаго  сдвига;  производную 

_<1(2К1) 

можно  назвать  скоростью  сдвига.  Сдвигь  сопровождается  вращешемъ 
осей  деформащи  (§  609)  на  уголъ 

ср  =  агс1д  Кх, 

который,  при  безконечно-маломъ  сдвиге,  можно  считать  равнымъ  Кх\  этому 
вращешю  соответствуете  угловая  скорость 

а<р  _  ак1  _ 

такъ  что  скорость  точки  Ж,  определяемая  проекциями  (1142),  слагается 
изъ  скорости  чистой  деформащи  при  сдвиге  (конецъ  §  609)  и  изъ  ско- 
рости вращения  около  оси  (&').  Если  коэффищентъ  Кх  положительный,  то 
угловая  скорость  х1  этого  вращешя  отрицательная,  т.  е.  вращеше  кажется 
происходящимъ  обратно  часовой  стрелке,  если  смотреть  на  плоскость  (г$) 
съ  положительнаго  конца  оси  (5').  Поэтому,  по  формуламъ  (86),  если  сде- 
лать тамъ  соответственное  изм-Ьнеше  обозначешй,  получимъ  для  проекщй 
скорости  при  этомъ  вращенш: 

и  онЬ  должны  быть  отняты  изъ  выраженШ  (1142),  если  мы  хотимъ  вы- 
ключить изъ  сдвига  вращательную  слагаемую.  Остаюпцяся  слагаемый 

О,    х^',     х^' 

представляютъ  собою  проекщй  скорости  точки,  когда  при  помощи  разсма- 
триваемаго сдвига  производится  чистая  деформац1я  однородно-изме- 
няема™ тела. 

Разсматривая  подобные  же  лишенные  вращешя  сдвиги  параллельно 
оси  (С')>  съ  плоскостью  сдвига  (ц%%  и  параллельно  оси  (&'),  съ  плоскостью 
сдвига  (С5'),  получимъ  слагаемый 

*з^1  »      *з**  >      *Л 

причемъ  2ха  и  2х3  скорости  этихъ  сдвиговъ. 

40* 
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Изъ   совокупности   всЬхъ  трехъ   сдвиговъ,  лишенныхъ  вращен1й. 
получается  для  давной  точки  скорость  г;3,  у  которой 


"з* 


=  *аС  -+-  *3^', 


V  =  х171'  -»"  Ха^- 


(1143) 


619.  Скорости  въ  общенъ  случае  движежя.  Обращаясь  опять  къ  ска- 
занному въ  §  615,  т.  е.  предполагая,  что  движете  однородно-изагЬняе- 
маго  тЬла  слагается  изъ  движешй,  перечисленныхъ  въ§§616,  617  и  618. 
им'Ьемъ: 

и'  =  и  -+-  V^^  н-  ъп  -ь  юЪу  , 

IV'  =  IV  +  V^^-+-V2^   -+-  VI,,  , 

-•  "»  *» 

или,  по  формуламъ  (1139),  (1140)  и  (1143): 

и'  =  м+  е^'  -н  (х3  —  о)^  )  т]'  -+-  (х3  -+-  о>ч)  ?„' 

г1  =  V  -н  (х3  -ь  о^)  ?'  -н  еат)'  -ь  (хх  —  <^  )  С,  (Ц44) 

?</  =  г<;  н-  (ха  —  о)^  )  V  -+-  (хх  -Ь  со.  )  т]'  -+-  е8С'. 

Сравнеше  этихъ  формулъ  съ  формулами  (1138)  показываетъ,  что  во 
всякомъ  движенш  однородно-изм'Ьняемаго  гЬла  система  скоростей  можетъ 
быть  разсматриваема  состоящею  изъ  скоростей  указанныхъ  движенШ  част- 
наго  вида,  потому-что  девять  параметровъ 


Ч>    63,    *г    Х2,    Х3:     <0?,    (1)^,    И), 


(И45) 


могутъ  быть   определены   однозначнымъ   образомъ  черезъ  коэффищенты 
формулъ  (1138): 


е2  =  $2, 
1 


Д, 

1 


(Д^Рз),    х,  =  -  (Р2  -+-  &), 


«6  =  | («в  -л,),  шч=  I (д-рд  шс=  ^ №  - -^). 


(1146) 


620.  Формулы  Коши  (СаисЬу).  Приложимъ  предыдупця  разсуждешя  къ 
безконечно-малому  элементу  какого-нибудь  изм'Ьняемаго  гЬла.  Пусть  бу- 
детъ  М  (&,  •»),  ©  точка  этого  элемента,  определяющая  своимъ  движешемъ 
поступательное  движенье,  а  м,  г,  гю  слагаемый  ея  скорости  к.  Скорость  V 
точки  М\  къ  ней  безконечно-близкой  и  имЬющей  координаты  $  ч-  Д;, 
т|н-Ат],  ^ч-Аь,  определяется  слагаемыми  и',  ?;',  ю'   которыя  получаются 
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изъ  и,  ь\  го  подстановкою  туда  координатъ  точки  Ж';  поэтому 

/  а  Л*  л*        &*  а  &и  кг 

и!  =  и  -+-  Ди  =  и  -ь  -^тг  А;  ■+•  -^-  Дчп  -+-  -^  Д^  н-  а, 
дЕ  Л)  еКэ 


V  =  V  -н  Дг>  =  V  ч-  -^-  А?  -н  -т-  Дт)  -+-  -тр-  Д^  -+-  Р, 

дгр  А„        дгс;  .  дгс  .„ 

го  =  м?  -+-  Дг#  =  «о  ч-  ^-  А;  Ч-    .—  Дт)  -4-    ~  Дц  ч-  у, 

(/;  (п]  (^ 


(1147) 


гд'Ь  а,  р,  Т  дополнительные  члены  разложешя,  которые  можно  отбросить, 
если  пренебрегать  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ  въ  сравненш 
съ  Д$,  Дтг|,  АС,  т.  е.  если  элементъ  изменяемая)  гЬла  разсматривать  какъ 
тЬло  однородно-изменяемое  (§  606).  Относительно  координатныхъ  осей, 
лроведенныхъ  черезъ  точку  М  параллельно  неподвижнымъ,  точка  М'  имеетъ 
координаты 

поэтому  сравнеше  формулъ  (1147)  и  (1144)  даетъ: 

ди  &;  дм; 

в'  =  ^'  8»  =  ^'  6>  =  -^;  (1148) 

"'^(^Г-*-*)'  "■^(■а:4-"*)'  я-в2(*ч-л1);   (1149) 

^^"^'"^^"^Г^^"^'   (11б0) 


Нужно  помнить,  что  здесь  въ  частныхъ  производныхъ  предполагаются 
стоящими  координаты  точки  ДГ,  определяющей  своимъ  движетемъ  посту- 
пательное движеше  элемента,  и  что  вся  деформац1я  и  вращен1е  про- 
исходятъ  около  этой  точки. 

Формулы  (1148)  и  (1149)  играютъ  важную  роль  въ  теорш  упругости, 
а  формулы  (1150) — въ  гидромеханике.  ОнЬ  называются  формулами  Коши 
(СаисЬу). 

Потыцадьная  функщя  скоростей. 

621.  Услов1Я  ея  существовал'^.  Въ  вопросахъ  гидромеханики  предста- 
вляется весьма  существеннымъ,  имйють  ли  отдельный  частицы  жидкости 
вращательныя  слагаемый  движения  или  ихъ  не  штЬють.  Въ  последнемъ 
случае  функщи  и,  V.  го,  какъ  локазываютъ  формулы  (1150),  должны  удо- 
влетворять следующимъ  услов1ямъ: 

дго       дг        л       ди       ди-       л       дг        ди        .  /л  1Г1Л 

^-*  =  0'   *-*=0'  ^-^  =  0;     (1151) 
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и  обратно,  существоваше  этихъ  условШ   служить   признакомъ   того,   что 
частицы  жидкости  не  иагЬютъ  вращательной  слагаемой  движетя. 
Представимъ  себ*  дифференщальный  трехчленъ 

идЛ  ч-  г;йт)  ч-  жсРСь 

для  даннаго  момента  времени,  т.е.  предполагая  въ  немъ  I  постоян- 
нымъ.  Онъ  можетъ  быть  или  не  быть  полнымъ  дифференщаломъ  отъ  ко- 
ординатъ  Е,  т],  С,  причемъ  *,  считаемое  постоянным^  какъ  въ  томъ  такъ 
и  въ  другомъ  случай  роли  не  играетъ.  Чтобы  можно  было  принять 

ш#  ч-  юйч\  ч-  год^  =  й<р,  (1 152) 

нужно,  чтобы  и,  г,  гю  были  частными  производными  отъ  одной  и  той  же 
функщи  отъ  координатъ: 

Лр  дер  ду  . 

и==тг  *  =  щ>  гс  =  ж  (11о3) 

а  для  этого,  какъ  известно  (§270),  должны  бы  выполнены  у слов1я  (1151). 

Функщя  ф  разсматривалась  впервые  Лагранжемъ;  Гельмгольцъ,  даль 
ей  назваше  потенгиальной  функщи  скоростей,  по  аналопи  съ  по- 
тенщальною  функщею  силъ. 

Если  гЬло  однородно-изм-Ьняемое,  то  въ  случай,  когда 

«)?  =  0,     <о    =  0,     сог  =  О, 

формулы  (1138),  если  туда  поставить  выражетя  (1146),  получаютъ  видь: 
и'  =  и  ч-  е^'  ч-  х3т)'  Ч-  х2^', 
V1  =  V  ч-  х,*'  ч-  е2т/  ч   х^',  1  (1154) 

Ш=  IV  Ч-  Хя6'  Ч-  Х^'  Ч-   83^'. 

Въ  нихъ  и,  V,  и\  согласно  съ  формулами  въ  началЬ  §  616,  отъ  ко- 
ординатъ \\  т)',  ?  не  зависятъ;  а  поэтому  можно  написать 

и' А?  ч-  я'Л/  ч-  ю'сК'  =  йу\  (115Ги 

причемъ 

<р  =  -1(2и6'  ч-  2*1)'  -+-  2мС  ч-  е^'2  ч-  г2т)'2  ч-  е^'2  ч- 

ч-  2х1т/;'  ч-  2ха?6'  ч-  2х,5У).  (1156) 

Итакъ,  если  въ  движенш  однородно-измЬняемаго  гЬла  н4тъ  вращатель- 
ной слагаемой,  то  существуетъ  потенщальная  функщя  скоростей,  въ  вид!. 
функщи  второго  порядка  отъ  координатъ. 

То  же  самое  можно  сказать  и  относительно  движетя  достаточно  ма- 
лаго  элемента  всякаго  изм1>няемаго  гЬла,  такъ  какъ  для  него,  при  отсут- 
ствш  вращешя,  формулы  (1144)  принимаютъ  видь  (1154). 
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Услов1е  отсутств1я  вращения  частицъ  изменяемаго  т*ла 
равнозначуще  съ  услов1емъ,  чтобы  существовала  потенщаль- 
ная  функц1я  скоростей. 

При  существованш  вращен1я  формулы  (1144)  могутъ  быть  предста- 
влены сл*дующимъ  образомъ. 

Движеюе  слагается  теперь  изъ  движешя  съ  потенгпаломъ 
скоростей  и  изъ  движешя  вращательнаго.  Въ  этомъ  случае  можно 
написать: 

и'Л  -ь  Уйч'  -ь  юЧК  =  Жр  н-  (и"<й'  -+-  »'Щ'  н-  ю"сЯ')-      (И  57) 

3.  637.  Въ  какомъ  движен!и  твердаго  тйла  существуетъ  потенщальная 
функщя  скоростей? 

622.  Геометрическое   значеже   потеиц!альиой  функщи  скоростей.    Эта 

функщя  совершенно  аналогична  съ  потенщальною  функщею  силъ  (§  268 
и  след.).  Когда  она  дана,  мы  можемъ  составить  себе  наглядное  предста- 
влеше  о  распределены  скоростей  въ  различныхъ  точкахъ  гЬла  для  дан- 
наго  момента  времени.  Проведемъ  поверхность 

Ф  (5,  -*),  *  0  =  пост., 

причемъ  будемъ  I  предполагать  постоянными  Во  всЬхъ  точкахъ  этой  по- 
верхности скорости  къ  ней  нормальны,  потому-что  частныя  производный 
(1153)  пропорщональны  косинусамъ  угловъ,  образуемыхъ  нормалью  къ 
поверхности  въ  данной  на  ней  точке,  съ  осями  координатъ.  Далее,  по- 
добно тому,  какъ  величина  силы  въ  данной  точке  къ  поверхности  по- 
стоянная потенщала  силъ  равна  пределу  отношешя  разности  значешй 
потенщальной  функщи  для  двухъ  безконечно-близкихъ  потенщальныхъ 
поверхностей  къ  отрезку  нормали  между  последними, — точно  также  вели- 
чина скорости  равна: 

к  =  Ит.  ~- . 

Есля  <р  содержитъ  I,  то  видъ  и  положеше  потенщальныхъ  поверхно- 
стей, а  поэтому  и  распредйлете  величинъ  и  направленШ  скоростей  съ  те- 
чешемъ  времени  меняется.  Если  <р  не  содержить  I,  то  въ  данной  точке 
пространства  скорость  имеетъ  постоянно  одну  и  ту  же  величину   и   на- 
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правлете.  Въ  посл*днемъ  случа*,  какъ  и  вообще,  когда  и,  V,  га  не  за- 
висятъ  явнымъ  образомъ  отъ  I,  движеюе  изм'Ьняемаго  т^ла 
называется  установившимся. 

Преобрадоваше  одного  кратнаго  интеграла  и  зависимость 
между  плотностью  и  скоростью. 

623.  Преобразовало  интеграла,  распространенна™  на  поверхность,  въ 
интегралъ,  распространенный  по  объему.  Пусть  будетъ  Д5,  -ц,  С)  функщя 
непрерывная  и  однозначная  въ  рассматриваемой  области,  причемъ  само 
собою  подразумевается,  что  для  этой  области,  существуютъ  и  частныя 
производный  этой  функцш  по  координатамъ;  означимъ  черезъ  5  прове- 
денную въ  этой  области  замкнутую  поверхность  произвольной  формы, 
удовлетворяющую  лишь  условно,  чтобы  въ  каждой  ея  точки  нормаль  им-Ьла 
определенное  значеше.  За  положительное  направление  нормали 
будемъ  считать  ея  направлеше  внутрь  поверхности.  Тогда: 


/У  а  % 


О  со$  (п,  5)  <18  = 


-/ 


с(У,  (1158) 


гд-Ь  первый  интегралъ  распространяется  на  всв  элементы  поверхности  5, 
а  второй  интегралъ  на  всв  элементы  объема,  заключенная  внутри  этой 
поверхности.  Для  доказательства,  построимъ  призму  съ  безконечно:малвпп. 


ШЗЗ 


шшш 


Фиг.  253. 

иоперечнымъ  сЬчешемъ  о,  ребра  которой  параллельны  оси  (?)  (фиг.  253): 
если  она  пересЬкаетъ  данную  поверхность,  то  число  ея  входовъ  внутрь 
объема  равно  числу  ея  выходовъ.  Пусть  будутъ  (<25)19  (*5)8,  (А8),, .... 
элементы  поверхности,  вырезаемые  призмою  при  ея  вход*,  и  (й5)2,  (еЬ8)4, 
(А8)в,  . . .   элементы,    вырезаемые   при   ея  выход*  изъ  поверхности.  Для 
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первыхъ  элементовъ  сов  (п,  5)  положительный,  а  для  вторыхъ  элементовъ 
отрицательный;  въ  обоихъ  случаяхъ  произведете  сов  (н,  Б) .  Л8  предста- 
вляетъ  по  абсолютной  величин*  проекщю  элементовъ  (48)  на  плоскость  (т^), 
т.  е.  оно  равно  а;  такимъ  образомъ 

ш  (и„  6)  (й5),  =  —  сов  (л„  О  (А5)2  =  сов  (м8,  5)  (йЯ),  = 

=  —  соз(п„  5)  (А§)4  =  . .  .  =  о; 

поэтому  сумма  вс4хъ  элементовъ  поверхности,  заключенныхъ  внутри  призмы, 
даетъ  слйдуюпця  элементы  интеграла,  стоящаго  въ  л'Ьвой  части  равен- 
ства (1158): 

(л  — л-*-/;  — /;-+-■-■)<>,  (П59) 

гд-Ь  стоять  значен1я  функщи  /*($,  ?),  ^),  соотв*тствующ1я  входамъ  и  вы- 
ходамъ.  Можно  написать: 


'■-«-/г*— Л* 


52  5, 

и  подобнымъ  же  образомъ  выразить  остальныя  разности.  Принимая  же 
во  внимаше,  что  <и#  есть  элементъ  объема  призмы,  находимъ,  что  выра- 
жете  (1159)  есть  интегралъ  отъ  д\  ,  распространенный  по  всему  объему, 
который  вырЪзываетъ  призма  внутри  данной  поверхности.  Разбивая  весь 
объемъ,  заключенный  внутри  поверхности  5,  на  таюя  призмы  и  применяя 
къ  каждой  изъ  нихъ  подобное  же  разсуждеше,  мы  получимъ  съ  одной 
стороны  интегралъ  отъ  /"($,  т),  С)  соз  (ю,  6),  распространенный  на  всю 
замкнутую  поверхность,  а  съ  другой  стороны  интегралъ,  распростра- 
ненный на  весь  объемъ,  заключенный  внутри  этой  поверхности,  ч4мъ 
и  доказывается  равенство  (1168). 

Аналогичнымъ  образомъ  можно  написать: 


Гг&  ч,  9  008 о»,  Ч)  ла  =  -  Г -^ -;)  *г. 
/Уа  ч,  О  «» (*■  С)  да  =  -  Г у^ц  йг. 


(1160) 


Такимъ  же  образомъ  можетъ  быть  показано  преобразовате  интеграла 
но  замкнутой  линш  на  плоскости  въ  интегралъ  по  площади,  ограничен- 
ной этой  лишею;  причемъ  нужно  только  предполагать,  что  лишя  сама 
себя  не  пересЬкаетъ.  Это  преобразовате  на  плоскости  ($т|)  даетъ  сл*- 
дуюпце  два  равенства: 

ГГ&  Ч)  сов  (п,  Е)  Оа  =  -    Г— -^  *, 
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/V  в  Ч)  ооз  (я,  Ч)  Л  =  -Г*Ц^-  Л, 

гдгЬ  й$ — элементъ  дуги,  а  йо — элементъ  площади. 

624.  Зависимость  между  плотностью  и  скоростями  и,  я,  гс.  Въ  §  61м 
мы  разсматривали  изм4нен1е  объема  произвольно  выделенной  части  изме- 
няемая) тЬла  во  время  движешя.  Неизменность  массы  всякой  части  гЬла 
позволяла  при  этомъ  судить  и  объ  изменении  плотности  (§  611).  Теперь 
мы  будемъ,  наоборотъ,  предполагать,  что  въ  абсолютномъ  простран- 
стве выдЬленъ  постоянный  объемъ  Г,  ограниченный  замкнутою  непо- 
движною поверхностью  5,  и  будемъ  определять  происходящее  внутри  его 
изм'Ьнеше  массы.  Въ  безконечно-малый  элементъ  времени  А*  въ  него  че- 
резъ  некоторую  часть  5'  его  поверхности  входить,  а  черезъ  остальную 
часть  8й  поверхности  выходить  некоторая  масса  изменяемаго  тела.  Масса, 
заключенная  внутри  объема  Г,  меняется  въ  зависимости  отъ  раснредЬ- 
лешя  скоростей  и  плотности.  Вычислеяге  этого  изм1шен1я  двумя  различ- 
ными путями  дастъ  намъ  весьма  важную  зависимость,  которая  существуетъ 
въ  каждой  точке  пространства,  занятаго  гЬломъ,  между  изм-Ьнешемъ  плот- 
ности и  изменешями  проекщй  скоростей  въ  этой  точке. 

Объемъ  ткиа,  входяпцй  внутрь  даннаго  объема  V  черезъ  элементъ  Л*>' 
поверхности,  можно  выразить  следующимъ  произведешемъ: 

к .  соз  О,  к)  А8'  .  Ы, 

где  п  нанравлеше  нормали  къ  элементу  й5'  внутрь  даннаго  объема.  А 
именно,  этотъ  объемъ  можно  разсматривать  какъ  объемъ  косого  цилиндри- 
ческого отрезка  съ  основашемъ  <18'  и  высотою  к.М.соз  (п,  к),  такъ  какъ 
А- .  Д*  есть  путь,  пройденный  точкою  во  время  Д*,  а  этотъ  путь  предста- 
вляетъ  длину  каждой  изъ  образующихъ  дилиндрическаго  отрезка.  Умно- 
живъ  этотъ  объемъ  на  его  плотность  р  (на  среднюю  плотность  этого  объема 
или,  если  иметь  въ  виду  переходъ  къ  пределу,  на  плотность  въ  одной 
изъ  точекъ  элемента  Л8'),  получимъ  массу  объема,  вошедшаго  въ  область 
V.  Масса  всего  тела,  входящая  въ  эту  область  въ  течете  времени  Д?, 
выразится  интетраломъ 

Д I  Гкр  соз  (п,  к)  с18',  ф  (1161) 

распространеннымъ  на  всю  часть  5'  поверхности  &  Точно  также  масса 
тела,  выходящаго  изъ  области  V  въ  промежутокъ  времени  Д/  черезъ 
элементъ  <18"  поверхности,  выразится  произведешемъ: 

-—  кр  соз  (и,  к)  Л8", 

причемъ  поставленъ  знакъ  минусъ  потому,  что  въ  местахъ  выхода  уголь 
(щ  к)  тупой.  Масса  всего  выходящаго  тела  выразится  интеграломъ: 


Д*   Ар  соз  (и,  *)  <18",  (1162) 
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распространеннымъ  на  всю  часть  5"  поверхности  5.  Кром*  элементов^ 
интеграловъ  (1161)  и  (1 162)  существуютъ  еще  элементы,  для  которыхъ  уголъ 
(/г,  к)  прямой;  но  эти  элементы  могутъ  быть  безразлично  присоединены 
къ  тому  или  другому  интегралу.  Разность  между  этими  интегралами,  т.  е. 

М    Гкрсоз  (я,  к)с18,  (1163) 

распространенный  на  всю  замкнутую  поверхность  5,    определяешь  собою 
приращеше  массы  гЬла,  произошедшее  въ  объем*  V  въ  течете  времени  Ы. 
Ту  же  самую  прибыль  массы  можно   выразить   иначе.    Въ  моментъ  ( 
масса  элемента  йУ  даннаго  объема  равна: 

а  въ  моментъ  1-+-М,   когда  плотность   въ  томъ  же  м'ЬсгЬ    пространства 
лолучаетъ  приращеше  ~  М,  масса  того  же  элемента  объема  будетъ: 


(р-н^Д^К, 


а  поэтому  прибыль  массы  элемента  йУ  равна: 

а  для  всего  объема   V  она  выразится  интеграломъ 

М    Г^йГ.  (1164) 

Сравнешя  форму лъ  (1163)  и  (1164),  по  раздЬлеши  на  Д2,  даетъ: 

Грксоз(п,к)с18  =  Г^7<1У'  (1105) 

Принимая  во  внимате,  что 

к  СОЗ  (я,    к)  =  и  СОЗ  (я,    Е)  -4-  V  СОЗ  (я,    Т])  -+-  IV  соз  (я,   ^), 

и  применяя  формулы  (1158)  и  (1160),  можемъ  написать: 

/  рк  <Ю8  (я,  к)  (18  =  /  ри  соз  (я,  $)  с18  ■+-  /  рV  соз  (я,  ?))  й#  +- 
-\-  I  рш  соз  (я,  ^)  Л5 

=-Яг  «--Я?  ""Я?  ^ 

поэтому  равенство  (1165)  иринимаетъ  видъ: 
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Это  услов1е  оправдывается  для  всякаго  объема,  выд^леннаго  въ  про- 
странстве, занимаемомъ  двигающимся  гЬломъ.  Отсюда  сл4дуегъ,  что  каж- 
дый элемента  интеграла  (1166),  отдельно  взятый,  долженъ  равняться 
нулю;  въ  противномъ  случай  можно  было  бы  подобрать  тагая  области, 
для  которыхъ  эти  элементы  были  бы  или  только  положительными  или 
только   отрицательными,   и   тогда   услов!е  (1166)  не   оправдывалось  бы. 

д  (ри)       д  (рг)      д  (ргю)      др 


д> 


*Ч 


* 


+  *  =  °- 


(1167) 


Это  и  есть  искомая  зависимость,  которую   можно   написать   еще   въ 
стЬдующемъ  вид'Ь: 

ди       дю       дгс  Пар 

дЬ       &т\       &->  й1 


О, 


(1168) 


принявъ  во  внимаше,  что 


«9 


др 


др 


др др  дЬ 

~д~1 ~~  #   5Г 


ю  -+-  -:-  =  -г1  —  - 


др Ар 

~д!~И 


др   ду\       др    (К 
д\  "   '    дгь'^дС.  "'~1~  Л"- ей    д1^  дт\  ~дЬ^~Ж  ~д~Ь 

Если  гЬло  однородное  и  несжимаемое  (несжимаемая  жидкость),  то  р 
постоянна  и  зависимость  (1168)  принимаете  видъ: 

ди       дь 


дгс 
_!_       ^        =  О. 
д%       бт\        дъ 


(1169) 


Если  кром'Ь  того  существу етъ  потенщальная  функщя  скоростей  (§  621), 
то.  по  формуламъ  (1153),  это  услов1е  обращается  въ  следующее: 


д? 


^  -  о 


(НТО) 


т.  е.  при  движен1и  однороднаго  несжимаемаго  т*ла  потенщаль- 
ная  функщя  скоростей  удовлетворяетъ  дифференгцальному 
уравнент  Лапласа. 

Лин1и   тока. 

625.  Понят1'е  о  литяхъ  тока  и  уравнешя,  ихъ  опредЪлежя.   Возьмемъ 
произвольную  точку  М  какого-нибудь   изменяема™   гЬла  въ  момеятъ   ( 

(фиг.  254);  по  прошествш  элемента  времени 
М  она  заиметь  положеше  М\  въ  которомъ 
въ  моментъ  I  находилась  другая  точка  Мх\ 
эта  последняя  въ  тотъ  же  промежутокъ  вре- 
мени переместилась  въ  положеше  Мх',  ко- 
торое въ  моментъ  I  занимала  третья  точка 
М2\  эта  точка  въ  течете  времени  Д*  перешла 
въ  положеше  М2!,  гдЬ  въ  моментъ  I  находи- 
лась точка  3/„  и  т.  д.  Рядъ  точекъ  Л/,  Ж"п  М2,  Д/8 . . .  образуетъ  лишю, 
имеющую  свойство,  что  она  въ  течете  времени  Д*  перемещается  вдоль 


Фиг.  254. 
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самой  себя.  Эта  лишя,  разсматриваемая  въ  предЬл'Ь,  имгЬетъ  свойство, 
что  во  всЬхъ  ея  точкахъ  скорости  къ  ней  касательныя.  Такая 
лин1я  называется  лин1ею  тока.  Очевидно,  что  во  всякШ  данный  моментъ 
времени  черезъ  всякую  точку  гЬла  можно  провести  лин1ю  тока. 

Въ  общемъ  случа*  положеше  и  форма  линш  тока,  проходящей  черезъ 
данную  точку,  меняется  съ  каждымъ  элементомъ  времени,  и  эта  лишя 
составляется  въ  разные  моменты  времени  изъ  различныхъ  точекъ.  Если 
же  движете  гЬла  установившееся  (§  622),  то  форма  лиши  тока  не  ме- 
няется, и  каждая  изъ  нихъ  представляетъ  собою  и  траекторш  всякой  на- 
ходящейся на  ней  точки. 

Чтобы  составить  для  даннаго  момента  уравнешя  линШ  тока,  нужно 
только  выразить  указанное  выше  свойство  скоростей  ея  точекъ.  Итакъ 
им'Ьемъ: 

^  =  ^=^.  (1171) 

Въ  этихъ  двухъ  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнешяхъ  между  ко- 
ординатами нужно  считать  /  постояннымъ,  иотому-что  положеше  лиши 
тока  рассматривается  для  даннаго  момента  времени,  а  й;,  Ат{,  <%, 
суть  проекцш  безконечно-малой  дуги  такой  линш.  Интегралы  уравненШ 
(1171)  содержать  дв'Ь  произвольныхъ  ностоянныхъ,  т.  е.  шгЬюгь  видъ: 

*\  0,  ч,  5д  сп  с,)  =  о,  | 

^  (6,  чЛ  *  <\,  С,)  =  О;   ]  Щ'"; 

эти  постоянный  могутъ  быть  определены,  если  дана  точка,  черезъ  кото- 
рую требуется  провести  линш  тока. 

Если  движете  установившееся,  то  I  сюда  входить  не  должно;  это  бу- 
деть  въ  томъ  случаЬ,  или  если  и,  г>,  го  не  содержать  I  или  если  I  вхо- 
дить въ  эти  функщи  въ  вид'Ь  общаго  множителя  /*(*)• 

Если  существуете  иотенщальная  функщя  скоростей,  то,  какъ  это  слЪ- 
дуегь  изъ  сказаннаго  въ  §  622,  линш  тока  нормальны  къ  потенщаль- 
нымъ  поверхностямъ;  поэтому,  зная  видъ  этихъ  поверхностей,  мы  полу- 
чаемъ  наглядное  представлеше  о  формй  линШ  тока. 

626.  Поверхность  тока.  Струя.  Найдя  интегралы  (1172)  уравненШ 
(1171),  мы  можемъ  определить  линш  тока,  проходящую  въ  данный  мо- 
ментъ времени  1Х  черезъ  всякую  произвольно  заданную  точку  (Ер  т^,  ^О, 
опредЬливъ  для  этого  постоянный  Сх  и  С2  изъ  условШ: 

Рг  (К,  Ч„  ;»  *,  С„  С,)  =  0,    ) 

*1  в,  Ч„  ?.. ',  С„  С,)  =  0.   \  К     ',} 

Если  мы  будемъ  задавать  точки,  лежания  въ  данный  моментъ  на  лиши 
Г,  (6,,  1,,  ?,)  =  О,       Л  (6„ -Ч.Л)  =  0,  (1174) 
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то  проходящая  черезъ  нихъ  лиши  тока  будутъ  образовать  поверхность, 
называемую  поверхностью  тока.  Эта  поверхность  им-Ьетъ  свойство,  что 
въ  течете  безконечно-малаго  элемента  времени  все  находяпцяся  на  ней 
точки  по  ней  перемещаются. 

Если  лин1я  (1174)  замкнутая,  то  эта  поверхность  будетъ  трубчатою. 
Черезъ  каждую  точку,  находящуюся  внутри  ея,  проходить  некоторая  ли- 
шя  тока;  такъ  что  все  внутреннее  пространство  заполнено  такими  ли- 
шями.  Совокупность  всЬхъ  этихъ  линШ  называется  въ  гидромеханике 
струею.  Съ  каждымъ  элементомъ  времени  линш  тока,  а  следовательно 
и  струя,  вообще  говоря,  меняютъ  свою  форму  и  положете.  Струя  остается 
только  въ  томъ  случае  неизменною,  если  движете  жидкости  устано- 
вившееся. 

Чтобы  составить  уравнете  поверхности  тока,  заметимъ,  что  для  ле- 
жащихъ  на  ней  линШ  тока  постоянный  Сх  и  С2  связаны  между  собою 
определенною  зависимостью 

/ЧСП  СЯ1  0  =  О,  (1175) 

которая  получается  исключетемъ  координагь  ?„  т^,  ^  изъ  уравнетй 
(1173)  и  (1174).  Такимъ  образомъ,  беря  значетя  для  Сх  и  С2  изъ  зависи- 
мости (1175)  и  подставляя  ихъ  въ  уравнешя  (1172),  мы  получимъ  каждый 
разъ  линш  тока,  принадлежащую  искомой  поверхности  тока;  поэтому 
уравнете  поверхности  тока  получается  исключетемъ  Сг  и  С3  изъ  урав- 
нетй (1172)  и  (1175).  Иначе  говоря,  уравнете  поверхности  тока  полу- 
чается исключетемъ  пяти  элементовъ  ?п  тгц,  ^,  С,.  С2  изъ  шести  урав- 
нетй (1172),  (1173)  и  (1174). 

Въ  случае  однородной,  несжимаемой  жидкости  безконечно-тонкая  струя 
обладаетъ  следующимъ  свойствомъ:  Произведете  площади  попереч- 

наго  сечеюя'струи   на   скорость  то- 

Д^^^  чекъ    этого  сеченгя    одинаково    для 

(  ^^^^^  всехъсЬчензй.  Чтобы  это  показать,  раз- 

смотримъ  отрезокъ  АА'  струи  (фиг.  255) 
между  двумя  какими-нибудь  ея  попереч- 
ными сечетями,  площади  которыхъ  о  и  а'. 
Точки,  находяпцяся  на  поверхности  струи. 
Фиг.  255.  получаютъ   во  время  А*  перемещетя   по 

этой  поверхности,  такъ-что  жидкость  вхо- 
дить въ  отрезокъ  АА'  и  выходить  изъ  него  только  черезъ  нопереч- 
ныя  сечетя  о  и  о'.  Такъ  какъ  скорости  к  к  к'  точекъ  въ  каждомъ  изъ 
этихъ  сечетй  къ  нему  перпендикуляры,  то  объемы  входящей  и  выходя- 
щей жидкости  измеряются  произведетями  ак.М  и  о'к'. М.  Въ  случаЬ 
несжимаемой  жидкости  они  равны;  поэтому 

(1176) 
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3.  638.  Показать,  что  въ  движенш  неизмъняемаго  твла  линш  тока — вянто- 
выя  линш,  а  иоверхности  тока  —  винтовыя  поверхности,  общею  осью  кото- 
рыхъ  служить  мгновенная  винтовая  ось. 

3.  639.  Определить  линш  тока  въ  такомъ  движенш  однородно-измъняемаго 
тт&ла,  которое  состоптъ  только  изъ  удлинивши  по  координатпымъ  осямъ.  Для 
р:Ьшен1я  см.  формулы  (1140). 

3.  640.  Определить  линш  тока  при  сдвигъ.  Отв.:  Прямыя,  параллельный 
плоскости  сдвига. 

3.  641.  При  какихъ  услов1яхъ  линш  тока  въ  задачи  639  дълаются  пря- 
мыми? Отв.:  Если  однородно-измъняемое  тъло  остается  подобнымъ  самому 
се  б*    (становится    подобно-изменяемым ъ),    такъ    какъ    въ    этомъ    случаъ 

3.  642.  Найти  общдй  впдъ  линш  тока  въ  движенш  плоской  однородно- 
пзыъняемой  системы.  Для  ръшен1я  нужно  выполнить  интегрироваше  дйффе- 
ренпдальнаго  уравнетя: 

Я         =  *Ч 

а-\-ЬЬ-*-ся\       а'-+- Ь'{ -+- с'т] 

Т1о  приведенш  его  подстановкою 

Б  =  $о  -Ь  ?\  *)  =  ^о  ■+  **)' 

К1>  однородному  виду 

фЧ'  -+-  с'т)')  Л?  -  (Ь?  ч-  ст]')  йт\'  =  О, 

интегрироваше  его  даетъ  линш  двухъ  различпыхъ  впдовъ  въ  зависимости  отъ 
знака  выражешя 

N  =  (1-*-  с')2  —  4  (Ъс1  —  сЬ'). 

При  <У>0  получаются  между  прачимъ  двъ  прямыя  линШ  тока:  при  2У<0  всъ 
линш  тока  имъютъ  видь  спиралей,  общею  точкою  которыхъ  служить  центръ 
скоростей  (§  614). 

3.  643.  Доказать  аналитически   свойство  поперечнаго  съчетя  струи,  ука- 
занное въ  §  626.  Ръш.:  Разсматривая 


/ 


к  соз  (&,  п)  <38, 


распространенный  на  отръзокъ  струи  между  съчешями  о  и  о',  находимъ  съ 
одной  стороны,  что  онъ  равенъ  ко  —  &'а\  въ  виду  того,  что  на  боковой  по- 
верхности т  струи  сов  (я,  к)  =-  0,  а  съ  другой  стороны,  по  формуламъ  (1168) 
и  ( 1 160): 

/  к  соз  (п,  к)  й8=  §  [и  соз  (п,  $)-+-?  сов  (я,  тг))  -+-  го  соз  (л,  С)]  ^5 


У*/ди        <Н>        дм)\  ... 


а  этотъ  интегралъ  равенъ  нулю  на  основанш  услов1я  (1169). 

3.  644.  Какъ  обобщить  задачу  643  на  случай  неоднородной  сжимаемой 
жидкости? 

Линш  вихрей  и  вихревыя  нити. 

627.  Лижи  вихрей.  Эти  лиши  аналогичны  лишямъ  тока  и  могутъ  быть 
разсматриваемы  въ  движенш  всякаго  сплошного  гЬла.  Возьмемъ  въ  гйл* 
произвольную   точку  М  и   представимъ  себ*  безконечно-малую  частицу, 
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заключающую  внутри  себя  точку  М.  Эта  частица,  кром*  деформацди  л 
поступательнаго  движешя,  обладаетъ  вращешемъ  около  мгновенной  оси. 
которую  можно  считать  проходящею  черезъ  точку  М.  На  этой  оси  возь- 
мемъ  точку  М'  (фиг.  256),  безконечно-близкую  къ  Ж,  и  будемъ  ее  раз- 

сматривать  какъ  точку  новой  безко- 
нечно-малой  частицы,  перем-Ьщеше  ко- 
торой тоже  можно  рассматривать  какъ 
состоящее  изъ  деформащи,  поступа- 
тельнаго перемЬщешя,  опред'Ьляемаго 
иерем'Ьщешемъ  точки  М\  и  изъ  вра- 
щешя  около  мгновенной  оси,  прохо- 
дящей черезъ  эту  точку.  Беря  на  этой  оси  точку  М\  безконечно-блпз- 
кую  къ  М\  и  продолжая  дальше  прежшя  разсуждешя,  получимъ  после- 
довательный рядъ  точекъ,  которыя  въ  предЬл'Ь  сольются  въ  сплошную 
линш,  обладающую  свойствомъ,  что  въ  каждой  ея  точк*Ь  каса- 
тельная къ  ней  опред'Ьляетъ  направленге  мгновенной  оси  вра- 
щения безконечно-малой  частицы,  заключающей  въ  себ*  эту 
точку.  Такая  лишя  называется  лин1ею  вихрей.  Понятое  о  ней  введено 
въ  механику  Гельмгольцемъ  (\У1гЪеШ1ие). 

Очевидно,  что  во  всякШ  данный  моментъ  времени  черезъ  всяую  точку 
гЬла  можно  провести  лишю  вихрей,  если  только  деформащя  гЬла  сопря- 
жена съ  вращешемъ,  т.  е.  если  въ  разсматриваемой  области  не  суще- 
ствуем потенщала  скоростей.  Съ  течешемъ  времени  положеше  вихревой 
линш,  проходящей  черезъ  данную  точку,  вообще  говоря  меняется;  но  эта 
лишя  можетъ  оставаться  и  неизменною,  если  движете  гЬла  устано- 
вившееся (§  622). 

Чтобы  составить  уравнешя  вихревой  линш  для  даннаго  момента  вре- 
мени, выразимъ  аналитически  указанное  выше  свойство  вихревыхъ  лиши: 
если  йс,  йт),  сСС,  суть  проекцш    безконечно-малаго   элемента  Аз  дуги  этой 


линш.  то 


С?7] 


ОХ- 


«>„ 


Если  принять  во  внимаше  формулы  (1150),  то  волучаемъ 


<К 


</т, 


(К 


дьо 

дь 

ди 

дм 

дг 

би 

дП 

К 

Я 

д\ 

д\ 

&Ч 

(1"7) 


два  совокупныхъ  дифференщальныхъ  уравнешя  линШ  вихрей. 

Интегрирование  ихъ  даетъ  опять  уравнешя  вида  (1172),  въ  которыхъ 
произвольный  постоянный  могутъ  быть  определены  по  координатамъ  той 
точки,  черезъ  которую  должна  проходить  лишя  вихрей. 
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628.  Вихревая  нить.  ВсЬ  разсуздешя  о  поверхности  тока  и  о  струй, 
а  также  ихъ  аналитическое  опред4леше,  могутъ  быть  перенесены  на  ви- 
хревыя  линш.  Поверхности  тока  соотвйтствуеть  поверхность  вихрей, 
образуемая  вихревыми  лишями,  пересекающими  данную  линш.  Линш 
вихрей,  проведенный  черезъ  замкнутую  лишю,  образуютъ  трубчатую  по- 
верхность, которая  заключаешь  въ  себ*  сплошную  систему  вихревьгхъ  ли- 
Н1й.  Эта  система,  аналогичная  струй,  называется  вихревою  нитью  или 
вихревымъ  волокномъ  (^гЬеИайеп). 

3.  645.  Показать,  что  вихревыя  линш  въ  движенш  твердаго  тЬла  суть 
прямыя,  параллельный  мгновенной  винтовой  оси. 

3.  646.  Определить  вихревыя  линш  въ  движенш  однородно  -  изм'ьняе- 
маго  тъла. 

629.  Кинематическая  теорема  Гельмголъца  о  напряжении  вихревой  нити. 

Напряжен1емъ  вихревой  нити  въ  какомъ-нибудь  ея  попереч- 
номъ  сЬченш   (или  напряжеюемъ  вихря)   называется  произве- 

ДеН1е  .       у  =  ао>  (1178) 

площади  о  этого  сЬчеюя  на  среднее  значеюе  угловой  скорости. 
Мы  будемъ  предполагать  о  настолько  малымъ,  чтобы  можно  было  за 
среднюю  угловую  скорость  принимать  ея  значеше  въ  какой-нибудь  произ- 
вольной точк*  сЬчетя. 

Теорема  Гельмгольца  (Не1тЬоНг).  У  всякой  вихревой  нити 
напряжеюе  ея  въ  данный  моментъ  одинаково  во  всЬхъ  ея  по- 
перечныхъ  сЬчеюяхъ.  Для  доказательства  воспользуемся  опять  пре- 
образовашемъ  интеграла,  указаннымъ  въ  §  623.  По  формуламъ  (1158) 
и  (1160),  принимая  за  функщю  /(;,  т|,  ^)  поочередно  слагаемыя  о^,  со  шг 
угловой  скорости,  можно  для  какой  угодно  замкнутой  поверхности  на- 
писать: 

/  (О  С08  (н,  <о)  АН  =  I  [(О.  008  (и,  Б)  -Ч-  (О-  С08(ПЩ  -г\)  -+-  <ог  С08  (и,  ©]  (7/5 

Л<4       дни       *М 

Но,  по  формуламъ  Кош  и  (1150) 

<И        дои        о!о>г 

— 5.  _| 11  -I !*  —  о 

Л  &п  <% 

Такимъ  образомъ  для  всякой  замкнутой  поверхности 

*о)  соз  (п,  (о)  <18  =  0.  (1179) 


/• 


Приложимъ  эту  формулу  къ  отрезку   произвольной  длины  весьма  тонкой 
вихревой  нити,  т.  е.  къ  замкнутой  поверхности,  состоящей  изъ  трубчатой 
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поверхности  нити  и  изъ  двухъ  ея  поперечныхъ  сЬченШ  а  и  о'.  Въ  точкахъ 
боковой  поверхности  нити  векторы  со  къ  ней  касаются;  поэтому  тамъ 

<*>  соз  (л,  <о)  =  0.  (1180) 

Для  одного  изъ  конечныхъ  сЬченШ,  гд*  направлетя  п  и  <о  совпадают!., 
это  произведете  равно  о>,  а  для  другого  свчетя,  гд*  внутренняя  нормаль 
им'Ьетъ  направлеше,  противуположное  угловой  скорости,  произведете  (1 180) . 
равно  — <*>'.  Поэтому  формула  (1179)  даетъ: 

<*>о  —  0)'а'  =  0. 

Изъ  этой  теоремы  вытекаетъ  важное  сл4дств1е,  характеризующее  ви- 
хревое движете  всякаго  измЬняемаго  гЬла: 

Вихревая  нить  нигд*  не  можетъ  прекратиться  внутри  гЬла. 
т.  е.  она  или  замкнутая  или  упирается  своими  концами  въ  гра- 
ницы т'Ьла. 

Теорема  Стокса  и  ея  прияожешя. 

630.  Циркуляц1я  скорости.  Разсмотрйте  интеграла  (1179),  но  распро- 
страненна™ не  на  замкнутую  поверхность,  а  на  какую-нибудь  область 
поверхности,  ограниченную  замкнутою  литею,  приводить  къ  замечатель- 
ной зависимости  между  скоростями  и  напряжетями  вихрей.  Чтобы  фор- 
мулировать эту  зависимость,  условимся  интегралъ 


=  Гк  соз  {к,  08)08,  (1181) 


взятый  по  какой-нибудь  замкнутой  лин1и,  называть  циркулящею  ско- 
рости. При  этомъ  I  будетъ  считаться  постоянными 

Относительно  замкнутой  лиши  в,  проведенной  въ  пространств*,  заня- 
томъ  двигающимся  гЬломъ,  нужно  различать  два  случая:  1)  когда  лишя  5, 
независимо  отъ  своей  формы  и  своего  положетя,  непрерывнымъ  изм*не- 
темъ  и  не  выходя  ни  одною  своею  точкою  изъ  гЬла,  можетъ  быть  обра- 
щена въ  точку,  и  2)  когда  это  не  для  всякой  лиши  возможно.  Въ  пер- 
вомъ  случа*  пространство,  въ  которомъ  проведена  лишя  5,  называется 
односвязнымъ,  во  второмъ  случа* — многосвязнымъ.  Прим-Ьромъ  одно- 
связнаго  пространства  можетъ  служить  пространство,  занятое  шаромъ 
или  шаровымъ  слоемъ,  прим'Ьромъ  второго  —  какое-либо  кольцевое  про- 
странство. 

631.  Теорема  Стокса  (31окез).  Циркулящя  скорости  по  замкну- 
той лин1и,  проведенной  въ  односвязномъ  пространств*,  равна 
удвоенной  сумм*  напряжений  всЬхъ  вихревыхъ  алтей,  ирохо- 

Д;ЯЩИХЪ   Внутри    ЭТОЙ   ЛИН1И. 

Разсмотримъ  сначала  циркулящю  скорости  при  существованш  потен- 
щальной  функщи   скоростей  (§  621);  тогда,   считая  I  постоянными 
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§  631,  ф.  1181. 


можно  написать: 


к  соз  (к,  <&)  (&  =  м  А\  •+-  V  Ат\ 


0; 


Лг\- 


й^  =  Йф. 


Если  функд1я  <р  однозначная,  такъ-что  при  обход*  по  какой-нибудь 
лиши  и  возвращенш  въ  ту  же  точку,  она  непременно  принимаетъ  прежнее 
значете,  то  очевидно,  что  циркулящя  скорости  по  замкнутой  лиши 


=  /  й<р  =  О. 


Но  этотъ  результатъ  можно  только  тогда  считать  несомн*ннымъ,  если 
лин1я  в  проведена  въ  односвязномъ  пространств*;  потому-что,  какъ  это 
показывается  въ  гидродинамики,  функщя  <р  въ  многосвязномъ  простран- 
ств* вообще  говоря  не  одно- 
значна, и  при  обход*  по 
замкнутой  линш  можетъ  и 
не  принять  прежняго  зна- 
чения. 

Принимая  во  внимаше 
сказанное  въ  конц*  §  621, 
мы  видимъ,  что  въ  односвяз- 
номъ пространств*  циркуля- 
щя скорости  зависитъ  толь- 
ко отъ  ея  вращательной  сла- 
гаемой. Зам*тивъ  это,  возь- 
мемъ  сначала  безконечно- 
малую  замкнутую  лишю  5Х  и 
одну  изъ  ея  точекъ,  А  (фиг. 
257),  примемъ  за  ту  точку 
безконечно    малой  частицы, 

которая  своимъ  движетемъ  опред*ляетъ  ея  поступательное  движете.  Че- 
резъ  точку  А  проходить  мгновенная  ось  (о>)  вращешя  частицы  и  каса- 
тельная къ  этой  оси  лишя  вихрей.  Представимъ  себ*,  что  скорость  к 
какой-нибудь  точки  Ж  на  линш  ^  разложена  по  формул*  (1157)  на  ско- 
рость К  съ  потенщаломъ  скоростей  и  на  скорость  V  вращательнаго  дви- 
жешя;  такъ  какъ.  согласно  съ  сказаннымъ  выше 

Ги  соз  (к\  йзх)  Лз1  =  О, 

с  =  /  к  соз  (к,  <&,)  &!  =  /  /г"  соз  (А*,  й^)  йзг 

6с*  точки,  лежалая  на  прямой,  параллельной  оси  вращешя,  им*ютъ  ско- 
рости геометрически  равныя;  поэтому,  при  опред*ленш  скорости  А;",  можно 
вм*сто  точки  М  разсматриватъ   ея  проекщю  т  на  плоскость,  перпенди- 

41* 


Фиг.  257. 


ТО 
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кулярную  къ  мгновенной  оси.  Очевидно,  что 

&"  =  <о .  Лт  =  ы.г 

&,  соз  (к'\  Лзг)  =  тт'.  соз  (т'тп)  =  гпп  =  г  й&, 

гд4  т!  проекщя  точки  М\  смежной  съ  М,  тп— перпендикуляръ,  опущен- 
ный изъ  т  на  Ат\  г  и  в — полярныя  координаты  точки  т  при  полюс*  А. 
Въ  виду  этого 

С  =   /V  (&,  Ш>  (*",  *>,)  =   /*0)Га  Й»  =  (!)  /V2  ИИ, 

гд*  интегрироваше  распространяется  по  площади  а,  ограниченной  ли- 
шен) «/,  проекщею  линш  $!  на  плоскость,  перпендикулярную  къ  со.  Пло- 
щадь эта  выражается  интеграломъ: 


-*/ 


г2й&; 


поэтому 


с  =  2(00. 


(1162) 


Приложимъ  этотъ  .результатъ  къ  линш  5,  ограничивающей  на  какой- 
либо  поверхности  область  конечныхъ  разм'Ьровъ.  Для  этого  разобьемъ  эту 

область  на  безконечно-малые  элементы 
какими-нибудь  двумя  системами  линш 
(фиг.  258).  Прилагая  къ  каждому  эле- 
менту равенство  (1182)  и  суммируя,  по- 
лучаемъ  въ  правой  части  удвоенную  сумму 
напряжешй  вс*хъ  вихревыхъ  нитей,  про- 
ходящихъ  внутри  контура  $,  а  въ  л*вой 
части  сумму  циркулящй  по  вс1шъ  эле- 
ментамъ  данной  области.  Но  эта  послед- 
няя сумма  сводится  къ  циркуляцш  толь- 
Фиг.  258.  ко  по  лин*и  5»  потому-что  на  каждой  ли- 
ши, разграничивающей  два  элемента  об- 
ласти, въ  выраженш  циркулящй  будутъ  получаться  элементы  попарно  рав- 
ные, но  съ  противуположными  знаками,  сообразно  со  знакомъ  соз  (к\  гё$). 
Такимъ  образомъ  пропадутъ  вс*  члены  кром*  гЬхъ,  которые  соотв*т- 
ствуютъ  внЬшней  границ*;  а  эти  посл*дше  дадутъ  циркуляцию  по  всей 
лиши  5.  Итакъ 

с  =  2Ешо.  (1183) 

Такъ  какъ  о  есть  площадь  ноперечнаго  с*чешя  вихревой  нити,  то. 
означая  черезъ  п  направлеше  нормали  къ  поверхности,  которой  5  слу- 
жить контуромъ,  можно,  при  опред*ленномъ  выбор*  между  двумя  напра- 
влешями  этой  нормали  для  каждаго  элемента  д,8  поверхности,  наппсаты 

о  =  в.8  соз  (и.  со), 
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§  032,  ф.  1185. 


а.  поэтому 


с  =  /  к  соз  (к,  ск)  *  =  2  /  <*>  сов  (п,  о>)  ей,  (1184) 


гд'Ь  второй  интегралъ  ваять  по  области,  ограниченной  литею  е. 

3.  647.  Доказать  теорему  Стокса  непосредственно  въ  примЬненш  въ  твер- 
дому тЪлу,  основываясь  на  его  кинематическихъ  свойствахъ. 

3.  648.  Сделать  то  же  самое  по  отношешю  къ  однородно-измъняемому  тйлу 
(см.  задачу  646). 

632.  Услов1е  существования   поверхностей,  ортогональныхъ  къ  лнжягь 

тока.  Если  скорости  им-Ьютъ  потенщальную  функщю,  то  существуютъ  по- 
верхности 

ф  =  пост., 

къ  которымъ  линш  тока  нормальны  (§  622).  Поверхности,  пересЬкающш 
какую-либо  систему  линШ  подъ  прямымъ  угломъ,  называются  по  отноше- 
шю  къ  нимъ   ортогональными. 

Спрашивается,  каково  самое  общее  .'"•.. 

услов1е    существовашя    поверхно- 
стей,   ОрТОГОНаЛЬНЫХЪ  КЪ  ЛИН1ЯМЪ 

тока.  Предварительно  зам'Ьтимъ, 
что  таюя  поверхности  далеко  не 
всегда  могутъ  существовать.  Чтобы 
это  показать,  возьмемъ  какую-ни- 
будь струю,  ограниченную  лишями 
тока,  проходящими  черезъ  замкну- 
тую линш  5.  На  поверхности  струи, 
на  лиши  тока  I  (фиг.  259),  возь- 
мемъ произвольную  точку  а  и  отъ 
нея  проведемъ  по  поверхности 
струи  линш  айсЪ,  пересекающую 
всЬ  лиши  тока  подъ  прямымъ 
угломъ.  Обойдя  вокругъ  струи  и 
придя  къ  первоначальной  линш  тока,  I,  мы  или  вернемся  къ  точки  а, 
или  встр-Ьтимъ  лишю  I  въ  другой  точки,  Ь.  Очевидно,  что  въ  посл'Ьднемъ 
случай  не  существуетъ  поверхности,  проходящей  черезъ  точку  а  и  орто- 
гональной къ  лишямъ  тока;  въ  иервомъ  же  случае  она  существуетъ.  Итакъ, 
для  ея  существован1я  требуется,  чтобы 


Фиг.  259. 


аЬ  =  0. 


(1185) 


Чтобы  это  услов1е  выразить  аналитически,  опред'Ьлимъ  циркулящю  с 
скорости  по  замкнутой  линш  аЬеЛа\  такъ  какъ  для  всЬхъ  элементовъ  этой 
лиши  сов  (к,  из)  =  0,  а  для  аЬ  этотъ  косинусъ  равенъ  единице  то 

с  =  к.аЪ. 
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Но  по  формул*  Стокса 

с  =  2шо, 

гд*  о  площадь  поперечнаго  сЬчешя   вихревой   нити,  проходящей  внутрв 

контура  аЬсЛа.  Означая   черезъ  5  площадь   поперечнаго   сЬчешя  струи. 

им*емъ: 

о  =  8  сов  (А;,  <о), 

и  услов1е  (1185)  приводится  къ  условш 

О)  соз  (А,  <о)  =  О, 

которое,  такъ  какъ  скорость  к  не  равна  нулю,  можно  заменить  сгЬду^- 
щимъ: 

или,  по  формуламъ  Коши: 

/  дю        ду\  I  ди       дм\  I  &       &и\ 

Лъ-*)+Лж- *)-*-"[<*- <») =°-   (1,51:' 

Отсюда  мы  видимъ  между  прочимъ,  что  существоваше  потенщала  ско- 
ростей не  есть  необходимое  услов1е  для  существовашя  поверхностей,  орг- 
гональныхъ  къ  лин1ямъ  тока. 

633.  Обобщеше  предыдущаго  результата.  Услов1е  (1186)  приложим:* 
ко  всякой  системе  лиши,  опред*ляемыхъ  дифференщальными  уравне- 
шями  вида 

«  =  *д  =  «>  (П<) 

и  V  XV 

независимо  отъ  того,  какой  механическШ  и  геометрически  смыслъ  им*ютъ 
функщи  и,  V,  го.  Действительно,  понятие  о  вихревыхъ  лишяхъ  какъ  га- 
кихъ,  который  определяются  дифференщальными  уравнешями  вида: 

(К  Лт(  ^ 


дю       до        ди       &ю        до        ди 
~&ц~~д%       ^  ~~  Ж       ~д1~&ч 

а  также  и  понят1е  о  циркулящи  какъ  объ  интеграл* 

/  к  со8  (4,  <к)  Лз  =  I  (и  <К  -*-  V  (1г\  -+■  ю  (1±) 

могутъ  быть  разсматриваемы  въ  прим*нети  къ  какимъ  угодно  функцшъ 
и,  V,  ю.  Поэтому  услов1е  (1186)  можно  разсматривать  какъ  анали- 
тическое выражеюе  геометрическаго  услов1я  существовали  по- 
верхностей, ортогональныхъ  къ  систем*  лин1Й,  определяемых* 
уравнеюями  (1187). 

Въ  частности,  заменяя  и,  о,  ю  функщями  Е,  Н,  2,  определяющими 
проекцш  на  осяхъ  координатъ  какой-либо  силы,  которой  величина  и  аа- 
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правлеше  зависать  отъ  положены  ея  точки  приложетя,  приходимъ  къ  за- 
ключенно, что  условхе 

"(3-?М*-§И(*-чН  <»*> 

есть  услов1в  существовали  поверхностей,  ортогональныхъ  къ 
силовымъ  лин1ямъ  (§  272).  Мы  видимъ,  что  для  существовашя  та- 
кихъ  поверхностей  н'Ьтъ  необходимости,  чтобы  силы  имели  потенщальную 
функщю. 

Услов1я  для  скоростей  на  грашщахъ  измйняемаго  т$ла. 

634.  Скорости  точекъ,  находящихся  на  поверхностяхъ,  ограничиваю- 
щихъ  изменяемое  тело,  удовлетворяютъ  н-Ькоторымъ  услов1ямъ,  которыя 
нужно  принимать  во  внимаше  во  всякомъ  вопрос*  механики  измЪняемаго 
т*Ьла.  За  основаше  примемъ  следующее  положеше:  Въ  движеши  изме- 
няема™ тела,  сл-Ьдующемъ  закону  неразрывности  матер1и, 
точки,  которыя  въ  какомъ-нибудь  положенги  тела,  находятся  на 
ограничивающей  его  поверхности,  постоянно  на  ней  и  остаются. 
Для  пояснешя  этого  представимъ  себе  въ  какомъ-нибудь  положети  гЬла 
безконечно-малый  шаръ,  принадлежапцй  этому  гЬлу  и  постоянно  касаю- 
щШся  его  поверхности.  После  некотораго  перемЬщен1я  гЬла  этотъ  шаръ 
обратится  въ  эллипсоидъ,  а  центръ  его  станетъ  центромъ  эллипсоида 
(§  607);  онъ  поэтому  не  можетъ  придти  на  поверхность  тела.  Отсюда 
сл-Ьдуеть,  что  никакая  точка,  находящаяся  внутри  тела,  не  можетъ,  при 
неразрывности  матерш  посл^дняго,  придти  на  его  поверхность.  Обратно, 
точка  М,  находящаяся  на  поверхности  тела,  не  можетъ  войти  внутрь  его; 
потому-что,  если  бы  это  случилось,  то  при  обратномъ  движенш,  когда  вей 
точки  возвратятся  въ  свои  первоначальный  положешя,  точка  М  возвра- 
тилась бы  на  поверхность  гЬла.  А  это,  по  предыдущему  невозможно. 

Выразимъ  вышеприведенное  положеше  аналитически.  Пусть  будетъ 

*■(*,  Ч,  С,  0  =  0  (1189) 

уравнеше  одной  изъ  поверхностей,  огранич^вающихъ  изменяемое  тело. 
Здесь  входить  *,  потому-что  видъ  и  положеше  поверхности  могутъ  съ  те- 
чешемъ  времени  изменяться.  По  нрошествш  времени  А/  точка  (?,  тг),  ^) 
переходить  въ  положеше  (5-ч-Д*,  т)-+-Ат|,  С-нД^)  на  изменившейся  по- 
верхности, такъ-что  координаты  этой  точки  удовлетворяютъ  условш: 

Р  (6  ч-  Д5,  ч  -+-  Дт),  5  ч-  АС,  *-+-  А/)  =  0. 

Вычитая  отсюда  выражеше  (1189),  деля  на  А*  и  переходя  къ  пре- 
делу, находимы 

6Р  д\       дР  &г±       дР  Я       дР  _ 

о\    Ы^~  дг1    Ы  *~  д^    д!  "*"  дЬ  ~ 
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или 

дР  дР  дР  дР       Л  „,ЛЛ 

-ггм-ь         17-4-1^ +==о  (1190) 

0$  0ТГ)  <*»  ()*  Ч 

Геометрически  смыслъ  этого  услов1я  намъ  извйстенъ  изъ  §  299;  его  можно 

такъ  представить: 

1    дР 
ксо8(к,п)=—-  —  ,  (119П 

гд4,  сообразно  съ  гЬмъ  или  другимъ  направлешемъ  нормали  О): 

Въ  частности,  если  поверхность  (1189)  неподвижна,  мы  получаемъ 
очевидное  услов1е 

сов  (&,  п)  =  0. 

Если  два  изменяемы»  тЬла,  напримЬръ  дв*  жидкости,  прикасаются 
другъ-къ-другу  по  поверхности  (1189),  не  смешиваясь  между  собою,  то 
дв*  смежныя  частицы  ихъ,  М  и  М\  лежапця  на  этой  поверхности  раз- 
дала, могутъ  им-Ьть  различный  скорости;  такъ-что  функщи  щ  «?,  ю  при 
переход*  изъ  одного  тЬла  въ  другое  могутъ  претерпевать  разрывъ;  но 
при  этомъ  скорости  частицъ  М  и  М'  должны  всетаки  удовлетворять  усло- 
В1Ю,  выражающему,  что  эти  частицы  прилегаютъ  къ  одной  общей  поверх- 
ности. Итакъ,  для  точки  М  имйемъ  условие  (1190),  а  для  точки  М*  по- 

добное-же: 

дР  ,      дР  ,      дР    ,      дР      л 
д*  дг\  дъ  дЬ 

Вычитая,  находимъ: 

дР  дР  дР 

~{и—и')  ч-^  (V  -  «0  +  ^?  ("  —  **)  =  0.  (П92) 

ГеометрическШ  смыслъ  этого  услов1я  тотъ,  что 
к  сов  (к,  п)  —  к1  соз  (к',  п)  =  О, 

т.  е.  проекц1я  относительной  скорости  А;  —  к'  точекъ  Ж  и  Ж'  на 
нормаль  къ  поверхности  раздала  равна  нулю. 

3.  649.  Въ  жидкости  двигается  поступательно  твердый  шаръ,  причемъ  его 
центръ  остается  на  оси  ($).  Выразить  услов1е  для  скоростей  частицъ  жидкости, 
прилегающихъ  къ  поверхности  этого  шара.  Отв.:  Бели  уравнея1е  шара: 

то  услов1е  (1190)  даетъ: 

15  -/(*)]  «•  •+-  -V  +  С«  =  I?  -/(*)]  ^ 
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§  635,  ф.  1195. 


Ускорешя  въ  двиасенш  измйняемаго  тЬда. 

635.  06Щ1Я  формулы.  Следуя  принятому  нами  порядку  изложешя  ки- 
нематики, мы  должны  были  бы  перейти  къ  изучешю  ускорешй.  Но  для 
гидродинамики,  какъ  и  для  теорш  упругости  подробное  изучеше  "этого 
вопроса  существеннаго  значешя  не  им'Ьетъ;  мы  ограничимся  поэтому  только 
основными  формулами,  которыя  будутъ  дальше  им'Ьть  приложеше. 

Проекцш  ускорешя  какой-либо  точки  измЪняемаго  гЬла  можно  соста- 
влять, исходя  или  изъ  основныхъ  уравнешй  движения  (1111)  или  изъ 
формулъ  (1133)  для  и,  V,  га.  Въ  первомъ  случа*  им4емъ: 


дЧ 
"5  е**' 


д^ 


^Ч-  дР* 


Шг  = 


д% 

д1'2  ' 


(1194) 


гдЬ  стоять  знаки  частныхъ  производныхъ,  потому-что  Е,  ч,  ^  зависятъ 
еще  и  отъ  х,  у,  г.  Во  второмъ  случай,  такъ  какъ  щ  V,  го  разсмотри- 
ваются  какъ  функцш  отъ  I  и  отъ  6,  т),  С,  а  послйдшя  переменный  суть 
сами  функщи  отъ  *,  имйемь: 

ди        ди  дЬ        ди   дт\    ш    ди  д^  ^ 


(1195) 


"\= 

д*  ' 

+-* 

"л4" 

&ц 

^- 

Я 

= 

ди 

-+-  и 

ди 
0; 

ди 

-ыо 

ди 

и?    = 

ду 
61 

-ь-  и 

д» 
*1 

-+-Ю 

дг 

дС 

№г  = 

дго 
~д% 

-+-  и 

дго 

дю 

+  № 

ди> 
Ж' 

Для  этого  случая  опред'Ьлеше  ускоренШ  требуетъ  впрочемъ  н*котораго 
разъяснешя.  Обратимся  къ  основному  опредЬлешю  ускорешя,  какъ  геоме- 
трической производной  скорости  и  составимъ  выражения  для  проекщй  на 
координатныхъ  осяхъ  геометрическаго  приращешя  скорости.  Точка,  зани- 
мающая въ  моментъ  I  положете  (?,  тг),  С)  и  имеющая  скорость  к  (щ  «,  ш), 
получаетъ  во  время  А*  перем-Ьщеше.  имеющее  своими  проекщями 

иЫ,     #Д0,     гоЫ, 

и  приходить  въ  положеше,  определяемое  координатами 

6'  =  I  -+-  иМ9     т|'  =  т]  ч-  гЫ,     С  =  С  ■+-  гоМ, 

Это  точка  им'Ьетъ  поэтому  въ  моментъ  1-ъ-Ы  скорость  к\  определяемую 
слагаезгами:    и,  _  и  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  г  ^  д^ 

V1  =  V  (5  -н  иД/,  т]  -4-  гД*,  С  -+-  юМ,  1>  -+■  Д*)> 
юг  =  гс;  (&  -4-  мД*,  ^  ч-  #ДЛ  ^  -+-  мД*,  *  -+■  А*). 
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и'  —  и 


Всл,Ьдств1е  этого  для  проекщй  геометрического  приращешя  к'— к  находит»: 

ди 

дг 


&и     к*      ди     а,       ди      а. 


д*>     кл      ^     А.       дю      А. 

д*  дт)  дЦ 


ДГ 


дм?     .,      ди;    Ал      дго      Ал       дм;  .  . 
м  —ю=    „  мД/-ь  — —  «ш-*-  -<♦.-  м?Д*  -+-  -т^-  ш  -*-..-  • 
д;  дтг]  д^  д* 

откуда  и  видно,  что  для  проекщй  ускоретя  формулы 

и'  —  и  V1  —  V  ,.     и? — #г 

действительно  приводить  къ  выражешямъ  (1195). 

636.  Ускореш'е  въ  случа*  существовала  потенщала  скоростей.    Есд 

существуетъ  такая  функщя  у  (5,  ц,  ^,  0»  что 


д? 
~дГ 


дф 


д<р 


дтг]  дь 


то  формулы  (1195)  получаютъ  агЬдуюпцй  видъ: 

__  д2ср        д2^    д^р       д2^     дф        д2<р     д^р 


6  ~  дШ  ~*~  дЕ3    д?  "*"  <Ь)д*    дт)  """ дДО   д^ 
дер     1/дф\2    1/М*    1/^?\21 

и- 


^ 

^ 


—  дЦдГ 
_  _д_  I  д<р 


(119г1) 


ГЛАВА   XXII. 

Гидростатика. 

Идеальная  жидкость  и  д*йствующ1я  на  нее  внйштя  силы 

637.  Идеальная  жидкость.  Подобно  тому  какъ  въ  механик*  твердая 
гЬла  мы,  для  упрощешя  изелйдоваюя,  это  гЬло  предполагали  абсолют*, 
идеально  неизм'Ьняемымъ,   мы  и  въ  механик*  жидкости  упростимъ  нашу 
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задачу,  зам*нивъ  жидкости,  действительно  существуюпия  въ  природ*, 
жидкостью  идеальною,  къ  которой  существуюпия  жидкости  могутъ 
приближаться  въ  большей  или  меньшей  степени.  Всякая  жидкость  под- 
вержена, кром*  вн*шнихъ  силъ,  д*йствующихъ  на  ея  массу  и  на  ея 
поверхность,  еще  силамъ  внутреннимъ,  происхоадете  которыхъ  двоя- 
кое: 1)  он*  зависятъ  отъ  физическихъ  свойствъ  самой  жидкости  и  2)  он* 
развиваются  отъ  д*йсшя  вн*шнихъ  силъ  и  соотв*тствуютъ  сопротивле- 
Н1ямъ  связей,  которыя  мы  разсматриваемъ  во  всякой  систем*  матер1аль- 
ныхъ  точекъ.  Между  внутренними  силами,  зависящими  отъ  физическихъ 
свойствъ  жидкости,  обыкновенно  различаются:  а)  силы  сц*плен1я  и 
взаимнаго  притяжешя  между  частицами  и  Ь)  трен!е.  Силы  сц'Ьилешя  про- 
являются въ  такъ  называемыхъ  каииллярныхъ  явлешяхъ,  а  силы  трен1я 
обнаруживаются  главнымъ  образомъ  въ  вид*  вязкости,  тягучести.  Опытъ 
показываетъ,  что  даже  въ  самой  подвижной  жидкости  существуютъ  эти 
оба  вида  внутреннихъ  сопротивлений,  хотя  он*  могутъ  проявляться  и  въ 
слабой  степени.  Мы  сд*лаемъ  весьма  существенное  упрощеше  задачи 
гидростатики,  предположивъ,  что  внутреншя  силы  этого  рода  отсутствуютъ. 
Въ  такомъ  предположена!  мы  будемъ  называть  жидкость  идеальною 
или  совершенною. 

Силы  же  второго  рода  являются  въ  жидкости  въ  вид*  взаимныхъ 
давленШ  между  частицами  и  называются,  въ  случа*  равнов*с1я  жидкости, 
гидростатическими  давлен1ями. 

638.  Вн*шн1Я  силы,  зависящая  отъ  шассы.  Пусть  будетъ  (  сила,  дей- 
ствующая на  безконечно-малую  частицу  жидкости,  им*ющую  массу  т. 
Такъ  какъ  сила,  д*йствующая  на  массу  конечной  величины,  конечна,  то 
вообще  говоря  (иж  безконечно-малыя  одного  и  того  же  порядка,  и  отно- 
шеше  /*  къ  т — величина  конечная.  Условимся  называть 

/' 
Р=Ит.—  (1197) 

силою,  расчитанною  на  единицу  массы,  или  силою,  отнесенною 
къ  единиц*  массы. 

Переходъ  къ  предЬлу  мы  будемъ  зд*сь  понимать  сл*дующимъ  образомъ. 
Внутри  частицы  т  возьмемъ  какую-нибудь  точку  М  и  будемъ  уменьшать 
частицу  т  такъ,  чтобы  точка  М  оставалась  въ  ней  заключенною.  На- 
писанный выше  предЬлъ  даетъ  то  значеше  отношешя  /'  къ  т,  которое 
при  этомъ  получается,  когда  т  стремится  къ  нулю.  Каждой  точк*  жид- 
кости будетъ  такимъ  образомъ  соответствовать  опред*ленное  значеше 
ноображаемой  силы  Р. 

Легко  вид*ть,  что  эта  сила,  если  пренебрегать  безконечно-малою  выс- 
шаго  порядка,  равна  тому  ускорешю,  которое  сила  /*  сообщила  бы  ча- 
стиц* пг,  если  бы  эта  посл*дняя  была  свободна. 
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Силу  Р  мы  будемъ  изображать  въ  вид*  вектора,  и*гЬющаго  направле- 
те  действительной  силы  /!  а  началомъ  этого  вектора  будемъ  считать 
точку  Ж,  которою  определяется  подожеше  частицы  т.  Пусть  будутъ  /^.  /*г  /* 
проекцш  на  координатныхъ  осяхъ  силы  /*,  а  X,  Г",  2 — проекцш  силы  Г. 
Тогда  на  основанш  сказаннаго: 

Х  =  1гт.^,     У=1гт.^,     2=Ит.^-.  (1198» 

ж  т  т  к 

Съ  переходомъ  отъ  одной  частицы  жидкости  къ  другой  сила  I1  вообще 
говоря  меняется  по  величин*  и  по  направлешю;  поэтому  следу  етъ  X,  У,  2 
разсматривать  какъ  функщи  координатъ. 

Пусть  будетъ  р  средняя  плотность  частицы  т  или,  какъ  можно  ска- 
зать, пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ,  плотность  въ 
точк*,  положешемъ  которой  определяется  положете  частицы  т.  Эта  плот- 
ность, въ  положенш  равновес1я  жидкости  является  тоже  функщею  коор- 
динатъ. Можно  написать: 

т  =  рЛГ,  (1199) 

где  А  Г  объемъ  частицы  ж,  и  можно  сказать,  что 

[2г-р  =  кт.  —  (1200) 

есть  сила,  действующая  на  частицу  ж  но  расчитанная  на  единицу 
объема  или  сила,  отнесенная  къ  единице  объема.  Проекцш  этой 
силы  на  осяхъ  координатъ: 

Хр,   Гр,  29.  (1201) 

Пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ,  можно  написать: 
/.  =  ХрЛГ,     Г,  =  ?№,     Гш  =  2?Ы.  (1202 ) 

639.  Внешнее  давлеше.  Чтобы  выражать  внешнее  давлеше,  действую- 
щее на  границахъ  жидкости,  заметимъ  опять,  что  результатъ  дЬйств1*я 
давлешя  на  область  этой  границы,  имеющую  конечные  размеры,  выра- 
жается конечными  числами;  поэтому  давлеше  <?  на  элементъ  Д5  этой 
области  одного  съ  этимъ  элементомъ  порядка  малости.  Будемъ  называть: 

9  =  1{т-Ъ8  <1203) 

давлен1емъ,  отнесеннымъ  къ  единице  площади,  и  условимся,  изо- 
бражать эту  воображаемую  силу  д  векторомъ,  имеющимъ  направлеше 
силы  (?,  а  точкою  приложешя  ту  точку,  которая  определяетъ  собою  поло- 
жеше  элемента  Л5.  Если  означить  черезъ  (^х,  (?уУ  ($ъ  проекщи  на  осяхъ 
координатъ  силы  (^,  а  черезъ  дх,  дг  д% — силы  </,  то  можно  написать: 

дт  =  Цт.  ||,    ду  =  Ит.  Ц,    9ш  =  Ит.  &  .  (1204 » 

Понятно,  что  вообще  говоря  фх,  ф,,  (}л  суть  функщи  координатъ. 
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Пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ,  можно  написать: 

в,  =  ?>8,     «,  =  «^5,     Я.  =  ЯА8.  (1205) 

3.  650.  Выразить  силу  тяжести,  действующую  на  жидкость  и  отнесенную 
къ  единице  массы  или  къ  единице  объема.  Отв.:  д  и  до. 


3.  651.  То  же  сделать   для  Ньютоновой  силы  притяжетя.    Отв.: 


I  и    га   » 


где  г — разстояше  частицы  жидкости  отъ  центра  притяжетя,  а  х— сила,  дей- 
ствующая на  единицу  массы  на  единице  разстоян1я. 

3.  652.  Жидкость  находится  въ  среди,  вращающейся  съ  постоянною  угло- 
вою скоростью  со  около  оси  постояннаго  направленна  Определить  действую- 
щую на  жидкость  центробежную  силу,  отнесенную  къ  единице  массы  или 
къ  единице  объема.  Отв.:  соаг  или  со3рг,  где  г — разстояпге  частицы  жидкости 
отъ  оси  вращен1Я. 

3.  653.  На  поверхности  несжимаемой  жидкости  действуетъ  одинаковое 
во  всехъ  точкахъ  давлеше  газа  съ  силою  въ  «п  атмосферъ».  Определить  да- 
влеше,  отнесенное  къ  единице  площади.  Отв.:  Известно,  что  атмосферное 
давлеше  на  одинъ  квадратный  сантиметръ,  соответствующее  высоте  барометра 
въ  760  милиметровъ,  измеряется  1033  весовыми  граммами;  поэтому  1033  п  весо- 
выхъ  граммовъ  и  будетъ  искомое  давлеше,  действующее  на  всякш  безконечно- 
малый  элементъ  поверхности,  но  отнесенное  къ  единице  площади. 

Гидростатическое  давлеше. 

640.  ОпредЪлеже.  Когда  идеальная  жидкость,  при  дЪйствш  на  нее 
внЬшнихъ  силъ,  находится  въ  поко*,  тогда  каждая  частица  ея  испыты- 
ваете» давлеше  окружающихъ  ее  частицъ, 
которое  называется  гидростатическимъ 
давлешемъ.  Для  выяснешя  этого  понят1я 
и  для  изагЬрен1я  этой  силы  проведемъ 
мысленно  внутри  жидкости,  находящейся 
въ  равнов"Ьсш.  произвольную  поверх- 
ность ЛВ,  разделяющую  жидкость  на 
дв-Ь  части  I  и  II  (фиг.  260).  Если  часть  II 
удалить,  то  вообще  говоря  равнов'Ьые 
I  части  нарушится.  Чтобы  ее  удержать 
въ  равнов-Ьсш,  нужно  во  всЬхъ  безко- 
нечномалыхъ  эдементахъ  поверхности 
ЛВ  приложить  некоторый  силы,  которыя 
производили  бы  то  же  давлеше,  какое 

производила  раньше  II  часть  жидкости  на  I  часть.  Эти  силы  и  предста- 
вляюсь собою  гидростатически  давлен1я,  которыя  дгЬйствуютъ  между 
частицами  жидкости  I  и  жидкости  II,  лежащими  у  поверхности  раздЬла. 

Такое  представлеше  вполне  аналогично  представленш  о  сопротивле- 
шяхъ  связей  въ  какой-нибудь  систем*  матер1альныхъ  точекъ,  гдЬ  эти 
соиротивлешя  разсматрнваются  какъ  силы,   которыя  нужно  присоединить 
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къ  вн'Ьшнимъ    силамъ,    чтобы,   устранивъ  связи,    сохранить    равнов-Ьспе 
системы. 

Такъ  какъ  жидкость  предполагается  идеальною,  то  во  всЪхъ  эле- 
ментахъ  поверхности  ЛБ  гидростатическое  давление  нужно 
считать  къ  нимъ  нормальны мъ.  Если  бы  давлеше  не  было  нормаль- 
ными то  его  слагаемая  въ  касательной  плоскости  произвела  бы  перем*- 
щен1е  частицъ  вдоль  поверхности  АВ,  такъ  какъ  въ  идеальной  жидкости 
атому  не  могло  бы  препятствовать  ни  треше  ни  сц'Ьплете  между  части- 
цами. Но  такое  перем'Ьщете  противоречить  предположению,  что  гидро- 
статичесшя  давлен1я  суть  силы,  удерживаюгщя  часть  I  жидкости  въ  рав- 
новйсш. 

Пусть  будетъ  о  элементъ  поверхности  АВ  и  Р  действующее  на  этомъ 
элемент*  гидростатическое  давлеше.  Будемъ  называть 

р  =  Ът.  —  (12061 

гидростатическимъ  давлешемъ,  отнесеннымъ  къ  единиц*  по- 
верхности и  приложеннымъ  въ  одной  изъ  точекъ  элемента  а. 
Переходъ  къ  предЬлу  понимается  зд*сь  подобнымъ  же  образомъ,  какъ 
въ  §  638;  т.  е.  въ  площадкЬ  о  берется  произвольная  точка,  и  уменыпе- 
те  площади  производится  такимъ  образомъ,  чтобы  эта  точка  постоянно 
оставалась  въ  ней  заключенною.  Получаемый  при  этимъ  предЬлъ  предста- 
вляетъ  тогда  значете  гидростатическаго  давлен1я  въ  этой  точк*. 

Пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ,  можно  написать: 

Р  =  р<з.  (1207) 

64-1.  Независимость  гидростатическаго  давления  отъ  направлен!*  мо- 
щадии.  Черезъ  какую-нибудь  точку  внутри  жидкости  можно  провести  без- 
численное  множество  различныхъ  поверхностей  разд'Ьла;  поэтому  въ  той  же 
самой  точки  можно  представить  себ'Ь  гидростатическое  давлеше  дЬйствую- 
щимъ  по  всевозможнымъ  направлен1ямъ. 

Теорема.  Во  всякой  точки  идеальной  жидкости  величина  отне- 
сеннаго  къ  единиц*  поверхности  гидростатическаго  давлешя 
не  зависитъ  отъ  направлешя  нормали  къ  проводимой  черезъ 
эту  точку  поверхности  раздала. 

Для  доказательства  воспользуемся  принципомъ  отвердЬвашя,  къ  кото- 
рому мы  уже  не  разъ  прибегали  въ  механик*  (§  408).  Прилагая  этотъ 
принципъ  къ  идеальной  жидкости,  мы  можемъ  сказать:  равнов*Ьс1е  не  на- 
рушится, если  какая-нибудь  произвольно  взятая  часть  ея  отверд'Ьеть,  со- 
хранивъ  во  всЬхъ  своихъ  точкахъ  прежшя  значен1я  плотности.  Принявъ 
это,  мы  можемъ  къ  отверд-Ьйшей  части  приложить  услов1я  равнов-Ьш  не- 
изменяема™ гЬла.  ВыдЬлимъ  цилиндръ  или  призму  съ  произвольнымъ 
поперечнымъ   с-Ьчешемъ  о0   и    съ  образующими,    параллельными  оси  (» 
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(фиг.  261).  Одно  основаше  цилиндра,  А0,  возьмемъ  параллельнымъ  пло- 
скости {уг)  на  разстоянш  (х0)  отъ  этой  плоскости,  другое  основаше,  Л, 
съ  площадью  о,  возьмемъ  наклоннымъ  къ  плоскости  {уг)  подъ  угломъ  а; 
за  высоту  к  цилиндра,  счи- 


п 

л]  —      у^ 


таемую  конечною,  примемъ 

разстояше   какой   нибудь 

точки     этого     ПОСЛЕДНЕГО 

с4чешя  отъ  перваго.  На- 

пишемъ  услов1е,  что   въ 

случае  равнов*Ьс1я  сумма 

проекщй  всйхъ  д4йствую- 

щихъ  на  цилиндръ  силъ 

на  оси  (х)  равна  нулю.  За 

элемента  объема  цилиндра 

можно  принять  оАг,  а  за 

элементъ  массы  роАг.  Означая  черезъ  ])0  и  р  средшя  гидростатичесюя 

давлен1я  на  концахъ  цилиндра,  за  которыя  можно  принять  давлешя  въ 

точкахъ,  лежащихъ  на  одной  прямой,  параллельной  оси  (я),  и  принимая 

во  внимаше,  что  давлен1я  на  боковую  поверхность  цилиндра  во  всЬхъ 

ея  точкахъ  перпендикулярны  къ  оси  (х),  находимъ: 

'  Ро°о  —  Р°  С08  в  =  0. 


Фиг.  261. 


о/   ХФ 


Отсюда,  такъ  какъ  о  сов  а  =  о0,  иолучаемъ: 

р  =  р0-+-    /*  Хре&г.  (1208) 

«о 

Это  и  показываетъ,  что  отнесенное  къ  единиц*  площади  гидростатическое 
давлеше  въточк*Ь  А  не  зависитъ  отъ  угла  наклонешя  площадки  о  къ  оси  (х). 

Нужно  помнить,  что  р,  им*я  въ  данной  точк*  определенное  значеше, 
меняется  съ  переходомъ  отъ  одной  точки  жидкости  къ  другой.  Гидро- 
статическое давлеюе  представляется  функщею  координатъ  той 
точки,  для  которой  оно  расматривается. 

Усдовш  равновФсш  жидкости. 

642.  Основныя  уравнешя  гидростатики.  ВыдЬлимъ  внутри  жидкости,  на- 
ходящейся въ  равновМи,  произвольную  часть,  ограниченную  замкнутою 
поверхностью  5,  и,  пользуясь  принципомъ  отверд*вашя  (§  408),  прило- 
жимъ  къ  этой  части  первыя  три  услов1я  равнов*Ьс1я  твердаго  тЬла.  Первое 
изъ  вйхъ  можно  написать  такъ: 


/*Хр</Г-«-  Г  р  соз  (р,  х)  Л8  =  0,  (1209) 
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где  первый  интеградъ  распространяется  на  выделенный  объемъ,  а  вто- 
рой—  на  ограничивающую  его  поверхность.  Преобразуемъ  второй  инте- 
градъ по  формул*  (1158),  что  можно  сделать,  ибо  р  нормально  къ  по- 
верхности: -  „  . 

/  р  сов  (р,  х)  аз  =  —  /  Ц  аг; 

тогда  услов1е  (1209)  получаетъ  видъ: 

/(хр-|)йг=°-  <1210» 

Такъ  какъ  такое  услов1е  существуетъ  для  всякаго  произвольно  взятаго 
внутри  жидкости  объема,  то  каждый  элементъ  интеграла  (1210)  въ  отдель- 
ности долженъ  равняться  нулю.  Применяя  подобнымъ  же  образомъ  второе 
и  третье  услов1я  равнов*Ьс1я  твердаго  тела,  мы  получаемъ  сл-Ьдуюпця  за- 
висимости: л„ 

02  Г 

Это— основныя  уравненгя  годростатики. 

3.  654.  Показать,  что  остальныя  услов!я  равновесия  твердаго  тъла  не  даютъ 
новыхъ  зависимостей  для  гидростатики.  Отв.:  Условге  для  статическихъ  мо 
ментовъ 

/  (у  Я  —  гТ)  р<*  V  -+-    /  [ур  сов  {р,  г)  —  грсов  (/>,  у)]  Д5  =  О, 
преобразованное  по  формуламъ  (1160),  приводится  къ  условно 

/•['(*-©-(•>-©]"'=• 

и  удовлетворяется  тождественно  па  основанш  зависимостей  (1211). 

3.  656.  Вывести  зависимости  (1211),  выражая  услов!я  равновъс1я  параллеле- 
пипеда съ  ребрами  их,  й,уу  йг,  параллельными  координатныхъ  осямъ.  При  рЪ- 
шенги  нужно  принять  во  внимаше,  что  гидростатическая  давлетя  на  грани, 
перпендикулярный  къ  оси  (х),  выражаются  слвдующимъ  образомъ: 


и  т.  д. 


^  Луйе   и   (р  ч-  ^Ох)  Луди, 


643.  УслоЕне  для  вн*кшнихъ  сиаъ,  необходимое  для  равновЪЫя  жидкости. 

Когда  жидкость  находится  въ  равновесш,  то:  1)  въ  каждой  точки  жид- 
кости плотность  имЬетъ  определенное  значеше,  2)  въ  каждой  точк*  жид- 
кости давлеше  тоже  им^етъ  определенную  величину;  3)  жидкость  огра- 
ничена   поверхностями,  имеющими  определенную  форму  и  занимающими 
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определенное  положея1е.  Итакъ,  вопросъ  о  равновЪсш  жидкости  будетъ 
р-Ъшенъ,  если  р  и  р  будутъ  найдены  какъ  функщи  координатъ  и  если 
будутъ  найдены  уравнешя  поверхностей,  ограничивающихъ  жидкость. 
Обращаясь  для  р'Ьшешя  перваго  изъ  этихъ  вопросовъ  къ  уравнешямъ 
(1121),  едЬлаемъ  следующее  преобразовате: 

др 


дх 


их- 


|?у+^=р№- 


Уйун-2&). 


Это  равенство  можегь  быть  такъ  представлено: 

йр  =  р  Р  соз  (Р,  <&)  Лз; 


(1212) 


(1213) 


и  тогда  оно  показываетъ,  что  изагЬнете  давлешя  при  переход*  огь  одной 
точки  къ  другой,  къ  ней  безконечно-близкой,  равно  произведешю  плот- 
ности на  разстояше  между  точками  и  на  проекщю  силы  на  прямую, 
соединяющую  об!  точки. 

Въ  частности,  если  переходить  по  направленно,  перпендикулярному 
къ  сил*,  то  давлеше  не  изменяется. 

Такъ  какъ  первая  часть  равенства  (1212)  есть  полный  дифференщалъ, 
то  и  вторая  часть  въ  случае  равновМя  должна  быть  полнымъ  диффе- 
ренщаломъ.  Это  требоваше  выражается  равенствами: 

д  (рГ)       д  (Р2) 


дг 
д(Р2) 


ду 


О, 


дх 
д\рХ) 


д-Ш  =  о, 


дг 
д(рТ) 


ду 


дх 


=  0, 


(1214) 


которыя  должны  выполняться  при  всякихъ  значетяхъ  координатъ  внутри 
жидкости.  Изъ  нихъ  вытекаетъ  услов1е,  которому  должны  удовлетворять 
внЬштя  силы,  чтобы  было  возможно  равнов^ые,  и  также  условге  для  р 
какъ  функщи  координатъ.  Выполняя  дифференцировашя,  напишемъ: 


/ 


дУ      д2^ 


г 


йр 

дг 

*.. 
дх 


■2*=  О, 
ду 


-**  =  <>, 


ду  дх 


(1215) 


Умноживъ    8ТИ 
получаемъ: 

X 


д2\ 
\дг        ду)' 

?\дх        дг) 

9\ду       дх)' 

уравнешя   соответственно  на  X,  У,  X  и  сложивъ  ихъ, 


у  дг        ду  I  \дх        дг  1 


П.  Сомов*.  —  Основами  теорет.  механики. 


'     [ду        дх) 


(1216) 


42 


0|дШгес1  Ьу 


Соодк 


—   658   — 

X,  Г,  2  предполагаются  зависящими  конечно  только  отъ  координаты 
потому-что,  если  бы  он*  зависали  еще  и  отъ  I,  то  равновЪае  жидкости 
не  могло  бы  существовать  постоянно.  Существоваше  же  условзя  (1216) 
показываетъ,  что  этого  еще  недостаточно,  т.  е.  что  не  при  всякихъ  си- 
лахъ,  зависящихъ  отъ  положеюя  точекъ,  возможно  равнов4с1е 
жидкости.  Чтобы  выяснить  геометрическое  значете  услов1я  (1216),  пред- 
ставимъ  себ4  систему  силовыхъ  лиши  (§  272);  он*  определяются  диффе- 
ренщальными  уравнешями: 

их       йу       йг 

-х=-Т=-2~  (1217> 

Сравнеше  формулъ  (1216)  и  (1217;  съ  формулами  (1188)  и  (1187)  не- 
посредственно показываетъ,  что  уравнеше  (1216)  выражаетъ  услов1е  су- 
ществовали поверхностей,  ортогональныхъ  къ  силовымъ  лишямъ. 

Въ  природ*  приходится  рассматривать  обыкновенно  силы,  удовлетво- 
ряюпця  частному  виду  у  слови*  (1216),  силы,  имЪюпця  потенщальную 
функщю.  Въ  этомъ  случа-Ь 

Хйх  -ь  Уйу  -+-  Ш  =  Ли, 

и  для  этого  должны  быть  выполнены  услов1я  (§  270): 

дУ       дг       л       д2       дХ       л       дХ      дУ      л  „О„оч 

дг        ду  дх        дг  ду        дх  ч         ' 

Поверхностями,  ортогональными  къ  силовымъ  лишямъ,  являются  при 
этомъ  поверхности  потенщальныя. 

Уравнеше  (1212)  принимаетъ  теперь  видъ: 

йр  =  р<т.  (1219) 

Оно  будетъ  дальше  служить  намъ  основатемъ  при  изученш  гидростати- 
ческаго  давлешя,  такъ  какъ  дальше  мы  будемъ  ограничиваться 
лредположен1емъ,  что  силы  им'Ьютъ  потенгцальную  функщю. 

644.  Услов1е  для  плотности.  Уравнеше  (1212)  или 

йр  =  р  {Хйх  -+-  Уйу  -+-  2йг)  (1220) 

показываетъ  что  р  есть  интегрируюшШ  множитель,  обращающШ  диффе- 
ренциальное выражеше 

Хйх  -ь  Уйу  -+-  Ыг  (1221) 

въ.  полный  дифференщалъ.  Известно,  что  такихъ  множителей  можетъ 
быть  безчисленное  множество.  А  именно,  если  одинъ  такой  множитель,  X. 
найденъ,  такъ  что 

А  (X  их  -+-  У  йу  -+-  г  йг)  =  V  (х9  у,  г)  -н  С, 
10  Р  =  *АП.  (1222) 
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где  /■  произвольная  функщя  отъ  функщи  Г,  тоже  будетъ  интегрирующимъ 
множителемъ,  потому-что  тогда 

/V  (X  их  -+-  У  йу  -+-  г  Лг)  =  /У  (Г)  X  (X  их  -+-  Г  йу  -+-  2 <&) 

=  ГНУ)  ЛГ=  В1  (V)  -н  С1. 

Итакъ,  если  плотность  не  постоянна  и  если  для  нея  не  дано  ни- 
какихъ  добавочныхъ  услов1й,  то  решен1е  задачи  гидростатики 
содержитъ  произвольную  функцш. 

645.    Две    практически    важиыхъ    гипотезы    относительно    плотности. 

Въ  практическомъ  отношенш  важны  следуюпця  два  предподожешя  отно- 
сительно плотности:  1)  плотность  постоянна,  т.  е.  жидкость  однородна  и 
несжимаема  и  2)  плотность  является  функщею  давлешя: 

9  =  ПР\  (1223) 

предположете,  соответствующее  случаю,  когда  жидкость  есть  газъ.  Въ 
этихъ  обоихъ  случаяхъ  равнов4с1е  жидкости  только  тогда  воз- 
можно, когда  вн*шн1Я  силы  им*Ьютъ  потенщальную  функцш. 
Действительно,  уравнеше  (1220)  даетъ  теперь  въ  первомъ  случай 

Хйх-\-  Уйу-^гйг  =  л(^  (1224) 

а  во  второмъ  случае 

X  йх-ь-  У  <1у-+-2сЬ  =  аР,  (1225) 

ГД*   фуНКЩЯ 

Равенства  же  (1224)  и  (1225)  только  тогда  и  возможны,  когда  дифферен- 
циальный трехчленъ  (1221)  есть  полный  дифференщалъ,  т.  е.  когда  су- 
ществуетъ  потенщальная  функщя. 

3.  656.  Разобрать  общее  услов1е  (1214)  для  плотности  въ  случае 
д'Ьйствш  на  жидкость  силы  тяжести.  Реш.:  Взявъ  ось  (я)  вертикально 
внизъ,  находимъ: 

Х  =  0,     7=0,     2  =  д,  (1227) 

и  услов1е  (1214)  даетъ: 

^Р  =  0      ^  =  О 
дх       "'     ду       и' 

т.  е.  плотность  есть  только  функщя  координаты  г.  Уравнеше  (1220) 
имеетъ  теперь  видъ 

причемъ  {{г)  остается  пока  произвольною  функщею.  Итакъ,  жидкость 
распределяется,  по  плотности,  горизонтальными  слоями,  причемъ  законъ 
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распределены  плотностей  по  горизонтальному  направлешю  остается  про- 
извольным^ если  не  дано  какихъ-либо  добавочныхъ  условШ,  какъ  напри- 
мЬръ,  услов1е,  чтобы  равнов^^е  было  устойчивое. 

Равновесие  при  дЬйствш  сидъ,  иагбющихъ  потешцальную 

фуНКЩЮ. 

646.  РаспредЪлеже  давлежй  и  плотностей.  Уравнеше  (1219)  показы- 
ваетъ,  что  въ  случай  равнов,Ьс1я  жидкости  во  всЬхъ  точкахъ  какой- 
либо  потенц1альной  поверхности 

17=  пост.  (1228) 

гидростатическое  давлен1е  постоянно.  Действительно,  если  отъ 
одной  точки  потенщальной  поверхности  переходить  къ  другой,  лежащей 
на  той  же  поверхности,  то  значеше  функщи  V  не  меняется,  т.  е.  й6г=0, 
а  поэтому  и  йр  =  0.  Итакъ,  система  потенщальныхъ  поверхностей,  со- 
отв4тствующихъ  различнымъ  значешямъ  постоянной  въ  уравненш  (1228), 
даетъ  наглядное  представлете  о  распред'Ьлеши  гидростатическихъ  да- 
влешй. 

Эта  же  система  поверхностей  даетъ  наглядное  представлете  и  о  рас- 
пределены плотностей.  Во  всЬхъ  точкахъ  потенщальной  поверх- 
ности плотность  одинакова.  Это  слгЬдуетъ  изъ  условШ  (1215),  который, 
благодаря  услов1Ямъ  (1218)  можно  такъ  представить: 

др  др  др 

дх   ду   дг 

Ж- Ж- Ж' 
дх  ду  дг 

но  когда  частныя  производныя  одной  функщи  пропорщональны  частнымъ 
производнымъ  другой,  то  одна  изъ  этихъ  функщи  можетъ  быть  только 
функщею  другой,  т.  е. 

Р  =  <р  (И).  (1229) 

Отсюда  сл^дуеть,  что  въ  точкахъ,  для  которыхъ  Л  имйетъ  одно  и  то  же 
значеше,  тамъ  и  р  постоянно. 

647.  Формулы  для  давлешя  въ  случае  однородной  несжимаемой  жидкости 
и  въ  случае  газа  при  постоянной  температур*.  Для  перваго  изъ  этихъ 
случаевъ  формула  (1219)  даетъ: 

Постоянная  С  можетъ  быть  найдена,  если  дано  давлеше  р0  въ  данной 
точк*  (#0,  у0,  *0);  тамъ 

Ро  =  Р^о  -+•  С, 
и  мы  получаемъ: 

Р=Ро  +  ?Ф—Яо)  (1230> 
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Въ  случай  газа  формула  (1225)  даетъ: 

Р(р)  =  #+С, 
или,  если  опять  известно  давлеше  р0  въ  точк*  (х0,  у0,  з0): 

Р(р)  =  Р(Ро)ч-?7_^0.  (1231) 

Въ  случай  совершеннаго  газа  при  постоянной  температур*  по  закону 
Бойля-Марютта: 

Р  =  *Р, 
гдй  к  постоянная;  тогда 

и  формула  (1231)  даетъ: 

р  =  Р4В*<*-Ъ.  (1232) 

648.  Распределено  температуры.  Если  температура  не  постоянна,  то 
поверхности  равнаго  давлетпя  и  равной  плотности  являются 
вмйстй  съ  т4мъ  и  поверхностями  равной  температуры.  Действи- 
тельно, теперь 

Р  =  ?  (Р,  О, 

гд4  х  температура;  следовательно 

Р  =  Ф  (р>  *); 

поэтому  ,  ,__ 

йр        р  а  Л 


Р       Ф  (р>  *) 

Такъ  какъ  первая  часть  есть  полный  дифференщалъ  й  1др,  то  и  вторая 
часть  должна  быть  полнымъ  дифференщаломъ.  Другими  словами, 


Ф  (Р,  *) 

есть  интегрируюпцй  множитель  выражешя  X  их  -+-  У  йу  -ь  2  йг.  Но  мы 
видели,  что  р  есть  тоже  интегрируюпцй  множитель  этого  выражешя  (§  644), 
и  притомъ,  по  формул*  (1229),  р  есть  функция  отъ  II.  Отсюда  мы  и  ви- 
димъ,  что  тамъ,  гд-Ь  II,  а  поэтому  также  р  и  р  постоянны,  тамъ  и  х 
постоянна. 

Для  совершеннаго  газа  по  закону  Гей-Люссака: 

р  =  кр  (1  -ь  ах), 
гд* 

а  =  —  - 

273 

коэффищентъ  теплового  расширешя  газа;  такъ-что 
1  -+-  ах  =  а  (273  +  т)=  а'1\ 
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гд*  Т  абсолютная  температура.  Итакъ: 

р  =  карТ 

р  ~  к*  Т 


1  [^1 
р  =  Рое*«)  т . 

649.  Давдеже  тяжелой  жидкости.  Если  ось  О)  направить  вертикально 
внизъ,  то  для  тяжелой  жидкости 

и  =  д*, 

и  поэтому  для  однородной  несжимаемой  жидкости 

Р  =  Ро "+-  99  О  —  *о);  (1233) 

для  совершеннаго  газа  при  постоянной  температуре: 

р  =р0е*9('-'о)и  (1234) 

Давлеше   и   плотность   остаются  постоянными   въ  горизонтальныхъ  шо- 
скостяхъ. 

3.  657.  Определить  поверхности  равной  плотности  для  несжимаемой  одно- 
родной жидкости,  подверженной  сил*  тяжести  и  помещенной  въ  сосудъ,  ко- 
торый вращается  около  вертикальной  оси  съ  постоянною  углового  скоростью. 
Ръш.:  Эту  жидкость  можно  рассматривать  какъ  находящуюся  въ  относ и- 
тельномъ  покоъ,  т.  е.  въ  покоъ  по  отношешю  къ  вращающемуся  сосуду, 
но  уже  подъ  дъйств1емъ  не  одной  только  силы  тяжести,  а  также  и  центро- 
бъжной  силы.  Эта  сила,  обусловливаемая  инерпдею,  пропорщональна  для  каж- 
дой частицы  массъ  ея,  раастояшю  ея  отъ  оси  вращенш  и  квадрату  угловой 
скорости.  Для  наблюдателя,  вращающагося  вмъстъ  съ  сосудомъ,  эта  сила  пред- 
ставляется направленною  по  радДусу  круга,  который  описываетъ  частица,  отъ 
центра  къ  окружности  (сравнить  съ  задачею  314).  Проекцш  этой  силы,  отне- 
сенной къ  единиц*  массы,  на  горизонтальныхъ  осяхъ  координаты 

Присоединяя  сюда  силу  тяжести,  для  которой  проекцш  определяются  форму- 
лами (1227),  находимъ: 

С7  =  ^ч-Асо3(жа-4-у2). 

Отсюда  слъдуетъ,  что  поверхности    равнаго    давлетя   суть  параболоиды  вра- 
щешя  съ  общею  вертикальною  осью. 

ОпредФдете  границъ  жидкости. 

650.  Жидкость,  находящаяся  въ  равнов'Ьсш,  можетъ  граничить  съ 
пустымъ  пространствомъ,  съ  другою  жидкостью  и  съ  нежидкими  гЬламн, 
которыя  въ  дальнЗДшемъ,  для  простоты,  будемъ  предполагать  исключи- 
тельно твердыми.  Въ  послйднемъ  случаЬ  поверхность  твердаго  гЬла  тамъ, 
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гдЪ  жидкость  съ  нею  соприкасается,  и  входить  въ  составъ  границы  жид- 
кости; поэтому  разсмотрйшю  подлежать  только  границы  перваго  и  вто- 
рого рода.  Покажемъ,  что  та  и  другая  граница  определяется  по- 
верхностью постояннаго  давлеюя. 

Если  жидкость  граничить  съ  пустотою,  то  во  всЬхъ  точкахъ  этой 

границы 

р=0; 

поэтому,  если  уравнеше  (1220)  будетъ  проинтегрировано: 

Р  —  Ро  =  Нх>  У>  *)  —  /Ч*о>  У<>1  *о)> 
мы  получаемъ  для  свободной  границы  уравнеше: 

/>,  У>  *)  —  /Ч*о>  Уо,  *о)  ■+"  Ро  =  °- 

Положимъ  теперь,  что  жидкость  граничить  съ  другою  жидкостью,  не 
смешивающеюся  съ  первою  и  тоже  находящеюся  въ  равновйсш.  Пусть 
будутъ  р  и  р'  плотности  жидкостей.  Р  и  Р'  силы,  действуюпця  на  ча- 
стицы этихъ  жидкостей  и  расчитанныя  на  единицу  массы  (§  638).  Эти 
силы  представляются  только  функщями  координагь,  независимо  отъ 
того,  на  какую  жидкость  он*  д^йствують,  именно  потому,  что  он* 
уже  отнесены  къ  единиц*  массы;  поэтому  у  поверхности  раздала  для 
двухъ  смежныхъ  частицъ,  принадлежащихъ  различнымъ  жидкостямъ,  силы 
Р  и  Р'  слйдуетъ  считать  геометрически-равными;  такъ-что 

X'  =  X,      У  =  У,     2'  =  г. 

Пусть  будетъ  ММ'=Аз  элементъ  дуги  между  двумя  точками,  лежащими 
на  поверхности  раздала.  Такъ  какъ  на  этой  поверхности  давлеше  меаду 
смежными  частицами  той  и  другой  жидкости  одинаково,  потому-что  иначе 
не  было  бы  раиновая,  то  измЪнеше  давлешя  Ар  при  переход*  отъ  точ- 
ки М  къ  точк*  М'  должно  быть  одно  и  то  же  какъ  въ  той,  такъ  и  въ 
другой  жидкости.  Следовательно,  если  Ах,  Ау,  Аг  суть  проекщи  эле- 
мента Аз,  то 

Ар  =  р  (X  Ах  -ь  У  Ау  -ь  2  Аг)  =  р'  (X'  Ах  -ь  У  Ау  -+-  2'  Аг\     (1235) 

Идеальный  жидкости  могутъ  различаться  только  своею  плотностью,  поэтому 
мы  должны  предполагать,  что  р  и  р'  не  равны;  а  въ  такомъ  случа-Ь  ра- 
венство (1235)  приводить  къ  заключенш,  что 

X  Ах  -ь  Т  Ау  -н  2  Аг  =  0,  (1236) 

т.  е.  поверхность  раздала  двухъ  жидкостей  въ  случа*  равнов*- 
С1Я  принимаетъ  такую  форму,  что  во  всЬхъ  ея  точкахъ  внешняя 
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Сила  къ  ней  нормальна.  ВмгЪсгЬ  съ  гЬмъ  уравненш  (1235)  и  (1236) 
показываютъ,  что  йр  =  0.  т.  е.  на  поверхности  раздала  р  остается  по- 
стояннымъ;  стало-быть  этою  поверхностью  служить  одна  изъ  поверхно- 
стей постояннаго  давлетя. 

Если  силы  им*ютъ  потенщадьную  функцш,  то  (§  646)  по- 
верхностью раздала  служить  одна  изъ  потенщальныхъ  поверх- 
ностей. 

3.  658.  Показать,  что  свободная  поверхность  тяжелой  жидкости  есть 
горизонтальная  плоскость. 

3.  659.  Показать,  что  несм'Ьшиваюпияся  тяжелыя  жидкости  въ  случа-Ь 
равнов'Ьс1я  разделяются  горизонтальными  плоскостями. 

3.  660.  Показать,  что  въ  атмосфере,  при  ея  спокойномъ  состоявш,  темпе- 
ратура есть  только  функщя  высоты. 

3.  661.  Въ  сосуд-Ь  палита  ртуть  и  вода,  заполняю пця  сосудъ  до  враевъ, 
посл&  чего  сосудъ  плотно  закрыть  горизонтальною  крышкою  и  ему  сообщено 
вращете  около  вертикальной  оси.  Какую  форму  приметь  поверхность  раздала 
между  ртутью  и  водою? 

Давдете  жидкости  на  твердую  поверхность. 

651.  0бщ1я  формулы  для  вычислежя  давлежя.  Вычислеше  силъ,  выра- 
жающихъ  давлеше  жидкости  на  поверхность  конечныхъ  разгЬровъ,  сво- 
дится къ  вычислетю  шести  статическихъ  элементовъ,  опредйляющихъ 
равнодействующую  силу  и  равнодействующую  пару.  Такъ  какъ  на  ^без- 
конечно-малый  элементъ  (18  поверхности  давить  сила  рЛ8,  направленная 
нормально  къ  этому  элементу,  то  можно  написать: 


Ея  =  I  р  соз  (пх)  Ж5, 
Еу  =  I  р  соз  (пу)  (18, 
В.  =  I  р  соз  (пг)  й8\ 
х=  Гр  [у  соз  (т)  —  г  соз  (пу)]  (18, 
Му=  и  р[я  соз  (пх)  —  х  соз  (па)]  (18, 
Мя=  I р  [х  соз  (пу)  —  у  соз  (пх)]  (18, 


3(1237) 


Ж 


(1238) 


гдЬ  п  направлеше  нормали  въ  ту  сторону,  куда  давить  жидкость,  а  инте- 
гралы распространены  на  всю  данную  поверхность  5.  Косинусы  могугь 
быть  зд^сь  выражены  по  уравненш  поверхности,  а  р  есть  функщя  ко- 
ординатъ,  определяемая  интегрировашемъ  уравнешя  (1220). 
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§  652,  ф.   1243. 


652.  Давдеме  однородной  тяжелой  несжимаемой  жидкости.  Прежде 
чЬмъ  вводить  въ  формулы  (1237)  и  (1238)  выражеше  (1233),  можно  его 
упростить,  взявъ  начало  координатъ  въ  той  горизонтальной  плоскости,  въ 
которой  давлеше  равно  нулю,  т.  е.  принявъ,  что 

р  =  0    при    5?0  =  0.  (1239) 

Если  такой  плоскости  въ  жидкости  не  существуетъ,  т.  внесли  наприм'Ьръ. 
на  свободную  поверхность  жидкости  д-Ьйствуетъ  атмосферное  давлеше  р0, 
то  мы  можемъ  мысленно  увеличить  высоту  свободной  поверхности,  пред- 
ставивъ  себ*,  что  атмосферное  давлеше  зам-Ьнено  слоемъ  жидкости  той  же 
плотности,  какъ  и  данная,  и  производящимъ  на  свободную  ^поверхность 
то  же  давлеше,  какое  производить  атмосфера.  Высота  этого^слоя  опре- 
делится изъ  формулы  (1233)  по  условш  (1239):|, 


'*С 


=  *>. 
9? 


Горизонтальная  плоскость,  находящаяся  на  этой  высот*  надъ  действи- 
тельною поверхностью  жидкости,  называется  приведеннымъ  уровнемъ. 
Беря  въ  немъ  начало  координатъ,  можемъ  формулу  (1233)  заменить  болЬе 

простою: 

р  =  дрг  *).  (1240) 

Поел*  этого  формулы  (1237)  и  (1238)  даютъ: 
Вх  =  рд  §  г  соз  (пх)  <18, 

Е9  =  рдГг  соз  (пу)  <18,    >  (1241) 

Вг  =  $д  §  г  соз  (пг)  еЬ§; 

Мх=  рд  и  уг  соз  (пг)  й8  —  рд  I  г*  соз  (пу)  й#, 

М9  =  рд  §  я*  соз  (пх)  <Л8  —  рд  I  хг  соз  (пг)  Д8,    »  (1242) 

М%  =  рд  I  гх  соз  (пу)  А8  —  рд  I  уз  соз  (пх)  <18. 

Давлеше  на  криволинейную  поверхность  не  приводится,  вообще  говоря, 
къ  одной  равнодействующей,  такъ  какъ  необходимое  для  этого  услов1е 


КХМХ  -+-  Е9М9  н-  ВЛМЯ  =  О  (1243) 

вообще  говоря  не  выполняется.  Этимъ  обстоятельствомъ  и  обусловливается 


*)  Можно  и  не  вводить  поняты  о  добавочною  слой  жидкости,  взявъ  на- 
чало координатъ  на  ея  действительной  свободной  поверхности,  но  разематри- 
вая  въ  формулъ  (1240)  р  какъ  разность  между  полнымъ  гидростатическимъ 
давлетемъ  и  давлен!емъ  на  свободную  поверхность.  Тогда  эта  формула  бу- 
детъ  определять  давлеше,  обусловливаемое  собственно  въеомъ  самой  жидкости. 
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возможность  давлешемъ  жидкости  сообщать  тЪламъ  нетолько  поступатель- 
ное, но  и  вращательное  движете,  напримЪръ  въ  тюрбинахъ. 

Существуютъ  два  важныхъ  случая,  когда  гидростатическое  давлеше 
тяжелой  жидкости  приводится  къ  одной  равнодействующей:  когда  поверх- 
ность, которая  испытываетъ  давлеше,  плоская,  и  2)  когда  эта  поверх- 
ность замкнутая,  наприм*ръ,  давлеше  на  тело,  погруженное  въ  жидкость. 
Эти  случаи  мы  и  будемъ  дальше  разсматривать. 

653.  Давлеше  тяжелой  жидности  на  плоскую  сгЬниу.  Это  давлеше  всегда 
приводится  къ  одной  равнодействующей,  потому-что  слагается  изъ  силъ 
нараллельныхъ  и  въ  одну  сторону  направленныхъ.  Эта  равнодействующая 
определится  по  формуле  (1240): 

В  =  Гр  аз  =  рд  1г  ав. 
Вводя  координату  центра  массы  данной  площади  по  формуле: 

/  г  Л8  ^=  гс8, 

можно  написать: 

В  =  рд*А  .  .0244) 

т.  е.  давлен1е  тяжелой  жидкости  на  плоскую  поверхность  изме- 
ряется весомъ  цилиндрическаго  столба  жидкости,  площадь  осно- 
ван1я  котораго  равна  данной  площади,  а  высота  равна  разстоя- 
Н1ю  центра  массы  (центра  тяжести,  геометрическаго  центра) 
площади  отъ  свободной  поверхности  жидкости. 

Точка  приложешя  равнодействующая)  давлешя  называется  центр омъ 
гидростатическаго  давлен1я.  Означая  его  координаты  черезъ  хг,  у1Ч  гг 
находимъ  по  формуламъ  (705)  и  (706)  для  координатъ  центра  нараллель- 
ныхъ силъ: 


Вхх  =  §  хр  (18=  рд  и  хг  Л8У 
Еух  =у  ур  А8  =  рд^ уз  й8, 
Кхх  =  1'гр  Л8  =  юГ#  *8. 


(1245) 


Эту  точку  можно  сравнить  съ  цент- 
ромъ  качашя  некотораго  физическаго 
маятника.  Для  этого  положимъ,  что  го- 
Фпг.  262.  ризонтальная  ось  (у)  лежитъ  въ  пере- 

сечеши  плоскости  (5)  съ  приведен- 
нымъ  уровнемъ  жидкости,  и  проведемъ  въ  этой  плоскости  черезъ  начало 
координатъ  вспомогательную  ось  (м)  (фиг.  262),  перпендикулярную  къ 
оси  (#\  Если  а  —  уголъ  наклонешя  плоскости  (5)  къ  вертикали,  то 
~  =  мсо$<%,  и  последняя  изъ  формулъ  (1245)  даетъ: 
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Вих  со8  а  =  рд  I  и2  сов2  а  с18, 

ичемъ  по  формул*  (1244) 

В  =  рдие  сов  а8; 

этому  ичз 

яслитель  есть  моментъ  инерщи  3  площади  5  относительно  оси  (у).  По 
эрмулЬ  (723): 

3=Зс+8ис*=8(ке*  +  и:), 

1-Ь  ке  плечо  инерцш  относительно  оси,  параллельной  оси  {у)  и  прохо- 
шхей  черезъ  центръ  массы  площади  6\  Итакъ: 

К2 

Эта  формула  совпадаетъ  съ  формулою  (981)  для  длины  физическаго 
аятника. 

3.  662.  Определить  дав  лете  на  боковую  вертикальную  ствнку  призмати- 

ескаго    сосуда,    наполненнаго    водою    до  данной   высоты  7/,   и  показать,  что 

2 
ентръ  давленш  находится  на  глубин*  —  Л  отъ  свободной  поверхности. 

о  • 

3.  6вЗ.  Въ  прнзматическШ  сосудъ  налиты  дв*  несм&шивающшся  жидкости 
азвой  плотности  р1  и  р2  и  образую щдя  въ  немъ  слои  высотою  \  и  Л2.  Опре- 
;ълить  общШ  центръ  давленШ  зтихъ  жидкостей  на  боковую  ствнку  сосуда. 
1ри  ръшен1и  воспользоваться  формулою  (1233),  принявъ  за  р0  давлеше 
ерхней  жидкости  на  нижнюю,  а  ?0  =  Ь1. 

Законъ  Архимеда. 

654.  Давление  тяжелой  жидности  на  замкнутую  поверхность.   Эта  да- 

иеше  всегда  приводится  къ  одной  равнодействующей.  Чтобы  его  опре- 
делить, приложимъ  формулы  (1241)  и  (1242)  къ  замкнутой  поверхности 
гьла,  вполне  погруженнаго  въ  жидкость.  Въ  этомъ  случае  интегралы, 
распространенные  на  поверхность,  могутъ  быть  преобразованы  въ  инте- 
гралы объемые  по  формуле  (1158): 

/У  (*,  у,  *)  соз  (п,  .г)  08  =  —  ГУ-Л11. 

По  этой  формуле,  принимая  во  вниыаше,  что  координаты  точекъ  внутри 
объема  между  собою  независимы,  изъ  выраженШ  (1241),  находимъ: 

Вх  =  О,     Ву  =  О  (1246) 

К,  =  -р9Г.  (1247) 

КромЬ  того  третья  изъ  форму лъ  (1242)  даетъ: 
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следовательно  уамше  (1243)  приводимости  къ  одной  равнодействующей 
выполняется. 

Формулы  (1246)  и  (1247)  показываютъ,  что  (законъ  Архимеда) 
равнодействующее  давлеше  на  погруженное  въ  тяжелую  жид- 
кость тело  направлено  вертикально  вверхъ  и  равно  весу  жид- 
кости, вытесненной  погруженнымъ  въ  него  теломъ. 

Определимъ  еще  такимъ  же  преобразовашемъ  интеграловъ  (1242): 


Мж  =  —  ?д  ^ уйГ  =  —  ?дуеГ, 
М*  =       "  /хЛУ  =      МхсУ> 


(1248) 


где  хс,  ус  координаты  центра  массы  выгЬсненнаго  гЬломъ  объема.  Эти  фор- 
мулы показываютъ,  что  равнодействующая  давлешя  проходить 
черезъ  центръ  массы  объема,  вытесняемаго  погруженнымъ  те- 
ло мъ.  Въ  самомъ  деле,  если  начало  координатъ  взять  на  вертикальной 
прямой,  проходящей  черезъ  этотъ  центръ  массы,  то  хс  =  О  и  уе  =  О,  и 
формулы  (1248)  даютъ: 

34  =  0,    М,  =  0; 

а  это  показываетъ,  что  равнодействующая  Е  лежитъ  на  этой  прямой. 

655.  Элементарный  выводъ  закона  Архимеда.  Выделимъ  мысленно  внутри 
тяжелой  жидкости  объемъ,  ограниченный  какою-нибудь  замкнутою  поверх- 
ностью, и  предположимъ,  что  этотъ  объемъ  отверделъ,  сохранивъ  свою 
плотность.  Такъ  какъ  равнове^е  отъ  этого  не  нарушается  [принципъ 
введешя  новыхъ  связей  и  въ  частности  принципъ  отвердевашя  (§  408)], 
то  силы,  действуюнйя  на  отвердевшую  часть  жидкости,  находятся  въ  рав- 
новесш.  Эти  силы  состоять:  изъ  ея  веса  и  изъ  гидростатическихъ  да- 
вленШ  на  все  элементы  ея  поверхности.  Отсюда  мы  и  заключаемъ,  что 
все  гидростатическ1я  давлешя,  какъ  уничтожаюпцяся  весомъ  отвердевшей 
части  жидкости,  приводятся  къ  равнодействующей,  равной  и  прямо  про- 
тивуположной  этому  весу  и  следовательно  проходящей  черезъ  центръ 
массы  выделенной  части  жидкости.  Величина  и  направлеше  этой  равно- 
действующей не  изменятся,  если  на  место  отвердевшей  части  жидкости 
поместить  какое-либо  твердое  гЬло,  ограниченное  тою  же  поверхностью. 
А  это  и  приводить  къ  закону  Архимеда. 

656.  Давлеше  на  гкло,  не  вполне  погруженное  въ  жидкость,  и  на  гЬло, 
погруженное  въ  две  или  несколько  жидкостей.  Если  гЬло  не  вполне  по- 
гружено въ  жидкость,  то  можно  опять  вместо  погруженнаго  объема,  отсе- 
каемаго  свободною  поверхностью  жидкости,  представить  себе  отвердевшув» 
жидкость,  которая  будетъ  находиться  въ  равновесш,  а  следовательно  дей- 
ствующая на  нее  давлешя  опять  дадутъ  одну  равнодействующую,  прохо- 
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дщую  черезъ  центръ  тяжести  погруженная  объема  и  равную  вЬсу  вы- 
Ьсненной  этимъ  объемомъ  жидкости.  Этотъ  же  результата  можно  вывести 

путемъ  преобразовашя  интеграловъ  (1241)  и  (1242).  Хотя  это  преобра- 
эваше  и  не  можетъ  быть  применяемо  непосредственно  къ  незамкнутой 
оверхности,   но  мы  можемъ  себ4  представить,    что  давлеше    приложено 

къ  той  части  поверхности  тЬла,  которая  находится  выше  свободнаго 
ровня  жидкости,  причемъ  оно  тамъ  везде  равно  нулю.  Тогда  можно  инте- 
ралы  распространить  на  всю  поверхность  гЬла  и  преобразовать  ихъ  въ 
бъемные,  принимая  при  этомъ,  что  функвдя  р  им-Ьетъ  значетя,  равныя 
улю,  во  всЬхъ  точкахъ  той  части  гЬла,  которая  находится  выше  сво- 
однаго  уровня. 

Т>Ь  же  разсуждешя  применимы  и  къ  такому  случаю,  когда  гЬло  по- 
ружено  въ  дв*  прилегающая  другъ  къ  другу  тяжелый  жидкости.  Мы  знаемъ 
§  650  и  задача  659),  что  поверхностью  раздала  двухъ  тяжелыхъ  жидкостей 
;лужитъ  горизонтальная  плоскость.  Законъ  Архимеда  можетъ  быть  при- 
«гЬненъ  въ  отдельности  къ  каждому  изъ  объемовъ  V  и  V",  на  которые  тЬло 
жзд-Ьлено  этою  плоскостью.  Для  лучшаго  уяснешя  можно  представить  себЬэ 
1то  поверхность  раздала  жидкостей  продолжена  внутрь  гЬла,  и  въ  каж- 
цшъ  элемент*  площади  сЬченгя  приложены  по  двЪ  силы,  равныхъ  и  прямо 
1ротивуположныхъ,  изображающихъ  гидростатическое  давлеше,  которое 
>той  плоскости  соотвйтствуеть.  Поел*  этого  можно  применить  преобразо- 
заше  поверхностныхъ  интеграловъ  въ  объемные  (§  654)  къ  каждому  изъ 
збъемовъ  V  и  V"  въ  отдельности.  Такимъ  образомъ  мы  найдемъ,  со- 
гласно съ  формулами  (1247)  и  (1248): 


В;  =  9'дГ\     И;1  =  р"5гГ'\ 
Д,  =  -<7(рТ'  ч-р''П, 

Мх  =  -д{9'уе'Г'  +  9"ус"Г"), 
М,  =  д(р'хеТ'  +  Р"*с»Г"). 


(1249) 


(1250) 


ОбщШ  центръ  гидростатическихъ  давленШ  найдется  по  этимъ  формуламъ 
какъ  центръ  двухъ  параллельныхъ  силъ  -К'  и  В". 

Легко  видеть,  какъ  распростанить  эти  результаты  на  случай,  когда 
тЬло  погружено  въ  бол4е  чЪмъ  двЬ  жидкости. 

3.  664.  Определить  поправку  въеа  тъла,  принимая  во  внимаше,  что  взвъ- 
шиваше  производится  въ  воздух*. 

3.  665.  Определить  подъемную  силу  воздушного  шара,  наполненнаго  водо  - 
родомъ,  зная,  что  д1аметръ  шара  равенъ  8  метрамъ,  а  оболочка  съ  корзиною 
в-Ьситъ  100  килограммовъ. 
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Равновесие  пдавающихъ  т*Ьлъ. 

657.  РавновЪЫе  ткла,  влолн%  погруженнаго  въ  жидкость.  Изъсказан- 
наго  въ  §  654  сл'Ьдуетъ,  что  для  равновесия  гЬла,  вполне  погруженная 
въ  жидкость,  необходимо  и  достаточно:  1)  чтобы  в*съ  гЬла  быль  равенъ 
в4су  равнаго  ему  объема  жидкости  и  2)  чтобы  центръ  массы  <?  тЬла  в 
центръ  массы  С  выгЬсненнаго  имъ  объема  жидкости  лежали  на  одной 
вертикальной  прямой. 

Если  тЬло  однородное,  то  точки  О  я  С  совпадаютъ,  и  тогда  гЬло 
находится  въ  равновЬсш  во  всякомъ  своемъ  положенш,  лишь  бы  оно 
было  вполне  погружено  въ  жидкость.  Равнов4с1е  это  безразличное  (§  522). 
Если  С  выше  О,  то  равнов'Ъше  устойчивое;  если  же  О  выше  С,  то  ож 
неустойчивое.  Очевидно,  что  если  6  и  С  не  совпадаютъ,  то  для  гЬла 
только  и  возможны  два  положен^  равновЬшя. 

658.  РавновОДе  плавающаго  ткла.  Для  равновЪшя  плавающаго  гкга 
необходимо  а  достаточно,  чтобы:  1)  в-Ьсъ  объема  жидкости,  вытЬсняемаго 
погруженною  въ  жидкость  частью  гЬла,  былъ  равенъ  в4су  всего  гЬла,  и 
2)  чтобы  точки  6?  и  С  лежали  на  одной  вертикальной  прямой.  Но  вопросъ 
о  положешяхъ  равнов4с1я  и  объ  устойчивости  посл-Ьдняго  решается  те- 
перь не  такъ  уже  просто,  какъ  въ  предыдущихъ  случаяхъ.  Теперь  форма 
объема  жидкости,  вытЬсняемаго  гЬломъ,  зависитъ  отъ  положешя  сантал- 
гЬла,  а  потому  и  центръ  массы  С  этого  объма  не  занимаетъ  опредЪлен- 
наго  положешя  по  отношению  къ  центру  массы  всего  гЬла.  Въ  сл*дую- 
щемъ  параграф*  будетъ  указанъ  особый  пр1емъ,  которымъ  решается  во- 
просъ о  положешяхъ  равнов'Ьс1я.  Зам4тимъ  пока,  что  объемъ  У\  выте- 
сняемый плавающимъ  гЬломъ  въ  жидкости,  определяется  следующею  фор- 
мулою: по  закону  Архимеда,  если  Р  есть  в4съ  гЬла,  то 

9РГ  =  Р.  (1251) 

Если  гЬло  однородное,   то  Р  =  дЬ  Г,   гд*  6 — плотность  гЬла,    а  У — его 
объемъ;  тогда 

V  =  -  V.  (1252) 

Для  плавашя  необходимо,  чтобы  было  8  <  р. 

3.  666.  ТЬло  погружено  въ  двъ  жидкости  различной  плотности  рг  и  р'  в 
плаваетъ  между  ними.  Определить  объемы,  вытъсняемыя  тъломъ  въ  той  в 
въ  другой  жидкости,  и  услов1е  для  его  въса,  чтобы  такое  плаван!е  было  воз- 
можно. Отв.: 


и  если  р'  <  р",  то 


-д{р1-9,1У         -д(Р"-р'У 
др'У<Р<др''У. 
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659.  Поверхность  центровъ.  Положете  центра  массы  даннаго  объема 
жидкости,  вытЬсняемаго  тйломъ,  зависитъ  отъ  того,  какъ  повернуто  гЬло 
относительно  горизонтальной  плоскости;  отсюда  можно  видеть,  что  условге, 
чтобы   этотъ   центръ   и   центръ  массы  всего  гЬла  находились  на  одной 
вертикальной  прямой,  выполняется  только  при  некоторыхъ  опредЬленныхъ 
поворотах^»  гЬла  относительно  горизонтальной  плоскости;  впрочемъ  число 
такихъ  положешй,  въ  отличге  отъ  равновМя  вполне  погруженнаго  гЬла, 
можетъ  быть  и  более  двухъ,  какъ  это  будетъ  видно  ниже.    Посмотримъ, 
на  основанш  какихъ  геометрическихъ  соображенШ  могутъ  быть   опреде- 
ляемы эти  положев1Я.  Условимся  всякую  плоскость,  отсекающую  отъ  дан- 
наго гЬла  объемъ  У\  определяемый  формулою  (1251),  называть   плос- 
костью плавашя.  Каждой  такой  плоскости  соответствуетъ  центръ  массы 
объема  V.  Геометрическимъ  местомъ  всЬхъ  такихъ  центровъ  С  служить 
очевидно  некоторая  поверхность  (С).    А  именно,   направлеше  плоскости 
плавашя  определяется  двумя  независимыми  параметрами:  углами,    обра- 
зуемыми нормалью  (п)  къ  плоскости  съ  двумя  изъ  проведенныхъ  въ  тЬле 
координатныхъ  осей;  поэтому  и  положеше  центра  С  зависитъ  отъ  этихъ 
двухъ  параметровъ;  следовательно  координаты  хе,  уе,  гс  этого  центра  свя- 
заны между  собою  однимъ  уравнешемъ. 

Указанная  поверхность  введена  въ  разсмотреше  Дюпэномъ  (Бирш, 
1822  г.)  и  называется  поверхностью  центровъ.  При  помощи  этой 
поверхности  положетя  равнов^я  плавающаго  гЬла  определяются  сле- 
дуюпшмъ  образомъ:  въ  положен1и  равновес1я  нормаль,  опущен- 
ная изъ  центра  массы  даннаго 
т4ла  на  поверхность  центровъ, 
им^етъ  вертикальное  положеюе. 
Чтобы  это  доказать,  покажемъ, 
что  касательная  плоскость  къ  поверх- 
ности центровъ  въ  какой-нибудь  ея 
точки  параллельна  соответствующей 
этой  точке  плоскости  плаван1я.  Пусть 
будутъ  АВ  и  А'В'  (фиг.  263)  следы 
двухъ  плоскостей  плавашя,  предпола- 
гаемыхъ  перпендикулярными  къ  пло- 
скости чертежа  и  наклоненныхъ  другъ 
къ  другу  на  безконечно  малый  уголь. 
Означимъ  черезъ  Уа  и  Уь  объемы  без- 
конечно-тонкихъ  клиньевъ  АВА1  и 
ВВВ\  заключенныхъ  между  этими 
плоскостями,  черезъ  Са  и  Сь  центры 

массъ  этихъ  объемовъ  и  черезъ  С"  центръ  массы  объема  V",  общаго 
обоимъ  отсекаемымъ  плоскостями   плаван1я  объемамъ  V.  Очевидно,  что 


Фиг.  263. 


Гт  =  Гь. 


(1253) 
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По  теорем*  о  параллельныхъ  силахъ  центры  массъ  С  и  С  объемов!., 
отсЬченныхъ  плоскостями  А  В  и  А'В\  лежать  на  прямыхъ  С"СллС"С„ 
причемъ: 

СаС~  Г"'    СЬС'~  Г"  ' 

а  поэтому  и  въ  виду  равенства  (1253)  прямыя  СС  и  Са  такъ:  СаСь  парал- 
лельны. Но  точки  С  и  С  лежать  на  поверхности  центровъ,  а  поэтому 
въ  пределе,  когда  плоскость  А'В'  приходить  въ  совпадете  съ  плос- 
костью АВ,  прямая  СС  делается  касательного  въ  точке  С  къ  поверх- 
ности центровъ;  въ  то  же  время  Ся  и  Сь  приходить  въ  плоскость  пла- 
вания АВ.  Такимъ  образомъ  можно  видеть,  что  все  прямыя,  касательныя 
въ  точке  С  къ  поверхности  центровъ,  а  следовательно  и  касательная 
плоскость  въ  этой  точки,  параллельны  соответствующей  этой  точки  плос- 
кости плавашя. 

Если  совместить  плоскость  плаван1я  съ  свободною  поверхностью  жид- 
кости, то  касательная  плоскость  въ  соответственной  точке  С  тоже  сде- 
лается горизонтальною,  а  следовательно  нормаль  въ  этой  точке  къ  по- 
верхности центровъ  приметь  направлеше  вертикальное.  Но  въ  случае 
равновес1я  плавающаго  тела  и  прямая  ОС  принимаетъ  вертикальное  на- 
правлеше.  Поэтому,  окончательно,  все  возможный  положешя  равновепя 
могутъ  быть  найдены  следующимъ  образомъ:  1)  Нужно  определить  по- 
верхность центровъ,  2)  изъ  центра  массы  всего  тела  опустить  на  эту 
поверхность  нормали;  3)  плоскостью,  перпендикулярною  къ  этой  нормали, 
отсечь  отъ  гЬла  объемъ,  равный  (1251)  отношент  веса  всего  тела  къ 
произведенш  изъ  ускорешя  силы  тяжести  на  плотность  жидкости,  и  4)  эту 
плоскость  совместить  съ  свободною  поверхностью  жидкости. 

Число  различныхъ  положенШ  равновесгя  определяется  числомъ  нормалей, 
которыя  можно  опустить  изъ  центра  массы  гЬла  на  поверхность  центровъ. 

660.  Сравнеме  задачи  о  равнов-Ьсм  плавающаго  твердаго  гЬла  съ  за- 
дачею о  равновесж  тяжелаго  твердаго  тела,  опирающегося  на  горизонталь- 
ную плосность.  Для  равновес1я  этого  последняго  тела,  которое  при  этомъ 
предполагается  ограниченнымъ  криволинейными  поверхностями,  необходимо, 
чтобы  весь  гЬла  и  нормальное  сопротивлеше  въ  точке  опоры  взаимно 
уничтожались;  для  этого  нормальное  сопротивлеше,  которое  нормально 
также  къ  поверхности  тела,  должно  проходить  черезъ  его  центръ  массы. 
Все  положешя  равновес1я  этого  тела  найдутся  поэтому,  если  изъ  центра 
массы  его  опустить  нормали  на  ограничивающая  его  поверхности  и  точки 
пересечения  ихъ  съ  поверхностями  принимать  за  точки  касашя  тела  съ 
горизонтальною  плоскостью.  Отсюда  следуетъ,  что  положешя  равновеш 
плавающаго  тела  можно  отыскивать  на  подоб1е  положенШ  равновес1я  твер- 
даго тела,  оиирающагося  на  горизонтальную  плоскость.  На  развитш  этой 
теорш  мы  впрочемъ  не  будемъ  подробнее  останавливаться. 
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661.  Аналитическое  опредЪлеже  положенШ  равновесия  плавающего  т*ла. 

Проведемъ  черезъ  центръ  массы  гЬла  каюя-нибудь  неизменно  связанныя 
съ  нимъ  координатный  оси  (хуг),  и  пусть  будетъ 

ах  -л-  Ьу  -+-  сг  =  1 

уравнеше  плоскости  плавашя,  соответствующей  одному  изъ  положенШ 
равновеая.  Задача  сводится  къ  олределенш  коэффищентовъ  а,  Ь,  с.  Для 
этого  напишемъ  услов1е  перпендикулярности  прямой  СО,  соединяющей 
центръ  массы  гЬла  О  (#0,  «/0,  г0)  съ  центромъ  массы  С  (хс,  у9,  ге)  отсЬ- 
ченнаго  плоскостью  плавашя  объема: 

хо  —  хо  —  Ус  —  У  о  _  гс  —  го ,  (ЛО^ЛЛ 

а      ~       Ъ       ~       с  к        } 

Здесь  можно  #0,  г/0,  ^0  считать  известными;  а  для  хе,  уе,  гс  им4емъ  урав- 
Гхс=  Гх  Л  Г,      \пу=(у  й  V,     Г'г=  С  г  й  V, 


"=/** 


(1255) 


гдЬ  интегрировашя  распространяются  на  объемъ,  погруженный  въ  жид- 
кость. Пределы  этихъ  кратныхъ  интеграловъ  определяются  уравнешями 
тЬхъ  поверхностей,  которыя  ограничивают^  объемъ  V,  и  будутъ  следо- 
вательно функщями  известныхъ  параметровъ,  входящихъ  въ  эти  уравне- 
шя,  и  функщями  коэффищентовъ  а,  Ь,  с.  Такимъ  образомъ  найдемъ: 

хе  =  Л  («.  Ъ,  с),     Ус  =  Л  (а,  *>,  <0,      *с  =  Л  («,  М).         (1 256) 

Подставляя  эти  выражешя  въ  уравнейя  (1254),  получаемъ  два  уравнешя 
для  определение  а,Ъ,  с.  Третье  уравнеше  получимъ  изъ  равенства  (1251) 
и  изъ  формулы  (1255),  такъ  какъ  пределы  интегрировашя  при  определе- 
на V  тоже  зависятъ  отъ  параметровъ  а,  Ь,  с: 

Г'=/(а,М)  =  ^-  (1257) 

Уравнеше  поверхности  центровъ,  какъ  геометрическаго  места  точекъ 
(хс,  г/в,  гв),  получается  исключешемъ  элемеятовъ  а,  Ь,  с  изъ  четырехъ 
уравнешй  (1256)  и  (1257), 

Решете  этихъ  вопросовъ  фактически  можетъ  представить  болышя 
трудности.  Оно  несколько  облегчается,  если  плавающее  тело,  будучи 
однороднымъ,  имеетъ  плоскости  симметрш.  А  именно,  каждая  такая  плос- 
кость будетъ  также  плоскостью  симметрш  и  у  поверхности  центровъ;  а 
такъ  какъ  и  центръ  массы  гЬла  лежитъ  въ  этой  плоскости,  то  въ  числе 
нормалей,  опущенныхъ  изъ  него  на  поверхность  центровъ,  будутъ  так1я, 
которыя  лежать  въ  этой  плоскости.  Этими  нормалями  впрочемъ  не  будетъ 
еше  исчерпываться  число  положенШ  равновеая. 

II.  Сомовь.  — Основания  теорст.  механики.  43 
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Если  у  гЬла  дв1>  плоскости  симметрш,  то  прямая  ихъ  пересЬчешя 
нормальна  какъ  къ  поверхности  гЬла,  такъ  и  къ  поверхности  дентровъ 
и  уже  соотв'Ьтствуетъ  двумъ  положен1ямъ  равнов$с1я,  который  одно  отно- 
сительно другого  повернуты  на  два  прямыхъ  угла. 

3.  667.  Определить  поверхность  центровъ  п  число  положепШ  равиовъсш 
плавающаго  шара,  центръ  массы  котораго  не  совпадаетъ  съ  его  геометриче- 
скимъ  центромъ.  Отв.:  Поверхность  центровъ  есть  шаръ,  нонцентрическай  съ 
даннымъ.  Число  положенш  равновъшя  равно  двумъ. 

3.  668.  Определить  поверхность  центровъ  и  положенш  равнов&с!я  трех- 
оснаго  эллипсоида.  Ръш.:  Можно  представить  себе,  что  эллипсоидъ  получился 
изъ  шара  тремя  удлиннениши  по  тремъ  взаимно  перпендивулярнымъ  напра- 
влен 1ямъ  (задачи  617  и  619);  по  закону  однородной  изменяемости,  поверхность 
центровъ  изъ  шаровой  тоже  обращается  въ  эллипсоидальную,  концентриче- 
скую и  соосную  съ  даннымъ  эллипсоидомъ.  Смотря  по  положешю  центра 
массы  дан  наго  эллипсоида,  число  положешн  равнов-вздя  можетъ  быть  весьма 
различно.  Если  центръ  массы  лежитъ  на  одной  изъ  осей  эллипсоида,  то  это 
число  можетъ  быть  равно  двумъ,  четыремъ,  шести,  восьми  или  десяти. 

3.  669.  Определить  глубину  погружетя  однороднаго  эллипсоида  въ  его 
положенш  равновесия  при  плавант.  Ръш.:  Пусть  будетъ 

х2        V3       #а 

уравнеше  эллипсоида.  При  положенш  равноввс1я,  такъ  какъ  теперь  центръ 
массы  его  совпадаетъ  съ  геометрическимъ  цептромъ,  одна  изъ  его  осей  прп- 
нимаетъ  вертикальное  направлете;  пусть  это  будетъ  ось  (г).  Тогда  для  глу- 
бины Н  погружетя  имъемъ: 

К'=/«»(1-$)*  =  »*Йг-^);         • 

с— А 
по  формулъ  же  (1262): 

V  =  0 —  паЪс; 
?    Р 
поэтому  для  к  получаемъ  кубическое  уравнеше: 

дя  _  ЗсЛ3  -+-  4  -  с3  =  О, 
Р 

имъющее  въ  предълахъ  отъ  0  до  2с  только  одинъ  действительный  корень. 

3.  670.  Указать  положен1я  равновъсш  однороднаго  куба.  Отв.:  Въ  числ-ь 
положенш  равновъс1я  находятся  всъ  тъ  положения  куба,  при  которыхъ  одна 
изъ  его  осей  симметрш  имветъ  вертикальное  положеше;  по  числу  вершинъ. 
числу  реберъ  и  числу  граней  куба,  имъемъ  8  -+-  12  н-  6  =  26  такихъ  положетй. 
Отсюда  еще  не  слъдуетъ,  чтобы  не  были  возможны  и  другая  по  ложен  хя  равно- 
въс1я:  ръшете  этого  вопроса  требуетъ  болъе  подробнаго  изслъдован1я  поверх- 
ности центровъ. 

Устойчивость  равновесия  пдавающихъ  т4лъ. 

662.  06Щ1Я  соображежя.  Равнов'Ьые  устойчиво,  если  при  всякомъ  без- 
конечно-маломъ  отклонены  отъ  положения  равновйыя  гЬло  или  возвра- 
щается въ  него  или  такъ  около  него  колеблется,  что  отклонение  постоянно 
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остается  безконечно-малымъ  (§  522).  Существуете  одинъ  очевидный  слу- 
чай равновесия  плавающаго  тЬла:  когда  его  центръ  массы  находится  ниже 
центра  массы  погруженная  въ  жидкость  объема.  Прим^ромъ  такого  равно- 
в-Ьс1я  можетъ  служить  ареометръ  (спиртом*ръ). 

Но  известно,  что  плавающее  гЬло  можетъ  и  тогда  находиться  въ  равно- 
в-Ьсш,  когда  его  центръ  массы  выше  центра  гидростатическаго  давлешя. 
Этотъ  случай  болйе  важный  и  требуетъ  бол*е  внимательнаго  изсл*дова- 
Н1Я.  Применяя  обпцй  признакъ  для  устойчивости  равнов,Ьс1я,  мы  должны 
испробовать  всЬ  возможный  для  твердаго  гЬла  отклонешя  изъ  положенья 
равнов*С1я  и  посмотреть,  будутъ  ли  эти  отклонешя  оставаться  безконечно- 
малыми,  когда  гЬло  будетъ  опять  предоставлено  самому  себ*.  Такъ  какъ 
всякое  перем-Ьщеше  твердаго  гЬла  слагается  изъ  шести  основныхъ,  трехъ 
иоступательныхъ  и  трехъ  вращательныхъ.  то  мы  должны  указанный  при- 
знакъ применить  къ  каждому  изъ  этяхъ  шести  перемЪщешй.  Если  при 
этомъ  каждый  разъ  перем*щеше  окажется  устойчивымъ,  или  для  нЬкото- 
рыхъ  изъ  этихъ  перем'ЬщенШ  безразличнымъ,  то  оно  вообще  устойчиво, 
^{ля  одного  изъ  основныхъ  перем'ЬщенШ, — поступательнаго  въ  вертикаль- 
номъ  направлети, — равнов*с1е  всегда  устойчивое;  лотому-что,  если  гЬлу 
сообщить  перем*щен1е  внизъ,  то  гидростатическое  давлеше  увеличивается 
и  становится  больше  в*са  тЬла,  всл-Ьдстае  чего  гЬло  с*ять  подымается; 
при  поднятш  же  вверхъ  отъ  положешя  равновесия  происходить  обратное. 
Далее,  для  трехъ  основныхъ  перем'ЬщенШ,  —  двухъ  поступательныхъ  въ 
горизонтальномъ  направленш  и  вращательнаго  около  вертикальной  оси, — 
равнов-Ьс1е  безразличное.  Такимъ  образомъ  вопросъ  объ  устойчивости  сво- 
дится къ  изсл-Ьдованш  двухъ  остальныхъ  перемещенШ:  вращенШ  около 
двухъ  горизонтальныхъ  осей.  Эти  оси  мы  будемъ  предполагать  взаимно- 
лерпендикулярными  и  лежащими  въ  плоскости  плавашя. 

663.  Метацентры.  Проведемъ  въ  одной  изъ  гЬхъ  точекъ  С  поверх- 
ности центровъ,  которыя  соответствуют^  положешямъ  равновгЬск,  глав- 
ный нормальный  сЬчеюя  этой  поверхности.  Какъ  известно  (см.  прилож. 
дифф.  исч.  къ  геом.),  линш  этихъ  сЬченШ  им4ютъ  свойство,  что  нормаль 
къ  поверхности  въ  точке  С,  безконечно-близкой  къ  С  и  лежащей  на  та- 
кой лиши,  пересекается  съ  нормалью  въ  точкЬ  С.  чего  вообще  говоря 
не  будетъ  для  какой-либо  другой  точки,  безконечно-близкой  къ  С.  Точка 
пересЬчешя  нормалей  въ  С  и  С  представляетъ  въ  предал*  центръ  кри- 
визны нормальнаго  сЬчешя.  Центры  кривизны  главныхъ  нормаль- 
ныхъ  сЬчен1й  поверхности  центровъ  въ  точке,  соответствую- 
щей какому-либо  положенш  равнов4с1Я  плавающаго  тела,  на- 
зываются метацентрами. 

Дадимъ  плавающему  тЬлу,  находящемуся  въ  равнов^ст,  безконечно- 
малое  перемЬщете,  вращая  его  около  горизонтальной  оси,  лежащей  въ 
плоскости   плаван1я,  такимъ   образомъ,  чтобы   центръ  гидростатическаго 

43* 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   676   — 

давления  переместился  изъ  С  въ  С  (фиг.  264)  по  главному  нормальному 
сЬченш  поверхности  центровъ.  Прямая  СО,  имевшая  въ  положенш  равно- 
в^с1Я  вертикальное  положение,  наклонится,  а  нормаль  къ  поверхности 
центровъ  въ  точки  С",  по  свойству  поверхности  центровъ  (§  659),  при- 
меть вертикальное  направление  и,  по  свойству  главныхъ  нормальныхъ  сЬ- 

чешй,   пересЬчется  съ  нормалью  СО  въ  точк* 
О  Оп  являющейся  въ  предали  однимъ  изъ  мета- 

центровъ.  Очевидно,  что  если  эта  точка  окажется 
выше  С,  то  пара  силъ  (Р,  Р')  будетъ  стремиться 
С.';  возвратить  тЬло  въ  положение  равнов-Ьая;  если 

же  точка  О,   окажется  ниже  точки  Сг,  то  тЬло 
:  :  „/  будетъ  продолжать  отклоняться  дальше  отъ  по- 

I  ложетя  равнов,Ьс1я.   Если   такое  изсл-Ьдоваше, 

:?  выполненное  для  обоихъ  нормальныхъ  с-ЬченШ 

^-^  ^  ^        _-—       поверхности  центровъ,  следовательно  для  двухъ 
С     С  вращешй  около  взаимно-нерпендикулярныхъ  осей, 

Фиг.  264.  обнаружить  устойчивость  равнов*с1я,  то  равнов^- 

с1е  будетъ  устойчивымъ  при  всякомъ  другомъ  вра- 
щательномъ  отклонены,  слагающемся  изъ  двухъ  разсмотр*нныхъ  вращенШ. 
Изъ  сказацраго  видно,  что  для  устойчивости  равнов*С1Я  не- 
обходимо и  достаточно,  чтобы  оба  метацентра  Ог  и  02,  находи- 
лись выше  центра  массы  плавающаго  т'Ьла. 

Если  оба  метацентра  находятся  ниже  центра  массы  гЬла,  то  равно- 
вЪае  безусловно  неустойчивое. 

Если  центръ  массы  гЬла  находится  между  метацентрами,  то  хотя  равно- 
в'Ьс1е  и  устойчиво  по  отношетю  къ  одной  изъ  осей  вращешя,  его  нужно 
въ  общемъ  признать  неустойчивымъ,  потому-что  оно  является  неустойчи- 
вымъ  по  отношетю  ко  всякой  другой  оси  вращетя,  проведенной  въ  плос- 
кости плавашя. 

Легко  видЬть,  каково  будетъ  равнов^ае  въ  частныхъ  случаяхъ,  когда 
дв*  или  всЬ  три  точки  (г,  01  и  02  совпадаютъ:  оно  будетъ  или  отчасти 
или  вполне  безразличное. 

На  практике  изучеше  устойчивости  равнов^ая  обыкновенно  облег- 
чается гЬмъ,  что  достаточно  бываетъ  изсл-Ьдовать  вращеше  только  около 
одной  оси,  вслЬдств1е  существовали  плоскости  симметрш,  и  вм-Ьсто  по- 
верхности центровъ  разсматривать  линш  центровъ,  наприм*ръ  въ  вопрос  Ь 
объ  устойчивости  корабля. 

3.  671.  Каково  равновесие  неоднороднаго  шара  (задача  667)  въ  двухъ  его 
положешяхъ  равновесия? 

3.  672.  Показать,  что  при  равновъсш  однородного  эллипсоида  изъ  шести 
возможныхъ  вообще  положенШ  равновЪс1я  два,  при  которыхъ  наименьшая  ось 
вертикальна,  устойчивы,  а  остальныя  неустойчивы.  При  ръшенш  нужно  при- 
нять во  впиыаше,  что  наибольшая  и  наименьшая  оси  эллипсоида,  изображаю- 
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щаго  поверхности  дентровъ  (задача  668),  совпадаютъ  съ  наибольшею  и  на- 
именьшею осями  даннаго  эллипсоида. 

3.  673.  У  неоднородпаго  эллипсоида  (1258)  средняя  плотность  равна  по- 
ловине плотности  жидкости,  а  центръ  массы  его  находится  на  его  большой 
оси.  Определить  для  этого  центра  услов1я,  чтобы  равнов-Ьсге  эллипсоида,  когда 
его  наибольшая  ось  вертикальна,  было  устой чивымъ.  Р*Ьш.:  Согласно  задаче  464 

точка  С  находится  въ  разстоянш       полуоси    отъ  центра  даннаго  эллипсоида; 

о 

поэтому    (задача  668)  поверхность   центровъ   есть   эллипсоидъ   съ  полуосями 

3       3       3 
-а,      6,  —с.  Если  </>Ь>с,  то  центръ  массы  даннаго  эллипсоида  долженъ  отъ 

его  геометрическаго  центра  находиться  вт>  разстоянш  болыпемъ,  чъмъ  центръ 
кривизны  для  вершины  того  сЬчешя  поверхности  центровъ,  которое  содержитъ 
большую  и  среднюю  оси. 

3.  674.  Объяснить,  почему  плавающая  призма  должна  имъть  достаточную 
длину  параллельныхъ  реберъ,  чтобы  тъ  положетя  равновесия,  при  которыхъ 
эти  ребра  горизонтальны,  были  устойчивы. 

664.  Аналитическое  опредЪлеше  устойчивости.  Предварительный  сообра- 
жения. Аналитически  можно  изучать  устойчивость  плаваюпшхъ  гЬлъ  и  безъ 
разсмотр'Ьшя  поверхности  центровъ;  это  представляетъ  преимущества  въ 
особенности  въ  гЬхъ  случаяхъ,  когда  трудно  бываетъ  определить  видъ 
поверхности  центровъ.  Сущность  дела  остается  впрочемъ  та  же  самая. 

ПересЬчемъ  гЬло  плоскостью  плавашя  П  въ  положенш  равнов-Ьс1я  и 
въ  плоскости  еЪчешя  проведемъ  оси  (ху)  по  осямъ  центральнаго  эллип- 
соида инерщи  этой  площади  сЬчешя  (§  470),  т.  е.  таюя  оси,  что  отно- 
сительно ихъ  моментъ  девгащи 

Гху  (18  =  0.  (1259) 

Проведемъ  еще  плоскость  П',  наклоненную  къ  плоскости  П  подъ  безко- 
яечно-малымъ  угломъ  а  и  пересекающуюся  съ  последнею  по  оси  (х)  или 
по  оси  (у).  Зам'Ьтимъ  теперь  следующая  три  свойства  объемовъ  V  и  Г". 
заключенныхъ  между  этими  плоскостями  клиньевъ. 

1)  Эти  объемы  равны.  Действительно,  если  плоскости  Л  и  П'  пе- 
ресекаются по  оси  (у),  то  эти  объемы  можно  выразить  такъ: 

V  =/™  А8',      Vй '=  —  Г  ах  08*  9  (1260) 

где  первое  интегрировате  распространено  на  все  элементы  площади  П 
по  одну  сторону  оси  (у\  а  второе  интегрировате  на  элементы  другой 
части  площади  плавашя.  Если  хе'  и  хс"  суть  центры  массъ  этихъ  пло- 
щадей 5'  и  8",  то  формулы  (1260)  даютъ: 

Г  =  аЗ'.  хс\     Vй  =  —  «5\  хе\ 

V9  —  Г"  =  а  (8'хсг  -+-  8ихе")  =  *8х9  =  О, 

потому-что  центръ  массы  (хе,  ус)  всей  площади  6"  лежитъ  въ  начале  ко- 
ордината. 
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Изъ  равенства  объемовъ  V  и  Vй  заключаемъ,  что  плоскость  П'  есть 
тоже  плоскость  плавашя;  следовательно,  при  поворот*  гЬла  около  одной 
изъ  координатныхъ  осей  на  безконечно-малый  уголъ,  величина  гидроста- 
тическая давленш  не  изменяется. 

2)  Центры  массы  объемовъ  V  нУ  лежатъ  на  одной  прямой, 
перпендикулярной  къ  оси  (у)  (или  также  на  прямой,  перпендикуляр- 
ной къ  другой  оси).  А  именно: 

Г'уе'  =/у .  ах  <Ю',      Г' у:  =  -$у .  ах  Л8\ 

У'(уе'-уе")  =  а^хуа8  =  0, 

согласно  формул*  (1259). 

Это  показываетъ,  что  пара  силъ,  являющаяся  отъ  погружешя  одного 
изъ  объемовъ  V  и  V"  и  выхода  на  поверхность  уровня  другого,  лежигъ 
въ  плоскости,  перпендикулярной  къ  оси  (у). 

3)  Моментъ  вышеуказанной  пары  выражается  такъ: 

М,  =  драВ, 

где  В  моментъ  инерцш  площади  5  относительно  оси  (у).  Чтобы  это  по- 
казать, опред*лимъ  статическШ  моментъ  силы,  измеряющей  увеличеше 
гидростатическаго  давлетя  вследеше  погружешя  объема  V  въ  жидкость: 


М$'  =  /  х.драх с18т  =  дра  I  х2  Л8\ 


Точно  также,  моментъ  силы,  измеряющей  уменынете  гидростатическаго 
давлен1я  вследсше  выхода  объема  Vй  изъ  жидкости: 

Ж/  =  —  1\—  х) .  драх  й8*  =  дра  /  V  Л8*. 

Поэтому 

М  =  Му'  -*-  Ж/  =  дра  /V  08  =  драВ.  (126 1 ) 

Если  бы  мы  предположили,  что  вращеше  произошло  около  оси  (х\ 
мы  точно  такъ  же  нашли  бы: 

Мх  =  драЛ,  (1262) 

где  А  моментъ  инерцш  площади  5  относительно  оси  (х). 

665.  Услов1я  устойчивости.  Выведемъ  плавающее  тело  изъ  положешя 
равновеЫя,  повернувъ  его  на  уголъ  а  около  оси  (у).  По  лемме  (1),  §  664, 
объемъ  погруженной  части  при  этомъ  не  изменится,  такъ  что  весъ  тела 
и  гидростатическое  давлеше  будутъ  составлять  пару  силъ,  изъ  которыхъ 
первая  сила  будетъ  попрежнему  приложена  въ  центре  массы  тела,  заняв- 
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§  665,  ф.  1266. 


шемъ  теперь  положеше  О'  (фиг.  265),  а  вторая  въ  некоторой  точки  С1Э 
не  совпадающей  уже  въ  гкгЬ  съ  новымъ  положешемъ  С  прежняго  центра 
давлешя.  Вместо  этой  пары  можно  разсматривать  совокупность  двухъ  сл*- 
дующихъ  паръ:  пару  съ  моментомъ  Л/ ',  состоящую  изъ  двухъ  силъ,  рав- 
ныхъ  в4су  тЬла  и  приложенныхъ 
въ  точкахъ  О'  и  С, 

М'=Са'а.Р=СОл.Р9    (1263) 

и  пару  съ  моментомъ  М9,  опреде- 
ляемую по  лемм-Ь  (3),  §  664.  Эти 
пары  дМствують  всегда  въ  обрат- 
ный стороны,  и  устойчивость  рав- 
новесия обусловливается  неравен- 
ствомъ 

М$  >  М' 

пли,  по  формуламъ  (1261)  и 
(1263): 

9?В 


Св< 


(1261) 


Разсматривая  вращеше  около  оси 
(./•),  находимъ  подобное  же  услов1е 

9?Д 


С6< 


(1265) 


Фиг.  265. 


Для  устойчивости  неебходимо,  чтобы  эти  неравенства  выполнялись  одно- 
временно. Если  А<В,  то  достаточно  одного  услов1я  (1265),  которое  при 
помощи  формулы  (1257)  можетъ  быть  такъ  написано: 


СО<уг 


(1266) 


Итакъ,  равновесие  плавающаго  тйла  устойчиво,  если  разстоя- 
н1е  между  центромъ  массы  и  центромъ  гидростатическаго  да- 
влен1я  не  превосходитъ  отношеюя  наименыпаго  момента  инер- 
Ц1И  площади  плаван1Я  къ  объему,  погруженному  въ  жидкость. 

3.  675.  Въ  числъ  положешй  равповъс1я  плавающаго  однороднаго  кругового 
цялпндра,  имъющаго  перпендикулярный  къ  его  оси  основаны,  находится  оче- 
видно такое,  при  котороиъ  ось  цилиндра  вертикальна.  Зная  плотность  ци- 
линдра, определить,  при  какомъ  отиошенш  между  его  высотою  Л  и  раддусомъ 
основан1я  г  это  положеше  равновъсгя  устойчивое.  Отв.: 


V  28  (р  ■ 


3.  676.  Разсмотръть  по  отношенш  къ  устойчивости  тъ  положенгя  равно- 
въс1я  правильной  четырехгранной  пирамиды,  при  которыхъ  перпендикуляръ, 
опущенный  изъ  вершины  на  основаше,  имъетъ  вертикальное  положеше. 
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3.  677.  Однородный  кубъ  плаваетъ  такъ,  что  дв*Ь  грани  его  горизонтальны* 
При  какой  глубин*  иогружешя  это  плаваше  устойчивое?  Отв.:  Если  а  ребро 
куба,  а  8  глубина  его  погружен^,  то  должно  быть: 

в       3--  1/3  в       3-н1/3 

или    -  < д г—     или         ^>  — -^—  • 

а  о  а  о 

Такъ  какъ  =  — ,  то  мы  видимъ,  что  не  при  всякой  плотности  куба  рас- 
сматриваемое раввов'вс1е  его  устойчиво. 


ГЛАВА   XXIII. 

Основашя  гидродинамики. 

Основныя  уравненш  гидродинамики. 

666.  Общая  форма  уравнешй.  Принципъ  Даламбера  позволяетъ  и  въ 
механике  жидкости,  какъ  въ  механик*  всякой  системы  матер1альныхъ 
точекъ,  отъ  уравнешй  равновМя  перейти  къ  уравнешямъ  движешя,  за- 
м'Ьнешемъ  д'Ьйствующихъ  на  каждую  точку  вн-Ьшнихъ  силъ  силами  поте- 
рянными. Если  жидкость  находится  въ  движеши,  то  каждая  частица  ея 
им'Ьетъ  вообще  говоря,  некоторое  ускореше  ИГ,  которому  соотвЪтствуетъ 
«двигательная  сила»  (§  507)  ТГрйГ,  имеющая  своими  слагаемыми  по 
осямъ  координатъ 

И^рйГ,     ИуйГ,     уу^ау. 

Означая  черезъ  Е,  Н,  2  слагаемый  внешней  силы  Р,  расчитанной  на 
единицу  массы,  получаемъ  следующее  выражеше  для  потерянной  силы, 
действующей  на  частицу  рйГ: 

(2—  №>)?с1К     (Н—  Ж^рйГ,     (2— И^)РЙГ.       (1267) 

Примкнете  принципа  Даламбера  состоитъ  въ  томъ,  что  |въ  основныя 
уравнешя  гидростатики  (1211)  подставляются  вместо  выражешя  данныхъ 
силъ,  отнесенныхъ  къ  единиц*  объема,  выражешя  (1267),  разд*ленныя 
на  элементъ  объема.  Это  даетъ  три  основныхъ  уравненгя  гидро- 
динамики: 


(1268) 


которыя  отличаются  отъ  уравнешй  гидростатики  существеннымъ  образомъ 
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въ  томъ  отношенш,  что  здесь  все  элементы  могутъ  быть   функщями   не 
только  координатъ,  но  и  времени. 

Само  собою  понятно,  что  здЬсь,  какъ  и  въ  гидростатике,  жидкость 
предполагается  идеальною. 

667.  Уравнешя  гидродинамики  въ  форм*  Лагранжа.  Уравнен1я  гидро- 
динамики въ  виде  (1268)  обыновенно  не  употребляются.  Въ  гидрокине- 
матике мы  видели  (§  598),  что  координаты  (6,  %  О  частицъ  какого-либо 
изменяемаго  гЬла  являются ,  функщями  четырехъ  переменныхъ:  началь- 
ныхъ  координатъ  аг,  у,  г  и  времени  (.  Если  требуется  определять  дви- 
жете отдельныхъ  частицъ  жидкости,  заданныхъ  ихъ  начальными  поло- 
жешями,  то  эти  переменный  и  должны  быть  введены  въ  уравнешя  гидро- 
динамики какъ  независимый  переменный.  Эти  уравнешя  получаютъ  въ 
такомъ  случае  форму,  которою  преимущественно  пользовался  Лагранжъ 
и  который  поэтому  принято  называть  его  именемъ. 

Принимая  х,  у,  г  за  независимый  переменный,  мы  должны  все  эле- 
менты предполагать  функщями  этихъ  переменныхъ.  Сообразно  съ  этимъ 
мы  должны  въ  уравнешя  (1268),  вместо  частныхъ  производныхъ  р  по 
Е,  Т|  и  ^  ввести  частныя  производный  р  по  х,  у  и  г.  Для  этого  имеемъ 
по  правиламъ  дифференцирован1я  сложныхъ  функщй: 


(1269) 


др др   д$       др  дт\       др    дС, 

дг       Э;    дг       ду\    дг       д'С,    дх  * 

Ускореше  всякой  точки  зависитъ  отъ  измененШ  координатъ  ?,  т),  С  съ 
течешемъ  времени;  а  такъ  какъ  эти  координаты  зависятъ  также  и  отъ 
ж,  у,  г,  то,  согласно  со  сказаннымъ  въ  §  635,  мы  должны  проекцш  уско- 
решя  выражать  знакомъ  частныхъ  производныхъ: 

Иг    -*1       цг    __д*5      ш    =   *±  П270) 

^  —  д?4        Ъ  —  дР  '     "Ч         д?  '  1         ' 

2,  Н,  2  должны  теперь  считаться  тоже  функщями  переменныхъ  ху  у,  г,  1\ 
въ  виду  этого  мы  будемъ  теперь  эти  проекцш  обозначать  буквами  Ху  У,  2\ 
?  тоже  должна  разсматриваться  какъ  функщя  отъ  х,  у,  я,  I.  Принявъ 
все  это  во  внимаше,  умножая  уравнешя  (1268)  соответственно  на 

дХ      ду\      дъ       д$      дг\     д^        (%      д^     д^ 
Ох  '   Лг  '  дх  '      ду'   ду'  ду  щ     ~дг  '   дг  '   дг 


др= 

дх 

др 
"Я 

— -+ 

дх 

др  дт\ 

-  —  —  -•- 

&ц   дх 

др 

дх' 

бр 

др 

'  дг 

ду 

дц   ду 

др 

"дХ 

* 

V 
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и  каждый  разъ  складывая,  подучаемъ: 


* 

бр 


др 
дг 


(1271) 


При  этомъ  задача  гидродинамики  заключается  въ  опредйленш  ?,  тг),  ?,  р  и  о 
въ  функцш  х,  у.  я,  и  Для  этого,  кром*  уравненШ  (1271),  ивгЬемъ  одно 
изъ  добавочныхъ  условШ  для  плотности,  упомянутыхъ  въ  §  645,  который 
мы  и  будемъ  исключительно  имгЬть  въ  виду,  т.  е.  предполагать,  что  или  о 
постоянна  или  р  есть  функщя  давлешя  при  постоянстве  температуры. 
Наконецъ  последнее  еще  недостающее  намъ  уравнете  мы  получимъ  по 
формул*  (1131),  подставивъ  туда  для  Б  определитель,  входящШ  въ  фор- 
мулу (1128).  Формула  (1131),  выражающая  постоянство  массы  каждой 
частицы,  можетъ  быть  такъ  написана: 


дБ 

*± 

дъ 

дх 

дх 

дх 

ду 

ду 

ду 

д\ 
дг 

дг, 
дг 

дг 

=  Ро- 


(1272) 


Въ  случае  однородной  несжимаемой  жидкости  р  =  р0,  и  тогда 


дх      дх 


ду 

дг 


ду 

дщ 
дг 


Ох 
ду 
дг 


=  1. 


(1273) 


668.  Уравнения  гидродинамики  въ  форм*  Эйлера.  Когда  требуется  опре- 
делить состояюе  движен1я  жидкости,  т.  е.  величину  и  направлете 
скорости  въ  каждый  данный  моментъ  и  въ  каждой  точк'Ь  пространства, 
то  проекщи  скорости  щ  г;,  го,  должны  быть  отыскиваемы  въ  функцш 
Е,  т\,  С,  *■  Для  преобразовашя  соответственно  этому  уравненШ  (1268)  иод- 
ставимъ  въ  нихъ  для  ускоренШ  выражешя  (1195);  это  даетъ: 
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ди  I  ди  ди  ди  ди\ 

др  I  „        дю  дю  дш  дм\ 

Неизвестными  функщями,  въ  определенш  которыхъ  заключается  за- 
дача гидродинамики,  являются  щ  г?,  *«;,  р  и  р  какъ  функпш  отъ  ?,  у\ ,  С  и  (. 
Добавочными  условгями,  необходимыми  для  ихъ  опред,Ьлен1я,  служатъ 
теиерь:  1)  опять  завимость  между  р  и  р  при  постоянной  температур*  или 
предположеше,  что  плотность  р  постоянна,  и  2)  услов1е  (1168)  неразрыв- 
ности вещества:  ,         .         >         ,7 

ди        дV       дгс      а  1а  о  _   _  ч 

^^Г*-^-0'  (1275) 

которое  въ  случаЬ    однородной  несжимаемой  жидкости  принимаетъ  видъ 

ди       дь1       дю 

-*г*"зг,-^==0-  (127(3) 

669.  Вопросы  гидродинамики.  Когда  и,  V,  го  найдены  какъ  функщи 
отъ  6,  *1,  ^,  *,  то  пр1емами,  указанными  въ  глав*  XXI,  могутъ  быть 
изсл*дованы  различный  свойства  движешя:  распред'Ьлете  гидродинами  че- 
скаго  давлен1Я,  лиши  тока,  лиши  вихрей,  видъ  свободной  поверхности 
жидкости  и  зависимость  движешя  отъ  твердыхъ  неподвижныхъ  или  по- 
движныхъ  ея  границъ,  наприм'Ьръ  двигающихся  въ  ней  твердыхъ  гЬлъ, 
и  т.  д.  Не  вдаваясь  въ  обстоятельное  изучеше  гидродинамики,  которое 
уже  выходить  изъ  области  основного  курса  теоретической  механики,  а  по 
методамъ  изсл*дован1я  относится  къ  математической  физике,  разсмотримъ 
только  несколько  наиболее  простыхъ  основныхъ  вопросовъ  гидродинамики 

Гидродинамическое  давдете  въ  сдуча*,   когда  для  сидъ 
и  для  скоростей  существуютъ  потешцадьныя  фунвщи. 

670.  Уравномя  гидродинамики  для  этого  случая.  Интегрироваше  урав- 
ненШ  гидродинамики,  которое  въ  общемъ  случай  представляетъ  болып1я 
трудности,  облегчается,  какъ  и  въ  другихъ  задачахъ  механики,  если 
вн^ття  силы  им-Ьютъ  потенщальную  функщю,  т.  е.  если  можно  принять: 

*  _  М      Н  -  т       7-дП 

Полагая,  какъ  въ  гидростатике  (§  645): 

йр 


Г 


р 
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куда  входить  и  болъе  частный  случай  несжимаемой  жидкости, 


Р(р)  = 

и  принимая  во  внимаше,  что 

дР  _ЛР   др 

д%  ~  йр    д\       р 

и  т.  д.,  можно  уравненш  (1274)  такъ  представить: 


1   <% 


д(Ц—  Р) 

д  {У—Р) 
дц 

д_(Ц—Р) 


ди 
"д1 

дь 
дТ 

дю 


ди 
~д( 

«К 


ди> 

61  "*■  "  Ж 


ди 
ди) 


Я" 


-М> 


и; 


(1277) 


Первыя  части  этихъ  уравненШ  суть  частныя  производный  по  координа- 
тамъ  отъ  одной  и  той  же  функщи  II — Р.  Движете  происходить  следо- 
вательно такъ,  т.  е.  и,  V,  гс  таюя  функщи  независимыхъ  перем1>нныхъ. 
что  и  вторыя  части  уравненШ  (1277)  являются  частными  производными 
нйкоторыхъ  функщи  по  гЬмъ  же  координатамъ.  Особенно  важный  отно- 
сяпцйся  сюда  случай,  это  тотъ,  когда  скорости  им4ютъ  потенщальную 
функщю  (§  621),  т.  е.  когда 


и  = 


Ж' 


V  = 


IV  =■ 


ду 

ас  • 


(1278) 


цричемъ  ср  можетъ  быть  функщею  не  только  координатъ,   но  и  времени. 
Въ  этомъ  случай,  пользуясь  равенствами  (1151),  можно  написать: 


и 

ди 

-ь 

ди 
дт\ 

-+-  Ы) 

ди 

= 

ди 

и  — 

д\ 

-+-  V 

дь 

к 

н- 

дь 

9  ъ 

+-  1С 

дх 

= 

ди 
дт\ 

-+-  V 

де 
дч 

дго       1     д  ,  „         „ 


дьо       1    д  ,  „ 

-+-  ю  -V-  =  о  х:  (и 


■»*). 


и;2). 


гМ;  с№»  дго  ди  дг 

Принимая  еще  во  внимаше,  что 


ди;       1     д  г  2         2  2Ч 

нм;  — =-  -г=  (и2  +  г+  ад2). 


Л  ~~2    ^ 


"5Г 


^г  _  <)2<р  _  ^  /Ар\ 
~д~1~Ъг\д1~  ЪцУдь)* 


ди>  _  д\ [_^  /<*Р\ 
"дЬ  ~Ж>д1~  <К\д1)' 
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и  полагая  .        .         .       ,.  ,,.,,,, 

и'  +  ^ч-  м>*  =  к1,  (1279) 

гд*  к  скорость  частицы  (?,  т|,  О,  можно  уравнешя  (1277)  такъ  представить: 


д(Ц-Р)_  д  (ду 


I1")' 


(1280) 


671.  Формула  для  гидродинамическая  давлемя.  Будемъ  рассматривать 
состояше  движешя  жидкости  въ  определенный  моментъ  времени,  т.  е. 
будемъ  считать  I  постояннымъ  и  изучать,  какъ  изменяются  функщи 
Р,  ы,  г?,  гю  съ  изм'Ьненхемъ  5,  т),  С,  другими  словами,  съ  переходомъ  отъ 
одной  частицы  жидкости  къ  другой.  Въ  этомъ  предположены  умножимъ 
уравненш  (1280)  соответственно  на  Л,  йтг),  йС  и  сложимъ;  это  даетъ: 

или 

Л/р_  17+^  +  ^1  =  0,  (1281) 

где  знакъ  й  полнаго  дифференщала  касается  только  дифференцировашя 
по  координатамъ,  но  не  по  времени.  Интегрируя,  можно  написать: 

Р-е/-ь^н-^*3  =  /Ч0.  (1282) 

Здесь  вместо  произвольной  постоянной  поставлена  произвольная  функ- 
щя /(0  потому,  что  члены  въ  формул*  (1282)  зависятъ  и  отъ  I,  диф- 
ференщальное  же  уравнете  (1281)  удовлетворяется,  какова  бы  ни  была 
функщя  /"(О- 

672.  Постановка  задачи  гидродинамики  въ  случа*  потенц|аала  скоростей. 

Вопросъ  гидродинамики  приводится  теперь  къ  опред^ленш  <р  [I,  т),  ^,  1)у 
потенщальной  функщи  скоростей;  посл'Ь  этого,  уравнешя  (1278)  дадутъ 
величину  и  направлеше  скорости  каждой  частицы  жидкости,  занимающей 
въ  данный  моментъ  данное  положете  въ  пространств*,  а  формула  (1282) 
определить  Р  (р)  и  следовательно  давлеше  въ  каждой  точке,  если  будетъ 
еще  известна  функщя  /*(<),  которая  можетъ  быть  определена,  если  из- 
вестно давлеше  р  въ  одной  какой-нибудь  точке  пространства  для  вся- 
каго  момента  времени. 

Определешю  функщи  <р  могутъ  помочь  уравнешя  (1275),  если  плот- 
ность переменная,  или  уравнете  (1276),  если  жидкость  однородна  и  не- 
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сжимаема.  Первое  изъ  этихъ  уравненШ  по  формудамъ  (1278)  принимаетъ 
теперь  видъ: 

даор        д3ч>        д2Ф       (Пар       л  .    лгл, 

второе  же  уравнеше,  при  р  постояяяомъ  представляетъ  собою  Лапласово 
уравнеше  (§  624): 


Р'Ьшешя  этого  уравнешя  могутъ  быть  отыскираемы  независимо  огь  урав- 
нения (1282).  Нужно  впрочемъ  заметить,  что  общаго  способа  для  инте- 
грирования уравнешя  (1284)  не  существуешь.  Но  зато  часто  бываетъ  воз- 
можно подыскать  рЪшеше,  соответствующее  всЬмъ  даннымъ  услов1ямъ  за- 
дачи гидродинамики;  причемъ  существенною  помощью  является  задаше 
состояшя  движешя  на  границахъ  жидкости.  Изучеше  методъ,  ведущихъ 
къ  этому,  составляетъ  одинъ  изъ  основныхъ  вопросовъ  математической 
физики.  На  изложены  ихъ  мы  уже  не  можемъ  здЪсь  останавливаться. 

673.  Гидродинамическое  давлеме  въ  случае  установившегося  течетя 
жидкости.  Уравнеше  (1282)  показываетъ,  что  гидродинамическое  давле- 
Н1е,  при  осгальныхъ  равныхъ  услов1яхъ,  отличается  отъ  гидростатиче- 
ская, такъ  какъ  зависитъ  нетолько  отъ  внЬшнихъ  силъ,  но  и  отъ  ско- 
рости. Упростимъ  указанное  уравнеше,  предположивъ,  что  движенн1 
жидкости  установившееся,  т.  е.  такое,  что  въ  каждой  точк*  про- 
странства величина  и  направлеше  скорости  остаются  постоянными,  неза- 
висимо отъ  того,  которая  частица  жидкости  въ  данный  моментъ  времени 
черезъ  эту  точку  пространства  проходить.  Въ  этомъ  случа'Ь  функщи  «. 
V,  го\  ф,  а  следовательно  и  Р,  отъ  I  не  зависать.  Въ  виду  этого  произ- 
вольная функщя  /■(*)  должна  быть  заменена  произвольною  постоянною, 
и  формула  (1282)  принимаетъ  видъ: 

Р  =  *7  —  I  *2  ч-  С. 

Для  опред4лен1я  С  нужно  знать  давлеше  р0  и  скорость  к0  въ  какой-ни- 
будь данной  точки  М0;  для  нея 

II    ПОЭТОМУ  1 

Р  =  Р0  +  V  -  И0  -  ±  (Л8  -  V)-  (1285) 

674.  Истечете  тяжелой  несжииаеиой  однородной  жидкости  изъ  сосуда. 

Если  ось  (О  направить  вертикально  внизъ,  то 
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§  674,  ф.  1288. 


и  поэтому 


17  =  Л 


Такъ  какъ  плотность  р  постоянна,  то 

Р  = 
и  формула  (1285)  даетъ: 


Гйр  =  Р 
7    Р         Р 


^)-~Р(*2-*оа)- 


(1286) 


Пусть  будетъ  р0  атмосферное  давлеше,  одинаковое  какъ  на  свободной  по- 
верхности жидкости,  наполняющей 
сосудъ,  такъ  и  на  поверхности  выте- 
кающей изъ  сосуда  струи  (фиг.  266). 
Означая  черезъ  к0  скорость  частицъ 
жидкости  на  ея  свободной  поверх- 
ности, предполагая  течеше  въ  сосуд* 
лигаеннымъ  вращешя  частицъ,  что 
необходимо  принять  при  существова- 
ши  потенщальной  функщи  скоро- 
стей (§  621),  и  прилагая  формулу 
(1286)  къ  точк*  на  поверхности  вы- 
текающей струи  вблизи  отвертя  со- 
суда, имгЬемъ  р  =  р,  и  поэтому  на- 
ходимъ: 


к   —  к0 


Фиг.  266. 

Зд'Ьсь  ± — Со  есть  глубина  А  отверспя  подъ  свободною  поверхностью;  итакъ: 

к  =  ]/к0'ч-^дк. 


(1287) 


Эта  формула  (Торичелли)  принимаетъ  бол4е  простой  видъ,  если  пло- 
щадь свободной  поверхности  весьма  велика  въ  сравненш  съ  площадью 
поперечнаго  сЬчешя  вытекающей  струи;  тогда  можно  принять  *0  =  0  и 


к  =  ]/2дк. 


(1288) 


Эти  формулы  невполн*  точны  всл"Ьдств1е  присутств1я  третя  и  несо- 
вершенства жидкости,  причинъ,  которыя  обусловливают^  между  прочимъ 
вращеше  частицъ,  предполагавшееся  выше  отсутствующими  КровгЬ  того 
при  истечеши  происходить  сжатхе  струи,  требующее  тоже  некоторой  по- 
правки въ  формулахъ  (1287)  и  (1288)  въ  вид*  н-Ькотораго  коэффищента, 
опредЬляемаго  уже  изъ  опыта.  Подробнее  объ  этомъ  излагается  въ  ги- 
дравлике. 

3.  678.  Объяснить,  почему,  какъ  показы ваетъ  опытъ,  гидродинамическое 
давлеше  внутри  вытекающей  струи  несжимаемой  жидкости  меньше,  чъмъ  на 
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поверхности.  Отв.:  Если  о  и  о'  будутъ  поперечный  съчеша  отверстш  и-1 
шейся  вблизи  отверст!я  струи,  &  к  я  к'  средшя  скорости  въ  этихъ  съчея 
то  по  несжимаемости  жидкости 

ок  =  о'к\ 

такъ  какъ  въ  случай  установившагося  теченЫ  объемъ  жидкости,  протекая) 
черезъ  оба  съчен1я  въ  одинъ  и  тотъ  же  промежутокъ  времени,  не  ж< 
быть  различенъ.  Съ  другое  стороны,  на  поверхности  струи,  если  считать 
съчевдя  находящимися  на  одной  высоте,  скорость  одинакова;  слъдовате; 
въ  съченш  (а')  скорость  внутри  больше,  чъмъ  на  поверхности.  А  въ  та! 
случаъ,  какъ  показываетъ  формула  (1286),  давлете  р  внутри  должно  с 
меньше,  чъмъ  на  поверхности. 

675.  Истечете  газа  иэъ  сосуда,  въ  ноторогь  поддерживается  пост! 
ное  давлеже  р0.  Простейшая  формула  получается  въ  предположена. ' 
температура  въ  сосуд*  остается  постоянною.  В*сомъ  газа  и  вообще  ве! 
ними  силами,  зависящими  отъ  его  массы,  можно  пренебрегать  въ  ер- 
ши съ  давлешемъ  р0.  Пусть  будетъ  р  внешнее  давлете.  Считая  гая 
вершеннымъ,  напишемъ:  р  =  ар9  р0  =  ар0\  поэтому 

Ро 


^  ?    ?о^  р    Ро 


Внутри  сосуда,  если  его  размеры  достаточно  велики,  можно  на  достаг 
номъ  разстоянш  отъ  отверстая  считать  к0  =  0.  Въ  виду  всего  этого  Ф  ;■ 
мула  (1285)  даетъ:  I 

Ро         Р 

•■)та  формула  получена  впрочемъ  въ  предположен1яхъ,  р-Ьдко  осу  шести 
мыхъ  на  практик*.  Бол*е  точныя  выражешя  основываются  на  законах 
термодинамики. 

3.  679.  Въ  паровомъ  котлъ  давлете  въ  5  атмосферъ.  Определить  скоро.т? 
истечен1я  пара  въ  воздухъ.  Отв.:  Въ  абсолютвыхъ  единицахъ  „одна  атмосфер* 
есть  давленге,  выраженное  въ  динахъ,  въеа  столба  ртути  высотою  въ  76  сайт* 
метровъ  и  съ  основатемъ  въ  одинъ  квадратный  сантиметръ.  Поэтому  §2*. 

^0  =  981 .  76  .  13,59 . 5  =  5066075  динъ. 

По  таблицамъ,  плотность  пара  по  отношению  къ  водъ  при  давленш  въ  5  ати'- 
сферъ  и  при  соответственной  температурь  кпптшя  (152е)  р0— 0,0026.  Нтакъ 

7        ,/2.5066075":    .        .01П1 

к  =  1/  — ГТ.-Г; —  Ц  о  =  52191  с анти метровъ  въ  секунду. 

Это  число  нельзя  впрочемъ  считать  сколько-нибудь  точнымъ;  оно  даегь  толь*' 
понят1е  о  величииахъ  скоростей  истечетя  газа  подъ  бодьшимъ  давлешемг. 
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II 


"Уравненш  гидродинамики,  соотв&тствующш  вихревому 

движетю  жидкости. 

676.  Уравнежя  Коши-Гельшгольтца.  Гельмгольтцъ  (ШтЪоИг)  первый 
локазалъ  возможность  изучать  аналитическимъ  путемъ  вихревое  движете 
жидкости,  но  основныя  въ  этомъ  вопросЬ  уравнешя  были  выведены  еще 
раньше  Коши  (СансЬу).  Въ  §  620  были  даны  формулы  (1150),  опред*- 
дяюпця  проекщи  угловой  скорости  частицы  какого-либо  изм-Ьяяемаго  гЬла: 


«у 


1  (дю      <Ц  1  (ди      дю\  1  1  дь      ди\      /10.п. 


Посмотримъ,  как1Я  зависимости  получаются  для  этихъ  угловыхъ  скоростей 
въ  предположены!,  что  у  внйшнихъ  силъ  существуетъ  потенщальная  функ- 
щя.  Обращаясь  для  этого  къ  уравнешямъ  (1277),  исключимъ  изъ  второго 
и  третьяго  V — Р,  составивъ  равенство: 


д«(ЕГ— Р)_<Р(Г7— Р) 


Мы  находимъ: 


д  I  дю       дг?\  д  I  дю        дю\  д  I  дю       дь\  д  I  дю       Л?\ 

(дю  ди       дю  ди\       (дю  дю       дю  дю\      /дга  дю       дю  дю\ 
~Ж&П~  ЯЖ)*Щдч~  Ц  Жг\Ж  ~д^~  ЖЖ/  1         ' 

Ограничиваясь  предположетемъ,  что  жидкость  несжимаема,  и  принимая 
во  внимаше  услов1е  сплошности  (1276).  можно  посл^дтя  дв4  скобки  пре- 
образовать слЬдующимъ  образомъ: 

(дю  дV         дV   дю\       I дю  дю        дю  дю\ 
^^~&^Ж)~*~\Ж~Ь\~~ЖЖ) 

(дю        дг\  ( дV        дю\  ди  [дго       ду\  ,.ЛЛЛл 


(1293) 


Прибавивъ  еще  къ  уравневш  (1291)  члены 

ди  ди        ди  ди 
д^д^~&^К' 

можно  въ  немъ  три  послЬдшя  скобки  заменить  следующими: 

ди  1дю       дю\        ди  I ди        дю\        ди  1дь       ди\ 
~  1*  \дц  ~  Ж1~  д^  \Ж  ~  ~Ж)  ~Ж\Х~~д^)' 

а  тогда,  д*ля  всЬ  члены  на  2  и  пользуясь  формулами  (1290),  можно  на- 

П.  Соховъ.  —  Основания  теорст.  механики.  44 
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писать 


_1 


"5$ 


-+-«? 


■  =  о>. 


ди 


О). 


<2ш 


'6 


Первая  часть  этого  равенства  есть  полная  производная  ~ .  Д^лая  съ 
уравнен1ями  (1277)  еще  два  аналогичныхъ  преобразовашя,  находимъ  ел*- 
дуюпця  формулы  Коши-Гельмгольтца: 


(1294) 


Если  въ  формуле  (1291)  поел*  преобразования  (1292)  вместо  вы  ражен  1Я 
(1293)  прибавить  ^  дн>  _  дю  дк_ 

и  сделать  еще  два  другихъ  аналогичныхъ  преобразовашя  съ  уравнешями 
(1277),  взятыми  по  два,  то  получимъ  уравнетя: 


= 

ди 

«^-4- 

ды 

«>•»)-»- 

ди 

шс 

= 

дъ 

Ш.-+- 

°>-г)^- 

•с 

1Г 

= 

дъо 

(О.-Ь 

дш 

0)^4- 

•с 

6 

й* 


Й(!Х 


3  — 


ди 
дм 


— г-  О)»,- 


дгг; 


ду  ддо 


(1295) 


677*  Теорема  Лаграижа.  Лагранжъ,  исходя  изъ  уравнешй  (1271)  для 
случая,  когда  силы  им4ютъ  потенщальную  функщю.  показалъ,  что  если 
въ  какой-нибудь  моментъ  времени  движете  жидкости  удовлетворяете  усло- 
В1ю,  что  и  й\  -+-  V  йч\  -ь  го  с/%  полный  дифференщалъ  по  координатамъ,  то 
это  будетъ  во  все  время  движетя.  Наоборогь,  если  этого  н'Ьтъ  для  ка- 
кого-нибудь момента  времени,  то  его  не  можетъ  быть  во  все  время  дви- 
жетя. Вводя  Гельмгольтцево  понят1е  о  потенщал*  скоростей,  можно  эту 
теорему  Лагранжа  формулировать  слЪдующимъ  образомъ: 

ЕСЛИ    ВЪ  ДВИЖ6Н1И    ЖИДКОСТИ    При  дйЙСТВШ  силъ,  им*ющихъ 

потенщальную  функцш,  въ  какой-нибудь  моментъ  времени  су- 
ществуетъ  потенцгалъ  скоростей,  то  это  будетъ  во  все  время 
движен1я.  Наоборогь,  если  въ  движеши  ясидкости  н4тъ  потенщала  ско- 
ростей, то  онъ  и  не  можетъ  явиться,  пока  дЬйствуютъ  силы,  определяемый 
потенщальною  функщею. 

Эта  теорема  вытекаетъ  непосредственно  изъ  формулъ  (1294).  Если 
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въ  какой-нибудь  моментъ  времени  для  всЬхъ  частицъ  жидкости 

«>?  =  0,    0)^  =  0,    (0^=0,  (1296) 

то  и  производный  этихъ  функщй  по  времени  равны  нулю,  т.  е.  угловыя 
скорости  постоянно  остаются  равными  нулю.  Но  мы  знаемъ  (§  621),  что 
услов1я  (1296)  равносильны  предположетю  о  существовали  потенщальной 
функщй  скоростей. 

Это  не  исключаетъ  впрочемъ  возможности  такого  движешя,  въ  кото- 
ромъ  вообще  говоря,  существуетъ  потенщалъ  скоростей,  но  вм^сгЬ  съ  тЬмъ 
некоторый  области  наполнены  вихревыми  лишями,  которыя  при  этомъ, 
какъ  мы  знаемъ  (§  629),  или  замкнутый,  или  упираются  въ  свободную 
поверхность  жидкости.  Конечно,  онЬ  могутъ  съ  течешемъ  времени  изме- 
нять свой  видъ  и  положеше. 

3.  680.  Доказать,  что  если  движете  жидкости  происходить  параллельно 
плоскости,  и  вихревыя  линш  въ  какой-нибудь  моментъ  прямолинейны  и  къ 
этой  плоскости  перпендикулярны,  то  онЬ  остаются  таковыми  во  все  время 
движенгя,  вращеше  же  частицъ  равномерное.  Ръш.:  Если 

%о  =  0,      о^  =  0,      ш^  =  0,  (1297) 

то  по  форму ламъ  (1295) 

<И               йщ*               *»г 
__1— -0       З  —  о      - -  —  О 

Отсюда  заключаемъ,  что  ш*,  ш™,  тг  не  завпсятъ  отъ  времени,  причемъ,  въ  силу 
предположена  (1297),  ш*  =  0,  «>■*  =  0  для  всякаго  момента  времени. 

678.  Теорема  Гельигольтца.  При  дгЬйств1и  только  силъ,  имйющихъ 
потенпДальную  функцхю,  существуюпия  вихревыя  нити  (§  628) 
не  могутъ  уничтожиться;  а  также  не  могутъ  возникнуть  новыя 
вихревыя  нити.  Для  доказательства  возьмемъ  на  вихревой  лиши  дв4 
безконечно-близыя  точки  М  (Е,  т\,  С)  и  М'  ($',  у\\  ^').  Можно  написать: 

6'  =  6  -н  ММ'  А     V  =  т)  -+-  ММ'  -Л     с  =  С  -+-  мм  -±, 

или,  полагая  ММ'  =  ш, 

6'  =  6  -+-  Хок,     V  =  г;  -+-  лш^,     ^  =  ^  -+-  л<|>г. 

Если  м,  V,  IV  опредйляють  скорость  точки  М,  то  для  точки  М'  скорость 
определится  слагаемыми  и\  ь\  ю\  которыя  получаются  изъ  щ  ь\  го  всл4д- 
ств1е  изм'Ьнешя  координатъ  на  безконечно-малыя  приращешя  Е' —  5, 
г[—  т),  С— С;  поэтому 


и1  =  и  -4-  —г-  а<1)^ 


дм 


Хш^ 

-н 

да 

'•«V, 

Л' 

Хо^ 

-+- 

Ха>с, 

от) 

Хо^ 

-+- 

дго 
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или,  по  формуламъ  (1294): 

(г*'  —  и)  йЬ  =  \  й(о?,     (г1'  —  г?)  сИ  =  X  йсо^,     (ю'  —  гю)  <11  =  X  йо>„. 

Л4выя  части  этихъ  равеяствъ  выражаютъ  проекцш  изм'Ьнешя,  которое 
во  время  йЬ  претерп'Ьваетъ  отр-Ьзокъ  ММ\  а  въ  правыхъ  частяхъ  стоять 
величины,  пропорщональныя  проекщямъ  измйнетя  въ  то  же  время  век- 
тора со.  Это  можно  изобразить  такимъ  геометрическимъ  равенствомъ: 


хММ'  =  Хто). 

Отсюда  заключаемъ  следующее:  а)  ДвЬ  точки,  взятыя  на  вихревой  ли- 
ши, постоянно  на  ней  остаются,  т.  е.  вихревая  лин1я  составляется 
постоянно  изъ  однихъ  и  тгЬхъ  же  точекъ  (частицъ)  жидкости. 
Ъ)  Въ  каждомъ  элементе  вихревой  лини!  угловая  скорость  изме- 
няется пропорционально  длин*  этого  элемента.  Первый  изъ  этихъ 
результатовъ  показываетъ,  что  всякая  вихревая  нить  заключаетъ  въ  себ* 
постоянно  одн*  и  гЬ  же  частицы  жидкости.  Второй  результатъ  показы- 
ваетъ, что  въ  каждомъ  сЬченш  вихревой  нити  произведете  угловой  ско- 
рости на  площадь  сЬчетя  нити  или  напряженге  вихревой  нити  (§  629) 
остается  постояннымъ  во  все  время  движен1я.  Действительно, 
вследствхе  предполагаемой  нами  несжимаемости  жидкости  (§  676),  объемъ 
элемента  вихревой  нити  равенъ  о.  ЛОГ,  гд-Ь  о  площадь  ея  поперечнаго  сЬ- 
четя, и  остается  постоявнымъ,  а  на  основанш  пропорщональности  изм4не- 
нШ  ММ'  и  со,  остается  постояннымъ  и  оо>,  напряжете  вихревой  нити. 
Такимъ  образомъ,  напряжете  вихревой  нити  нетолько  постоянно  по 
всей  ея  длин*  (§  629),  но  неизмЬняется  и  съ  течетемъ  времени.  Вихре- 
вая нить  является  въ  идеальной  жидкости  неразрушимою.  Ея  могутъ 
уничтожить  только  так1я  силы,  для  которыхъ  нить  потенщальной  функщи, 
напримЬръ,  трете. 
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ОТДЪЛЪ  ДЕСЯТЫЙ. 
Основан1я  механики  упругаго  тЬла. 

ГЛАВА    XXIV. 

Д  е  ф  о  р  м  а  ц  1  я, 

Введенге. 

679.  Упругое  гкло.  Въ  теоретической  механик*,  при  изученш  ея  основъ, 
приходится  вместо  гЬлъ,  существующихъ  въ  природ*,  разсматривать  тЬла 
идеальный,  не  обладающая  всею  совокупностью  присущихъ  всякому  дей- 
ствительному гЬлу  физическихъ  свойствъ,  а  обладаюиця  лишь  некоторыми 
наиболее  важными  для  выяснсшя  законовъ  механики  свойствами,  причемъ 
и  эти  свойства  предполагаются  въ  гЬлЬ  въ  возможно  простомъ  и  совер- 
шенномъ  вид*.  Такъ,  напримгЬръ,  твердыя  тела  мы  представляемъ  себе 
абсолютно  неизменяемыми,  независимо  отъ  того,  катя  силы  къ  нимъ 
приложены;  жидкость  предполагается  идеально  подвижною,  т.  е.  предпо- 
лагаются отсутствующими  вс*  внутренняя  силы  кроме  взаимныхъ  давлешй 
между  частицами,  вызываемыхъ  внешними  силами.  Понятно,  что  при  такой 
идеализащи  телъ  законы,  даваемые  теоретическою  механикою,  не  даютъ 
точнаго  представлен1я  о  происходящихъ  въ  природе  движешяхъ  или,  въ 
частности,  о  положешяхъ  равнов'Ьс1я;  эти  законы  являются  лишь  пер- 
вымъ  приближен1емъ  въ  выражен  1и  дЬйствительныхъ  физическихъ 
явлешй.  Чтобы  более  приблизиться  къ  этимъ  явлешямъ,  приходится  при- 
нимать въ  расчетъ  некоторый  изъ  гЬхъ  свойствъ  тела,  которыя  раньше 
пренебрегались.  При  этомъ  приходится  уже  принимать  во  внимаше,  что 
самыя  твердыя  тела  изменяемы,  или  также,  что  самыя  подвижныя  жид- 
кости обладаютъ  внутренними  силами  сцеплешя  и  оказываютъ  трете.  Но 
и  въ  такихъ  случаяхъ  приходиться  отрешаться  отъ  представлетя  о  дей- 
ствительныхъ  тЬлахъ,  относительно  которыхъ  законы  механики  оказал ись- 
бы,  по  своей  сложности,  недоступными  для  математической  формулировки 
и  изследовашя.  Различный  побочныя  свойства  гЬла  опять  оставляются 
безъ  внимашя,  следовательно  действительный  тела  опять  заменяются 
идеальными,  но  уже  ближе  подходящими  къ  действительным^  чемъ  тела, 
разсматривавнияся  раньше  въ  теоретической  механике.  Такимъ  образомъ, 
допуская  изменяемость  тела,  вводятъ  въ  разсмотрете  вместе  съ  темь 
понятхе  объ  упругости.  Тело  называется  упругимъ,  если  оно,  будучи  под- 
вергнуто изменешю  своей  формы  и  объема,  —  деформапди, —  восприни- 
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маетъ  прежнюю  форму  и  объемъ,  какъ  только  будетъ  освобождено  оть 
силъ,  производившихъ  эти  нзм'Ьненш.  ВсЬ  гЬла  упруги  въ  большей 
или  меньшей  степени,  т.  е.  или  они  не  вполне  воспринимаютъ  свою  пер- 
воначальную форму  и  объемъ  или  воспринимаютъ  ихъ  только  при  условш, 
чтобы  произведенная  передъ  гЬмъ  деформащя  была  достаточно  мала.  Д-Ьлая 
предположеше,  что  гЬло  при  всякихъ  услов1яхъ  вполне  сохраняетъ  свою 
упругость,  мы  будемъ  его  называть  идеально  упругимъ.  Механика  та- 
кихъ  гЬлъ  называется  обыкновенно  теор1ею  упругости.  Даваемые  ею  за- 
коны представляютъ  второеприближеюе,  съкоторымъ  мы  подходи мъ  въ 
механике  къ  твердымъ  гЬламъ,  действительно  существующимъ  въ  природ*. 
Если  принять  во  внимаше,  что  во  всякаго  рода  сооружешяхъ  допу- 
скаются лишь  весьма  малыя  деформации,  при  которыхъ  гЬла  остаются 
въ  предълахъ  упругости,  то  станетъ  яснымъ,  что  это  второе  приблн- 
жеше,  доставляемое  теор1ею  упругости,  бываетъ  въ  огромномъ  большин- 
стве случаевъ  достаточнымъ  и  для  практическихъ  целей. 

680.  Подразд-Ьлеме  теорм  упругости.  Теор1я  упругости,  являясь  продод- 
жешемъ  основного  курса  теоретической  механики,  можетъ  быть  подразде- 
лена на  гЬ-же  отдЬлы,  т.  е.  на  кинематику— те  о  рш  деформадп! — и  на 
кинетику,  причемъ  последняя  подразделяется  на  теорт  напряжен^,  въ 
которой  изучаются  силы,  действу  юпця  внутри  упругаго  тела,  и  на  кине- 
тику въ  тгЬсномъ  смысле  слова,  где  разсматриваются  зависимости 
между  внешними  силами  и  соответствующею  имъ  деформащею,  а  также 
изучается  вообще  движете  упругаго  гЬла  при  дЬйствш  данныхъ  силъ. 

681.  Отношеше  теорт  деформации  къ  кинематике  изиЪняеиаго  ткла 
вообще.  Мнопе  результаты  главы  XXI  имеютъ  непосредственное  отно- 
шеше и  къ  теорш  упругости,  но  некоторые  вопросы,  которые  тамъ.  въ 
виду  изучешя  гидромеханики,  были  оставлены  безъ  развит,  получаюгь 
здЬсь  первенствующее  значеше.  Это  относится  главнымъ  образомъ  къ 
деформащи  безконечно-малаго  элемента  изменяемаго  гЬла,  такъ  какъ 
нзучеше  ея  тесно  связано  съ  решешемъ  самыхъ  существенныхъ  вопро- 
совъ  теорш  упругости  и  прежде  всего  съ  установлешемъ  основныхъ  дп- 
ференщальныхъ  уравнешй,  интегрнровашемъ  которыхъ  решаются  вопросы 
о  равновесш  и  о  движенш  упругаго  тела. 

Перечислимъ  прежде  всего  те  результаты  главы  XXI,  которыми  здкь 
придется  пользоваться. 

ВсякШ  безконечно-малый  элементъ  упругаго  тела  можно  разсматривать 
какъ  гЬло  однородно-изменяемое  (§  606).  На  основанш  этого  всякое  пере- 
мЬщеше  такого  элемента  можетъ  быть  разложено  на  поступательное  и 
вращательное  и  на  элементы  деформащи,  которые  приводятся  къ  тремъ 
удлиннешямъ  и  къ  тремъ  сдвигамъ  параллельно  координатнымъ  осямъ 
(§  615).  Поэтому  къ  упругому  гЬлу  приложимы  и  формулы  Коши  (§  620). 
Пользуясь  этими  формулами,  мы  будемъ  однако-же  вместо  проекщй  и,  г,  *г 
скорости  какой-либо  точки  гЬла  разсматривать  проекцш  ея  безконечно- 
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малаго  перемещения;  для  этого  нужно  только  заменить  щ  г?,  ю  произве- 
дешями  ихъ  на  общШ  безконечно-малый  множитель  пропорщональности. 
Вместе  съ  гЬмъ  скорости  удлиненШ,  ^,«„8,  и  скорости  сдвиговъ,  2хп 
2х3,  2х„  а  также  угловыя  скорости  должны  быть  заменены  безконечно- 
малыми  коэффищентами  удлиненШ  и  сдвиговъ  и  безконечно-малыми 
углами  вращетй;  а  для  этого  все  эти  скорости  должны  быть  умножены 
на  одинъ  и  тотъ  же  безконечно-малый  коэффищентъ  пропорщональности. 
Однако-же,  чтобы  не  изменять  обозначен^  въформулахъ  главы  XXI, 
мы  условимся  во  всемъ  отделе  теор1и  упругости  подъ  щ  V,  ъо 
понимать  проекц*1и  безконечно-малыхъ  перем'Ьщея1й  точекъ 
упругаго  тела,  перемещен^,  которыя  эти  точки  получаютъ 
при  деформащи  тгЬла;  безконечно-малые  коэффициенты  происхо- 
дящихъ  при  этомъ  удлинен1й  и  сдвиговъ  будемъ  обозначать 
такъ:  ех,  ег  еъ,  2кх,  2ку,  2&с,  углы-же  вращен1я  черезъ  ^  &у,  &.. 

Такъ  какъ  при  сообщенной  упругому  гЬлу  деформащи  перемещения, 
полученныя  различными  точками,  различны  по  величин*  и  по  направле- 
шю,  то  щ  г?,  гс  являются  функщями  начальныхъ  координатъ  х,  у,  г  раз- 
сматриваемой  точки.  Тоже  самое  нужно  представить  себе  и  относительно 
сх,  ...  45,  9Х,  0у,  &.  причемъ  все  эти  элементы  нужно  понимать,  согласно 
сказанному  въ  глав'Ь  XXI,  сл'Ьдующимъ  образомъ.  Задавъ  точку  (#,  у,  г) 
въ  начальномъ  положены  тела,  мы  принимаемъ  ее  за  ту  точку  безко- 
нечно  малой  частицы  тела,  мЬстомъ  которой  определяется  положете  этой 
частицы.  После  деформащи  эта  точка  и  вмЬсгЬ  съ  нею  частица,  пере- 
мещаются и  занимаютъ  положеше,  определяемое  координатами 

\  =  х  +-  щ  у\  =  у  -+-  г?,  С  =  *  -+-  Щ  (1298) 

а  коэффициенты  удлиненШ  сдвиговъ  и  вращенШ  этой  частицы  опреде- 
ляются по  формуламъ  (1148),  (1149)  и  (1150),  причемъ,  въ  виду  того, 
что  элементы  щ  г\  го  предполагаются  весьма  малыми  въ  сравненш  съ 
координатами  х,  у,  з  или  ;.  т),  С,  можно  частныя  производныя  этихъ 
функщй  по  координатамъ  $,  т],  С  заменить  соответственными  частными 
производными  по  коордипатамъ  л*,  у,  г  х). 


*)  Для  бол-Ье  точнаго  выяснешя   этого  зам-втямъ,  что  по  формуламъ  (1298) 

ди        ди  д%         ди  дг\         ди  д^         ди  Д         ди\         ди  дъ         ди  дю 
дх        д\  дх        дт\   дх         д^  дх         д\  \  дх)        &ц  дх         <?С  дх ' 

ди  ди   д%         ди  дт\         ди  д?>  ди  ди         ди  /  дг  \         ди  дю 

1у  ~  Т\ \~дЦ  ~*~  ~дт\  ~д^  "*"  Ж  ~ду  ~  Ж  ~д^  ~*~  ~Ц  \     +  ~ду  )  "+"  Ж  ~ду  ' 

~  ди,      ди  дш  ди      \ди  дю 

Отсюда  видно,  что  т- ,    --....  -.—  01личаются   отъ   -^ ,    -.—  ,...  -ту  чле- 
дх '    ду  дг  д\  '    ду\  д1^ 

нами,  состоящими  изъ  произведенШ  частныхъ   производиыхъ  по  дв4.  Но  всъ 
частныя  производныя  того  же  порядка  малости  какъ  и  самыя  функцш  щ  г?,  го. 

О'фгев  Ьу  СлОО?1б 
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Деформавдя  параддедепипеда  и  шара. 

682.  Деформация  параллелепипеда.  Уже  въ  глав*  XXI  мы  имели  слу- 
чай видеть,  что  при  изученш  деформащи  особенно  полезно  элементъ 
извгЬняемаго  гЬла  разсматривать  въ  вид*  параллелепипеда  или  въ  видЬ 
эллипсоида  (въ  частности  шара).  Разсмотримъ  теперь  подробнее  дефор- 
мацш  параллелепипеда,  помня  при  этомъ,  что  если  онъ  достаточно  малъ, 
то  его  можно  считать  гЬломъ  однородно-измЬняемымъ.  Для  простоты, 
чтобы  не  писать  пока  знаковъ  частныхъ  производныхъ,  напишемъ  урав- 
нешя  его  движения  въ  формЬ  (1117).  Начало  координатъ  возьмемъ  въ 
одной  изъ  вершинъ  М4  (хА,  уА,  я4)  параллелепипеда  и,  такъ  какъ  при 
деформащи  поступательное  перем'Ьщенхе  роли  не  играетъ,  предположимъ, 
что  начало  координатъ  перемещается  вместе  съ  точкою  ЛГ4,  или,  что  то- 
же самое,  будемъ  предполагать  что  эта  точка  остается  неподвижною  по 
отношение  къ  этнмъ  подвижнымъ  координатнымъ  осямъ,  направлен^  же 
посл'Ьднихъ  будемъ  считать  неизменными.  При  этомъ  можно  еще  пред- 
положить, что  ребра  параллелепипеда,  сходяпцяся  въ  точке  ДГ4,  въ  его 
начальномъ  состоянш  совпадаютъ  съ  этими  осями;  а  такъ  какъ  въ  одно- 
родно-изменяемомъ  теле  удлинешя  всЬхъ  отрезковъ  иропорщональны  ихъ 
длинамъ,  то  для  изучешя  деформащи  параллелепипеда  можно  его  ребра 
принять  равными  единиц*.  Означая  черезъ  М19  Д/а,  Мг  концы  реберъ, 
сходящихся  въ  точке  Ж4,  им^емъ  въ  начальномъ  положеши  параллеле- 
пипеда: 

*1  =  Ь      Ух  =  О,       *х  =  0;       х2  =  О,       у2  =  1,     г,  =  0; 

#з  =  0,       уг  =  О,      ^з  =  ^      х*  =  О,      У4  =  °>      *4  =  0. 

Подставляя  эти  координаты  въ  уравнешя  (1117),  получаемъ  координаты 
этихъ  точекъ  после  перемещешя: 

Т|2  =  В2,        С2  =  Д*, 

^3   =    ^2?         *3  =   С*** 

%  =  о,      С,  =  о. 

Отсюда  находимъ  длины    реберъ    МАМ1Ч  Ж4М3,  МАМг    после    дефор- 
мащи:   


да 

5,  =  А„ 

(ЛГ,0 

5,  =  В„ 

№) 

Ъ  =  С„ 

(м:) 

б4  =  о, 

Ь>  =  }/В*  -+-  В,3  +  Д,3  -  (12") 

х3  =  Уо^с?  -V  ц 


Г  2 
^3 


Углы   параллелепипеда   после   его   деформащи   получаготъ   значешя, 
определяемый  изъ  формулъ: 
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соз  (ЛГ.'ЛГ/ЛГ,')  =  4^-,  сов  (Мг'М.'М,1)  =  ^-  , 

сов  (Мг'МА'М;)  =  ^  ,  (1300) 


гд-Ь  2К,  =  53$3  -+-  ЪЪ  -*-  С&  =  В1С1-+-  В2С2  -+-  Б3С3, 

2#3  =  5351  -+-  ЪЪ  -*-  СА  =  М»  -ь  <^2  "+-  Мз,       (1301) 

683.  Случай  весьма  налой  деформацш  параллелепипеда.  Для  теорш 
упругости  предыдупця  формулы  иагЬютъ  значеше  только  въ  предположена, 
что  деформащя  параллелепипеда  весьма  мала  въ  сравненш  съ  его  раз- 
мерами. Такъ  какъ  въ  этомъ  предположети  точки  Мг\  ДГа',  М9*  оста- 
ются весьма  близкими  къ  ихъ  начал ьнымъ  положешямъ  Мх,  Жа,  Ж3,  то 
можно  Ли  В2,  Сг  считать  весьма  мало  отличающимися  отъ  единицы,  а 
остальные  коэффищенты  весьма  малыми  въ  сравненш  съ  единицею.  Тогда, 
пренебрегая  малыми  величинами  высшихъ  порядковъ,  можно  принять  для 
коэффищентовъ  удлинненШ,  полагая 


е* 

= 

А 

— 

1 

= 

А- 

1,   | 

е, 

= 

А 

— 

1 

= 

в,- 

1, 

«, 

= 

А 

— 

1 

= 

с3- 

1. 

разлагая  по  строк*  Маклорена  и  пренебрегая  членами  высшихъ  поряд- 
ковъ въ  сравненш  съ  первыми: 


(1302) 


Если  черезъ  ох  означить  весьма  малый  уголъ,  на  который  при  деформа- 
цш ребро  МкМг  наклоняется  къ  ребру  МАМ99  то  за  коэффищентъ  сдвига 
(§  618)  можно  принять: 

2кх  —  згп  8,  =  сов  (М2'МА'М3')  (1303) 

и  подобнымъ  же  образомъ  выразить  два  другихъ  коэффипдента  сдвига 
2&у  и  2кя.  Но,  если  опять  пренебрегать  безконечно-малыми  высшихъ  по- 
рядковъ, то  можно  по  формуламъ  (1300)  и  (1301)  написать: 

и  окончательно 

2кх  =  Бп  -ь  С2,     2ку  =  С,  -+-  А2,     2кй  =  А2  +  Вх.      (1304) 

Можно  было  бы  еще  показать,  что  углы  вращешя  параллелепипеда  около 
осей  координатъ,  если   это  вращеше  выделить  изъ  чистой  деформацш, 
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определяются  формулами: 

20.  =  В,  — С„     2Ъ,=  С1—АЛ,     2\  =  А2-В1;       (1305) 
но  это  для  насъ  дальше  интереса  представлять  не  будетъ. 

3.  681.  Определить  коэффищентъ  удлиннешя  Е  какого-нибудь 
вектора,  проведеннаго  въ  однородно-нзмйняемомъ  гЬгЬ.  Р^ш.:  Прове- 
демъ  этотъ  векторъ  изъ  точки  М„  и  пусть  будетъ  31  (ж,  у,  г)  его  ко- 
нецъ;  тогда 

м;м*  -  мхм  _ 

3.  682.  Определить  уголъ  ср>  на  который  поворачивается  предыдущй 
векторъ.  Отв.: 

х1  -ь  ?/тг)  -ь  ^ 

А1х^Вуч-С^^(В^С,^ч-(С1^А^2х^(А,ч-В1)ху 
Уа*-*-у*-*-*  УТ^2х2-л-Ь22у2^Ьг222-^2К1у2^2К^х-^2К^ху 

3.  683.  Указать  геометрическое  значеше  коэффиоДентовъ  въ  обратныгь 
уравпен1яхъ  (1119)  движетя  однородно-измт>ннемаго  тъла. 

3  684.  Найти  геометрическое  мт»сто  векторовъ,  которые  имЪютъ  равные 
коэффищенты  удлинивши.  Отв.:  Конусъ  второго  порядка,  уравнеше  которая 
получается  изъ  формулы  (1306). 

3.  686.  Найти  геометрическое  мъсто  векторовъ,  которые  при  чистой  де- 
формацш  поворачиваются  на  одинаковый  уголъ.  Отв.:  Конусъ  четвертаго  по- 
рядка, уравнеше  котораго  получается  изъ  формулы  (1307). 

3.  686.  Принимая  во  внимание  формулы  (1298)  и  сказанное  въ  §  606,  сравнить 
формулы  (1302),  (1304)  и  (1305)  съ  формулами  Коши  (§  620). 

684.  Деформащя  шара.  Въ  §  607  было  показано,  что  шаръ,  взятый 
въ  однородно-изм'Ьняемомъ  гЬлгЬ,  поел*  деформацш  обращается  въ  эллип- 
соидъ,  главными  осями  котораго  слушать  такхе  Д1аметры  шара,  которые 
при  деформащи  сохраняютъ  свою  взаимную  перпендикулярность.  Отбра- 
сывая поступательное  перем'Ьщеше  гЬла  и  предполагая,  что  радгусъ  шара 
былъ  равенъ  единиц*,  можемъ  по  формул*  (1125)  положивъ  въ  ней 
Нх  =0,  Н2  =  О,  Я3  =  0,  написать  уравнеше  эллипсоида  такъ: 

(Я,2  -+-  Е*  ч-  Е33)  V  ч-  (*\а  -4-  *у  ч-  Е./)  V  -ь  (С^  ч-  (?,2  ч-  в32)  ?  -*- 

ч-  2  (Е101  ч-  Е202  ч-  Р,Ст.^  т]С  ч-  2  {О.Е,  ч-  02Е2  -+-  0,Е,)  «  ч- 

ч-  2  {ЕХГХ  ч-  Е2Е2  ч-  ЕЛЬ\)  Ь\  =  1.  (1305) 

Эта  поверхность  называется  эллипсоидомъ  деформащи,  а  его  оси  — 
осями  деформацш  (§  608). 
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Удлинивши  гЬхъ  д1аметровъ  шара,  которые  обратились  въ  оси  эллип- 
соида, называются  главными  удлинненгями.  Длины  этихъ  осей  могутъ 
быть  найдены  изъ  уравненш  (1308)  по  общимъ  пр1емамъ  аналитической 
геометрш  для  разыскан1я  осей  поверхности  второго  порядка. 

685.  Эллипсоидъ,   который  поел*  дефориащи  обращается   въ  шаръ. 

П  усть  будетъ  5я  н-  V  ■+-  Р  =  1 

уравнеюе  этого  шара.  Введя  сюда  начальный  координаты  по  формуламъ 
(1 117),  въ  которыхъ,  если  отбросить  изъ  разсмотр'Ьнгя  поступательное  пе- 
ремЬщеше,  можно  положить 

мы  и  иолучимъ  уравнеше  искомаго  эллипсоида  въ  начальномъ  положенш 
однородно-изм-Ьняемаго  гЬла: 

(А  х2  -ь  Л22  ч-  А*)  *2  -*-  (Д2  -ь  Б22  -ь  Я32)  ?/2  -+-  (С*  н-  С22  ч-  С32)  *2  ч- 

-ь  2  (Д  С,  -+-  В2С2  -+-  ВД)  уг  ■+-  2  (6^  н-  С242  -ь  С3Л3)  яс  ч- 

ч-  2  (Л1Б1  ч-  Л22?2  ч-  А3В,)  ху  =  1 

или,  но  обозначешямъ  формулъ  (1299)  и  (1301): 

1л'х*  ч-  Х2У  -4-  Х32*2  н-  27^  ч-  2К2гх  ч-  2КуГу  =  1.      (1309) 

Мы  видимъ,  что  коэффищенты  этого  уравнетя  гЬсно  связаны  съ  гЬми 
элементами,  которыми  определяется  деформащя  прямоугольнаго  паралле- 
лепипеда. Поверхность  (1309)  мы  будемъ  называть  вторымъ  или  обрат- 
нымъ  эллипсоидомъ  деформащи.  И  этотъ  эллипсоидъ  можетъ  слу- 
жить для  опред'Ьлетя  главныхъ  удлннненШ,  если  определить  его  глав- 
ный оси. 

Поверхность  удлинивши* 

686.  0предаЬлен1е  поверхности  удлинивши.  Если  на  каждомъ  векторе, 
проведенномъ  изъ  начала  координата,  отложить  длину 

г  =  уЕ>  (1310) 

гдЬ  И  коэффищентъ  удлиннешя  этого  вектора,  то  концы  всЬхъ  отр'Ьзковъ 
будутъ  образовывать  поверхность,  позволяющую  судить  о  томъ,  какъ  изме- 
няется коэффищентъ  удлинивши  съ  измЬнен]'емъ  направлешя  взятаго  век- 
тора. Если  услов1е  (1310)  написать  въ  видЬ: 

г2К=  1  '        (1311) 

и  подставить  сюда 

г2  =  х2  ч-  г/2  ч-  г2, 
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а  для  Е  взять  его   выражеше  по  формул*  (1306),  то,  по  приведении  къ 
ращональному  виду,  уравнете  поверхности  окажется  четвертаго  порядка. 
Вместо  этой  поверхности  удобнее  рассматривать  другую,  определяемую 
стЬдующимъ  услов1емъ.  Пусть  будетъ 

г  х 

гд*  г  первоначальный,  а  г'  измененный  векторъ.  Если  деформащя  гЬла 
безконечно-малая,  то  и  уголъ  [г,  г')  безконечно-малый;  а  тогда  е  отли- 
чается на  безконечно-малую  величину  второго  порядка  отъ  коэффищеята 
удлиннешя  и  можетъ  зам-Ьнить  собою  этотъ  коэффпщентъ.  Отложивъ  на 
каждомъ  вектор*  (г)  отр*зокъ 

Р  =  -^=,  (1313) 

У  е 

мы  получимъ  поверхность,  которая  можетъ,  при  безконечно-малой  дефор- 
мащи,  заменить  первоначальную  поверхность,  определяемую  условхемъ 
(1310). 

Поверхность,  определяемую  услов1емъ  (1313),  мы  будемъ  дальше  на- 
зывать поверхностью  удлиннен1й. 

687.  Уравнеше  поверхности  удлинивши.  Чтобы  составить  ея  уравнеше, 
замгЬтимъ  прежде  всего,  что  удлиннешя  всЪхъ  векторовъ  въ  однородно- 
изАгЬняемомъ  гЬлЪ  пропорщональны  ихъ  длинамъ.  а  коэффищенты  уддин- 
ненШ  отъ  первоначальной  длины  не  зависятъ  (§§  604  и  605);  поэтому 
можно  за  первоначальную  длину  вектора  принять  векторъ  р  и  написать: 

.  =  РР*  сов  (?,?') -Р\  (Ш4) 

р2 


а  условге  (1313)  представить  въ  вид*: 

РР'  «*  (Р.  р')  —  р2  =  1 
или  въ  вид*  ,  „  2Ч 

X*  -+"  1Р\  -Ь  & (X1  Ч-  ?/а  -Н  21)  =   1. 

Но  формуламъ  (1117)  это  даетъ: 

(^  -  1)  *»  ч-  (Вш  -  1)  у2  ч-  (С,  -  1)  *>  ч- 

ч-  {Вг  ч-  С,)  уя  ч-  (О,  ч-  Л3)  **  -+-  (^2  ■+■  А)  ху  =  1- 

Наконецъ,   это  уравнете   по   формуламъ   (1302)  и  (1304)  можетъ  быть 
представлено  въ  сл'Ьдующемъ  вид*: 

е^  ч-  <у/2  ч-  слг*  ч-  2Ау/гг  ч-  2к^х  ч-  2*вл#  =  1.         (1315) 

688.  Изсл-Ьдоваже  поверхности  удлинивши.  Преобразовашемъ  коорди- 
натныхъ  осей  можно,  какъ  известно,  привести  уравнеше  (1315)  къ  виду 

е.х7  ч-  е7у*  ч-  е3г2  =  1.  (1316) 


0|дШ2ес1  Ьу  СлООф1б 


—   701    —  §  688,  ф.  1319. 

Координатный  оси,  при  которыхъ  коэффициенты  сдвиговъ  кх,  кг  к%  исче- 
$аютъ,  суть  очевидно  гдавныя  оси  деформащи  (§  608),  а  ех,  е2,  е2 
гоэффищенты  главныхъ  удлиннен1й.  По  свойству  поверхностей  вто- 
рого порядка  сумма  квадратовъ  обратныхъ  величинъ  трехъ  взаимно-пер- 
юндикулярныхъ  центральныхъ  рад1усовъ-векторовъ  есть  величина  ностоян- 
тя  и  равна  суммЬ  квадратовъ  обратныхъ  величинъ  полуосей;  отсюда, 
1ринимая  во  внимаше  зависимость  (1313),  заключаемъ: 

ех  -+-  е9  -+-  е.  =  ех  -+■  <?2  -+-  с3,  (1317) 

г.  е.  сумма  коэффищентовъ  удлиннеюй  по  какимъ-нибудь  тремъ 
азаимно-перпевдикулярнымъ  наиравлеюямъ  равна  сумм*  коэф- 
|>иц1ентовъ  главныхъ  удлинивши. 

Поверхность  удливненШ  можетъ  быть  или  эллипсоидомъ  или  однимъ 
нзъ  гиперболоидовъ  или,  наконецъ,  все  точки  ея  могутъ  быть  мнимыми. 
Разберемъ  эти  случаи  подробнее. 

Если  удлиннетя  по  всЬмъ  направлетямъ  положительный,  то  все  р 
действительные  и  конечные,  т.  е.  поверхность  замкнутая  и  следовательно 
эна  эллипсоидъ.  На  основанш  формулы  (1313),  наибольшей  оси  эллипсоида 
соответствуете»  наименьшее  удлиняете,  а  наименьшей  оси  —  наибольшее 
удлиняете. 

Если  удлиннетя  по  всЬмъ  направлетямъ  отрицательный,  т.  е.  про- 
исходить сжат1Я,  то  поверхность  (1315)  становится  мнимою;  но  тогда 
можно  вместо  нея  разсматривать  поверхность  эллипсоида 

ехх*  -+-  еу*  ч-  елг*  -+-  2А^2г  -+-  2к^х  -+-  2клху  =  —  1,       (1318) 

соответствующую  условш  1  . 

У  —  е 
при  которомъ  всЬ  векторы  р  теперь  действительные.  Наименьшему  век- 
гору  соответствуетъ  теперь  наибольшее  сжапе,  наибольшему  вектору  — 
наименьшее  сжатие. 

Если  по  н*которымъ  направлен1ямъ  удлиняете  положительное,  а  по 
другимъ — отрицательное,  то.  при  непрерывности  вс^хъ  измененШ  въ  за- 
висимости отъ  изменетя  направлен1я  вектора,  существуютъ  и  таюя  на- 
правлетя,  по  которымъ  никакихъ  удлинненШ  не  происходить.  Формула 
(1313)  даетъ  для  этихъ  направленШ  безконечно-болыте  векторы,  т.  е. 
поверхность  удлинненШ  (1315)  им1>етъ  безконечно-далек1я  точки;  она  бу- 
детъ  поэтому  гиперболоидомъ.  Направлетямъ,  проведеннымъ  изъ  ея  центра 
и  встречающимъ  поверхность,  соотвЬтствуютъ  действительные  р;  следо- 
вательно, по  этимъ  направлетямъ  происходить  положительное  удлиняете. 
Векторы,  направленные  по  образующимъ  ассимптотическаго  конуса,  не 
получаютъ  никакихъ  удлинненШ.  Направлетямъ,  не  встречающимъ  по- 
верхности (1315),  соответствуют^  мнимые  р;  это  указываетъ,  что  по  этимъ 
направлетямъ  удлиннетя  отрицательный.  Чтобы  изобразить  эти  удлинне- 
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шя,  нужно  опять  обратиться  къ  поверхности  (1318),  у  которой  дЬйстви- 
тельнымъ  векторамъ  соотв*тствуютъ  отрицательный  удлиннешя.  Такивгь 
образомъ  вся  система  удлинивши  характеризуется  совокупностью  об*ихъ 
поверхностей  (1315;  и  (1318),  т.  е.  парою  сопряженныхъ  гипербо- 
лоидовъ  (фиг.  267) 

ехх2  -ь  е^у*  -н  е%г2  -+-  2к^2  -ь  2к^х  -+-  2к%ху  =±  1,       (1320) 

причемъ    верхнему    знаку    соотв'Ьтствуютъ    положительный,    а    нижнему 

знаку  —  отрицательный  удлин- 
ненхя. По  направлен1ямъ  обра- 
зующихъ  общаго  ассимптотиче- 
скаго  конуса  сопряженныхъ  ги- 
перболоидовъ  удлиннешя  равны 
нулю. 

Чтобы  найти  направлешя,  по 
которымъ  коэффищенты  удлин- 
ненШ  равны  данной  величин*  е, 
пересЬчемъ  поверхность  (1315) 
или  (1318)  поверхностью  шара, 
описаннаго,  смотря  по  знаку  <% 
рад1усомъ 

р  =  -^=  или  р=-72=,(1321') 
у  е  у  —е 

и  соединимъ  вс4  точки  сЬчешя 
съ  центромъ  поверхности  пря- 
мыми лищями.  Эти  прямыя  обра- 
зуютъ  конусъ  второго. порядка, 
который  называется  конусомъ 
равныхъ  удлиннен1й.  Упо- 
мянутый выше  ассимптотичесшй 
конусъ  принадлежитъ  къ  числу 
этихъ  конусовъ.  Чтобы  соста- 
вить уравнеше  конуса  равныхъ 


Фиг.  267. 


удлинивши,  напишемъ  сообразно  съ  услов1емъ  (1321): 


е  (дл  -ь  г/2  -+-  г2)  = 


1 


и  вычтемъ   это  выражеше   почленно  изъ  (1320);   это  даетъ  однородную 
зависимость  между  координатами: 

(ех—  е)  а:2ч-  [еу—  ё) у2ч-  (е  —  ё)  г?-\-  Ъкдг -+-  2к/х  -ь  2к%ху  =  0,      (1322) 
которая  и  опредЬляетъ  искомый  конусъ. 
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Броведемъ  черезъ  центръ  поверхности  удлинивши  плоскость,  пересе- 
кающую ее  по  кругу.  Известно,  что  у  поверхности  второго  порядка  су- 
ществуютъ  дв*  такхя  плоскости;  въ  случа*  эллипсоида  он*  содержать  его 
среднюю  ось.  Въ  такой  плоскости  удлиннея1я  по  всЬмъ  направлетямъ 
одинаковы;  поэтому  всякая  фигура,  начерченная  въ  первоначальномъ  по- 
ложенш  этой  плоскости,  при  деформащи  расширяется  или  сжимается,  оста- 
ваясь подобною  самой  себ4.  Так1я  плоскости  называются  поэтому  не  иска- 
жающимися плоскостями.  По  основному  свойству  однородно-изменяе- 
ма™ тЬла  и  всЬ  плоскости,  имъ  параллельный,  тоже  неискажаюпияся. 

3.  687.  Какой  деформащи  соотвйтствуетъ  поверхность  удлинивши,  имею- 
щая видъ  кругового  цилиндра? 

3.  688.  Какой  деформащи  соотвйтствуеть  пара  поверхностей  удлинивши 
въ  видв  цияиндровъ,  И1гвющихъ  съчетемъ  сопряженный  равносторонняя  ги- 
перболы? 

3.  689.  Прямоугольный  параллелепипедъ  съ  ребрами  а  =  1,  6  =  2,  с  =  3 
посл'Ь  деформапДи  остался  прямоугольнымъ,  но  длины  его  реберъ  изменились 
въ  круговомъ  порядкъ,  такъ-что  а;=3,  /''=1,  с' =2.  Построить  соответствую- 
щую этому  поверхность  удлинивши. 

3.  690.  Какой  видъ  принимаетъ  поверхность  удлинивши,  если  происходить 
удлиняете  призмы  вдоль  ея  реберъ  безъ  измънен1Я  поперечныхъ  размъровъ? 

Обзоръ  весьма  малой  деформащи  какого-либо  сплошного 

измЬняемаго  гйла. 

689.  Проекщи  перем-ЬщенШ,  совершен ныхъ  точками  при  какой-либо 
деформащи,  суть  функщи  начальныхъ  координатъ  этихъ  точекъ: 

«*  =  /1  (*>  ?А  *)> 

«  =  /;(*,**),  0323) 

и?  =  /;  О,  */,  г). 

Значешя  этихъ  функщй  будутъ  предполагаться  весьма  малыми  въ  сравне- 
нш  съ  координатами. 

ВсякШ  достаточно  малый  элементъ  изм-Ьняемаго  тЬла  можетъ  быть 
разсматриваемъ  какъ  гЬло  однородно-изменяемое.  Пусть  будетъ  М(хуу,г) 
одна  изъ  точекъ  этого  элемента.  Перемйщете  послЪдняго  состоять: 

1)  изъ  постуиательнаго  перем,Ьщен1я,  определяема™  по  формуламъ 
(1323)  перем'Ьщетемъ  точки  М; 

2)  изъ  весьма  малаго  вращешя  около  этой  точки,  которое  можетъ  быть 
разложено  на  три  вращеша  около  осей,  параллельныхъ  координатнымъ; 
углы  этихъ  вращешй  по  формуламъ  Коши  (§  620): 

<-=т&-г)'  '.-т^-^  »-=1Ш-|)-  <™ 

куда  должны  быть  подставлены  координаты  точки  М\ 
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3)  изъ  трехъ  удлиннеаШ  параллельно  координатнымъ  осянъ;  коэффи- 
циенты атихъ  удлинивши: 


е.  = 


ди 
~дх' 


дп 


в'~  V 


дю 
~6** 


(1325 


куда  должны  быть  подставлены  координаты  точки  М; 

4)  изъ  трехъ  сдвиговъ   параллельно  координатнымъ   осямъ,  причегь 

основными  плоскостями  сдвиговъ  служатъ  три  плоскости,  проходтщя  че- 

резъ  точку  М  и  перпепдикулярныя   къ  координатнымъ   осямъ,    а  самк- 

сдвиги   лишены   сопровождающихъ  ихъ  вращеыШ  (§  618);   коэффищент* 

этихъ  сдвиговъ: 

л7        дго        ду       л7        ди        дю      л7         до        ди  „п_, 

2*.= -т- -*--.-,     2к  =  —  -4--— ,     2*.  =  т-ч-т-,        (132».. 
ду        дг  '       дг        дх  *       дх        ду  ч 

куда  нужно  подставить  координаты  точки  А/. 

Вс4  частныя  производныя  отъ  щ  г,  ю  по  х,  у,  г  при  весьма  мам 
деформацш  весьма  малы  нетолько  въ  сравненш  съ  координатами,  но  з 
въ  сравненш  съ  щ  г;,  го. 

Весьма  малый  параллелепипедъ  какого-либо  измЪняемаго  гЬла  мохн 
считать  параллелепипедомъ  и  поел*  деформацш.  Пусть  до  деформацш  ег.- 
вершина  находилась  въ  Л/,  а  концы  сходящихся  въ  этой  точки  реберъ 
им'Ьли  координаты  (я-ь-Дя,  у,  г\  (х,  #-+-Ду,  г),  (х,  у,  2-+-Дз).  Начальные 
его  объемъ:  ДГ0=  Д#  Д?/Дг;  по  формуламъ  (1128)  и  (1298)  для  изм*нен- 
наго  объема  можемъ  написать  выражеше: 


ДГ= 


ди      ду 

1  -*-  ^-'     Т~' 
ох      ох 

дго 
дх 

ди      л        ду 
ду              ду 

дго 

ди      ду 

тг»    т-'    1_|- 
де      дг 

дго 

"~бг 

дг„. 


(132 


куда  должны  быть  подставлены  координаты  точки  М.  По  формуламъ  ж- 
(1324),  (1325)  и  (1326): 

•. 

ДГ=     *.—  »..     1+в.,    к.ч-Ьа    АГ„.  (1326) 

Въ  предположен^,  что  вев  элементы  е,  Л,  Л  достаточно  малы,  чтобы 
можно  было  пренебрегать  ихъ  степенями  и  произведешямн,  получает» 
отсюда  выражеше  для  коэффициента  объемнаго  расширешя: 


1  +«„ 

*.+  ».,    *, 

К- К 

1  -+-  в,,    Ах 

*,+  »г 

*.-*«     1 

й     дк-дг0 


ди 


=  •.  +  •,  +  «.= 


*1 


(1329» 
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3.  691.  Прим-Ьр-ь  на  примкнете  реэультатов-ъ  этой  главы.  Однородный 
по  своимъ  свойствамъ  упругости  (изотропный,  см.  §  720)  цилиндръ  съ  эллип- 
тическимъ  поперечпымь  съчешемь,  укрепленный  неподвижно  однииъ  своимъ 
концомъ  въ  плоскости  (ху)  и  имъюпцй  своею  осью  ось  0).  быль  подвергнуть 
кручешю  и  вслъдствге  этого  получилъ  деформащю 

а2—  Ь3 

гдъ  а  и  Ь  полуоси  поперечнаго  сЪченш  цилиндра,  а  <р  тоже  постоянный  коэф- 

фипдентъ.  Изсл-вдовать   эту   деформац1ю.   Ръш.:  Формулы  (1324),  (1325),  (1326) 

и  (1329)  даютъ: 

«3  =  0,      г9  =  0,      ел  =  0,      в  =  0,  (1331) 


К 

=  ? 

ь9 

*, 

= 

""  ? 

а2 

*, 

»~      таа-|-6': 

?^«.   »,=-?^у.   ».=<?*•  (1333> 

Итакъ  ни  одинъ  элементъ  цилиндра  не  получилъ  удлинивши  и  не  имъетъ 
поэтому  и  объемнаго  распгарешя;  следовательно  и  объемъ  всего  цилиндра  не 
изменился.  Сдвиги  произошли  такъ,  что  ихъ  коэффипДенты  въ  плоскостяхъ, 
перпендивулярныхъ  къ  осямъ  (х)  и  (у),  пропорщональны  соотвътственнымъ  ко- 
ординатамъ,  а  въ  плоскостяхъ  поперечнаго  съчешя  цилиндра  сдвиговъ  не  про- 
изошло. Последняя  изъ  формулъ  (1333)  показываетъ,  что  угодъ  вращен1я  каж- 
дой частицы  около  оси  цилиндра  пропорщоналенъ  разстоянио  частицы  отъ 
неподвижной  плоскости  укръплен1я  цилиндра  и  что  коэффищентъ  ср  есть  уголъ 
поворота  частицы,  находящейся  въ  разстоянш,  равномъ  единиц*,  отъ  этой 
плоскости.  Формулы  (1330)  показываютъ,  что  перемъщешя  частицъ  въ  плоско- 
стяхъ поперечнаго  сЬчешя  цилиндра  пропорщональны  коэффищенту  <р  и  раз- 
стбян1ю  плоскости  съчешя  отъ  неподвижной  плоскости,  перемъщешя  же  вдоль 
оси  цилиндра  отъ  этого  разстояшя  не  зависятъ.  Пусть  будутъ  х\  у',  е'  коорди- 
наты какой-нибудь  точки  (я,  у,  г)  послъ  деформащи;  тогда 

а/  =  х  -*-  и  =  х  —  <руя, 
у'  =  у  +  и  =  у  +  охг, 

Точки  разсматриваемаго  тъла,  лежавш1я  въ  его  начальномъ  положен!и  на  по- 
ВерМ°СТИ  /(х,У)*У=0,  (1334) 

переходить  при  деформащи  на  поверхность,  уравнеше  которой  получится, 
если  въ  уравнеше  (1334)  ввести  координаты  я',  у',  г'  (§  602).  Опредълимъ  этимъ 
путемъ  поверхность,  въ  которую  превращается  при  деформащи  плоскость  по- 
перечнаго свчен1я  цилиндра: 

г  —  с.  (1335) 

Если  уголъ  <р  предполагать  достаточно  малымъ,  чтобы  можно  было  пренебре- 
гать его  высшими  степенями,  то  можно  принять: 

х  =  х1  -н  <оя1у\     у  =1у'  —  <рг'х\ 
а*—Ъ*  а2— б3 

П.  Сомовъ.—  Основания  теорет.  механики.  45 
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поэтому  плоскость  (1335)  превращается  въ  поверхность  гиперболичесваго  па- 
раболоида: 

а3 — Ь2 

Подобнымъ  же  образомъ  наидемъ,  что  всякая  прямая 

х  =  т,      у  =  п, 

параллельная  оси  цилиндра,  превращается  при  деформацш  въ  кривую 

х1  -+-  <р*У  =  т,      у*  —  уе'х1  =  п. 

Чтобы  построить  для  какой-нибудь  точки  эллипсоидъ  деформацш  (1309),  югЬекъ 
теперь  по  формуламъ  (1302),  (1300),  (1303)  (1331)  и  (1332): 

Х1г=1ч-еш=:1|     Ь2  =  1-^е9  =  1^     X,  =  1 -Ь  е,  —  1, 

^  =  ^  =  ?5^«.     *  =  *»  =  -?»ТР*     *  =  ^  =  0- 

Принявъ   точку    (жуя)   за  центръ    эллипсоида  и  означая   текущ!я  координату 
этой  поверхности  черезъ  5,  1),  С»  получаемъ: 

е+^+е+аТр^рв.11!:-яЧрг^8г.а  =  1. 

Составимъ,  наконецъ,  уравнете  поверхности  удлинивши.  По  формул*  (1320 
теперь: 

Легко  видвть,  что  это  есть  поверхность  гиперболнческаго  цилиндра,  образую- 
Щ1я  вотораго  параллельны  плоскости  (ху). 


ГЛАВА   ХХУ. 

Напряжен1я. 

Фунвцш,  опредфдяюпдя  напразвен1я. 

690.  ИзгЬреше  напряжешй.  Силы,  который  приходится  рассматривать 
въ  теорш  упругости,  мы  будемъ  подразделять  на  вн4шн1я,  т.  е.  зави- 
сящая отъ  внЬшнихъ  физическихъ  причинъ,  и  на  внутреннгя,  которыя 
играютъ  роль  сопротивленШ  связей  между  частицами  и  которыя  въ  теори 
упругости  называются  напряжешями.  Для  изм^ретя  вн'Ьшнихъ  снл> 
мы  примемъ  тотъ  же  способъ,  какой  былъ  указанъ  въ  §§  638  и  639,  т.е. 
мы  будемъ  силы,  зависания  отъ  массы,  расчитывать  на  единицу  массы 
или  также  на  единицу  объема,  а  внЬшшя  давлетя  будемъ  расчитывать 
на  единицу  площади. 

Посл-ЬднШ  пргемъ  мы  будемъ  прилагать  и  въ  напряжешямъ.  Условился 
относительно  того,  какъ  мы  будемъ  понимать  эту  силу.  Для  этого  при- 
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положимъ,  что  упругое  гЬло  находится  въ  состоянш  равновгЬс1я  подъ 
д^йств1емъ  какихъ-либо  внЬшнихъ  силъ.  Выд1>лимъ  произвольную  часть 
этого  тЬла  и  представимъ  себгЬ,  что  она,  при  сохраненш  д'Ьйствующихъ 
на  нее  внгЬшнихъ  силъ,  предоставлена  самой  себе.  Для  сохранетя  равно- 
весия должны  быть  во  всЬхъ  элементахъ  ея  поверхности  приложены  силы, 
представляюпця  собою  гЬ  напряжетя,  которыя  оказываетъ  на  выделен- 
ную часть  остальная  часть  упругаго  тЬла.  Для  каждаго  элемента  поверх- 
ности мы  будемъ  предполагать  то  или  противуположное  направлеше  на- 
пряжетя, смотря  по  тому,  которая  часть  тела,  отделяемая  этою  поверх- 
ностью, разсматривается.  Напряжете  не  будетъ  вообще  говоря  нормально 
къ  поверхности,  какъ  это  было  у  идеальной  жидкости,  и  не  будетъ  не- 
пременно представляться  давлеюемъ,  т.  е.  образовать  острый  уголъ 
съ  нормалью,  направленною  внутрь  разсматриваемаго  тела.  Если  этотъ 
уголъ  тупой,  то  напряжете  называется  натяжеюемъ;  если-же  этотъ 
уголъ  прямой,  т.  е.  если  напряжете  касательное  къ  поверхности  раздала, 
то  оно  называется  тангенщальнымъ. 

Величина  напряжен1я,  Р,  действующа™  черезъ  площадку  Д#, 
зависитъ  нетолько  отъ  места  этой  площадки  въ  теле,  но  и  отъ 
ея  направлешя,  чего  не  было  у  гидростатическаго  или  гидро- 
динамическая давлен1я.  Отношете  Р  къ  Д5  мы  будемъ  называть 
напряжен1емъ,  расчитаннымъ  на  единицу  площади.  Разсматривая 

пределъ  этого  отношен1я: 

р 
Р  =  Чт  .  д^  ,  (1336) 

будемъ  понимать  его  следующимъ  образомъ.  Выберемъ  въ  площадке  Д5 
точку  Ж  и.  сохраняя  направлете  площадки,  будемъ  уменьшать  ея  кон- 
туръ  такимъ  образомъ,  чтобы  точка  Ж  постоянно  оставалась  заключен- 
ною внутри  его;  тогда  площадка  въ  пределе  обратится  въ  точку  Л/,  и 
пределъ  (1336)  представитъ  значенге  напряжен1я  въ  точке  М 
площадки  даннаго  направлеюя,  расчитаннаго  на  единицу  пло- 
щади. Для  вычислетя  дейтвительной  силы  Р,  действующей  на  данную 
площадку,  можно,  пренебрегая  безконечно-малыми  высшихъ  порядковъ, 
принимать: 

Р  =  р  .  Ь8.  (1337) 

Для  дальнейшаго  заметимъ  еще  разъ,  что  р  есть  не  только  функщя 
координатъ  данной  точки.,  но  еще  и  функщя  угловъ,  определяющихъ  на- 
правлете нормали  къ  площадке,  для  которой  разсматривается  напряжете. 
Изследовате  этой  зависимости  составляетъ  одинъ  изъ  важнейшихъ  во- 
просовъ  всей  теорш  напряжетй. 

691.  Разложеню  напряжен»  по  координатныиъ  осянъ.  Проекщямъ  силы 
Р  на  координатный  оси  соответствуютъ  проекщи  силы  р,  направлете 
которой  будемъ  предполагать  совпадающимъ  съ  направлетемъ  Р;  вслед- 

45* 
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СТВ16    ЭТОГО  Р  С08  (Р,  х)  =  р  С08  (ру  х)  .  Д5, 

Р  соз  (Р,  у)=рсоз  (р,  у) .  Д/9, 
Р  со5  (Р,  г)  =  р  соз  (р,  г)  .  Д& 

Такъ  какъ  р  въ  каждой  точки  завысить  отъ  направлетя  площадки,  то 
напряжен1я  площадокъ,  содержащихъ  точку  М  и  перпендикулярныхъ  къ 
тремъ  координатнымъ  осямъ,  вообще  говоря  различны;  мы  будемъ  ихъ 
обозначать  такъ:  ржУ  рр  рл. 

Разложимъ  напряжете  р  какой-нибудь  площадки  на  дв$  составляю- 
щихъ;  о,   нормальную   къ  площадке,  и  т,  въ  ней  лежащую,  танген- 
з  щальную: 

р  =  аГч-Т.  (1338) 

Дйлая  это  съ  напряжешями  р„  рг  р% 
и  разлагая  кром*  того  каждое  изъ  тан- 
генщальныхъ  напряженШ,  лежащихъ  те- 
перь въ  плоскостяхъ,  параллельныхъ  ко- 
г  ординатнымъ,  на  составляющая  по  коор- 
динатнымъ осямъ,  будемъ  писать: 


ЛХ*х 


РХ=     ^  "*-    *Ж9  *+-   Т*Ж  , 

Р»  =  V  -+■  °у  "+-  V > 
Р*=  т^Ч-т,,-*-  ол. 


(1339) 


Фиг.  268. 

Зд'Ьсь  ож,  оу,  ож  нормальный  слагаемый  напряженШ.  въ  обозначешяхъ- 
же  слагаемыхъ  тангенщадьныхъ  напряжений  первый  значекъ  указываегь 
ту  координатную  ось,  къ  которой  площадка  нормальна,  а  второй  значекъ 

г 


/ 

Ак 

ш 

■^А 

1& "  - 

:  /\ 

*  ,// 

Х'У 


Г 


Фиг.  269. 


Фиг.  270. 


указываегь  ту  ось,  по  которой  направлена  слагаемая  тангенщальнаго  на- 
пряжешя.  На  фигурахъ  268.  269  и  270  изображены  разложешя,  выра- 
жаемый формулами  (1339). 
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Фиг.  271. 


602.  Зависимость  напряжения  площадки  отъ  ея  направления.  Покажемъ,  что 
девятью  слагаемыми  (1339)  определяются  напряжешя  всякихъ  площадокъ, 
содержащихъ  данную  точку  М  (х,  у,  г)\  эти  слагаемыя  окажутся  такимъ 
образомъ  только  функщями  координатъ.  ВыдЬлимъ  въ  упругомъ  гЬл*,  на- 
ходящемся въ  равнов^сш  при  дЬйствш  дан- 
ныхъ  вн*шнихъ  силъ,  безконечно-малый  те- 
траэдръ  МАВС  (фиг.  271)  съ  вершиною  въ 
точке  Ж,  причемъ  сходяпцяся  въ  этой  точки 
ребра  возьмемъ  параллельными  координат- 
нымъ  осямъ  и  равными  Д#,  Ду,  Д#.  Пусть  бу- 
детъ  К  длина  перпендикуляра,  опущеннаго 
изъ  Ж  на  противоположную  грань;  если  черезъ 
5  означить  площадь  А  ВС,  то  площади  осталь- 
ныхъ  граней  могутъ  быть  выражены  такъ: 

ВСМ  =  8  соз  (п,  я), 

САМ  =  5  соз  (п,  у\ 

АВМ  =  8  соз  (п,  г), 

гдЬ  п  внешняя  нормаль  къ  площадке  АВС.  При  равнов^сш  упругаго 
тЪла  этотъ  тетраэдръ  находится  въ  отдельности  въ  равнов4сш  при  дЬй- 
ствш на  него  внешней  силы,  которую  можно  предполагать  приложенною 
въ  одной  изъ  его  точекъ,  и  при  дЬйствш  напряжешй  на  всЬхъ  его  гра- 
няхъ.  Въ  числ*  условШ  этого  равновеоя  непременно  будутъ  находиться 
услов1я  равновес1я  абсолютно  твердая  тела.  Это  можно  утверждать  на 
основаши  принципа,  что  равновЬае  системы  матерьяльныхъ  точекъ  не 
нарушается,  если  ввести  между  ними  новыя  связи,  не  м4шаюпця  имъ 
оставаться  въ  данномъ  положенш,  а  следовательно  если,  въ  данномъ 
случае,  предположить,  что  тетраэдръ  сделался  абсолютно  твердымъ.  Вы- 
пишемъ  проекцш  всехъ  этихъ  силъ  на  оси  (х).  Если  X  есть  проекщя 
внешней  силы,  действующей  въ  точке  Ж  и  расчитанной  на  единицу 
массы,  то  по  безконечной  малости  тетраэдра  можно  для  проекцш  средней 
изъ  всехъ  отнесенныхъ  къ  единице  массы  силъ,  дЬйствующихъ  въ  раз- 
личныхъ  точкахъ  тетраэдра,  взять  Х+е,  где  е  безконечно  малое.  Сила, 
действующая  въ  действительности  на  взятый  тетраэдръ,  имеетъ  своею 
проекщею 

зН 
(X  -+-  •)  р  —  ,  (1340) 


гдЬ  р  средняя  плотность  тетраэдра.  Далее,  сравнивая  фигуру  (271)  съ 
фигурами  (268),  (269)  и  (270),  мы  видимъ,  что  оси  {х)  параллельны  сле- 
дуюпця  силы:  <зх>  т  ,  т^..  Эти  значешя  силъ  относятся  къ  точке  Ж,  сред- 
шя-же  значен1я  силъ  на  граняхъ  тетраэдра  отличаются  отъ  нихъ  на  не- 
который безконечно-малыя  е',  е",  е'". 


01дШгес1  Ьу 


Соодк 


—    710   — 

Считая  эти  силы  натяжеюями,  а  въ  противномъ  случа*  беря 
ихъ  съ  противуположными  знаками,  найдемъ,  по  умноженш  на  со- 
ответственный величины  площадокъ: 

— (ох  -+-  е')  5  сов  (и,  х\— (тудг  -+-  е';)  5  сов  (и,  у),  —  (т,х  -ь  е'")$  сов  (п,  г) .  (134 1 ) 

Пусть  будетъ,  наконецъ,  р  напряжете  въ  точки  М  площадки,  парал- 
лельной грани  АВС\  на  этой  последней  грани  напряжете  р'  можетъ 
отличаться  тоже  только  на  безконечно-малую  величину  г1  отъ  р.  Умножая 
его  на  величину  площадки  $,  и  проектируя  на  ось  О),  получимъ: 

(Р  -+-  е^  5  сов  (У,  х).  (1342) 

Приравнивая  сумму  выражешй  (1340),  (1341)  и  (1342)  нулю,  разде- 
ляя на  5  и  полагая,  для  перехода  къ  пред-Ьлу,  что  к  стремится  къ  нулю, 
получаемъ: 

р  сов  (р,  х)  =  ох  сов  (п,  х)  -+-  1ЖХС08  (и,  */)  -н  т:яхсов  (и,  «?).    (1343) 

Прилагая  подобное-же  разсуждеше  къ  проекщяыъ  силъ  на  оси  (у)  и  (#). 
найдемъ  еще: 

р  сов  (р,  у)  =  хх„сов  (я,  л;)  ч-  оу  сю  (и,  у)  -+-  т„со*  (п,  я),  |    ,[344- 
р  сов  (р,  г)  =  х„  сов  (п,  а:)  -+-  хшя  сов  (я,  у)  -+-  о,  со5  (п.  я).  | 

Важное  значеше  этого  результата  состоитъ  въ  томъ,  что  напря- 
жете какой-нибудь  площадки,  содержащей  данную  точку, 
определяется  по  величин*  и  по  направлен1ю  напряжен1ями 
трехъ  взаимно  перпендикулярныхъ  площадокъ,  содержащихъ 
ту-же   точку. 

Дал*Ье  мы  увидимъ,  что  изъ  9  элементовъ  о  и  т  только  6  различны, 
что  поведетъ  къ  еще  большему  упрощение  результата. 

Зависимости  между  внешними  силами  и  напряжешями. 

693.  Уравнемя  равновЪЫя  упругаго  гЬла.  Въ  числЪ  условШ  равновМя 
упругаго  гЬла  непременно  находятся  услов1я  равнов'Ьс1я  абсолютно  твер- 
даго  т4ла,  какъ  по  отношенш  къ  целому  упругому  гЬлу  такъ  и  по  отно- 
шешю  къ  произвольной  его   части  (§  692). 

Къ  безконечно-малому  параллелепипеду,  у  котораго  одна  вершина,  31, 
имйетъ  координаты  х,  у,  г,  а  ребра  параллельны  координатнымъ  осямъ  и 
имйють  длины  Да;,  Ду,  Ля  (фиг.  272),  приложимъ  услов1я,  выражаюпця. 
что  суммы  проекщй  всЬхъ  силъ  на  координатныхъ  осяхъ  равны  нулю. 

По  непрерывности  всЬхъ  функщй,  опред-Ьляющихъ  напряжен1я  внутри 
упругаго  гЬла,  можно  принять  следующее: 

1)  На  двухъ  противуположныхъ  граняхъ  параллелепипеда  напряжешя 
отличаются  по  величине  безконечно-мало. 
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2)  Направлены  этихъ  напряженШ  образуютъ  между  собою  уголъ, 
отличаюпдйся  безконечно  мало  отъ  двухъ  прямыхъ;  потому  что  эти  на- 
пряженья  выражаютъ  собою  дЫстше  на  параллелепипедъ  окружающей  его 
части  упругаго  гЬла,  а  это  д*йств1е  съ  двухъ  противуположныхъ  сторонъ 
противуположно  напр!Ьлено;  поэтому,  если  проекщя  напряжешя  на  одной 
грани  положительная,  то  она  на  противуположной  грани  отрицательная. 


Фиг.  272. 

Дальше,  для  большей  определенности,  мы  будемъ  предполагать,  что  на 
всЬхъ  граняхъ  напряжешя  направлены  во  внешнюю  сторону.  Понятно, 
что  при  обратномъ  предположена  результаты  получаются  гЬ-же  самые, 
если  принять  во  внимаше  знаки  напряжешй  (§  692). 

3)  Выражая  напряжеше  какой-нибудь  грани  параллелепипеда,  можно 
брать  некоторое  среднее  значеше  его  и,  по  безконечной  малости  граней, 
считать  его  приложеннымъ  въ  любой  точкЬ  грани;  это  не  отразится  на 
переход*  къ  пределу,  переход*,  который  мы  будемъ  делать,  предполагая, 
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что  ребра  параллелепипеда  стремятся  къ  нулю  и  весь  параллелешшедъ 
въ  пред'Ьл'Ь  обращается  въ  точку  М{х,у,г). 

4)  Для  внЬшней  силы,  действующей  на  параллелепипедъ  и  отнесенной 
къ  единиц*  массы,  тоже  можно  принять  некоторое  среднее  значеше  и 
считать  эту  силу  приложенною  въ  произвольной  тЛкЪ  параллелепипеда, 
такъ  какъ  въ  предал*  во  всякомъ  случае  эта  сила  получить  значение, 
соответствующее  точки  М.  Означая  черезъ  X,  У,  2  проекцш  этой  силы, 
а  черезъ  р  среднее  значеше  плотности,  которая  въ  пред'Ьл'Ь  тоже  полу- 
чить значеше,  соответствующее  точкЬ  Ж,  можно  проекцш  силы,  дей- 
ствующей на  параллелепипедъ  выразить  такъ: 

Хркх&у  кг,  УрДа;ДуД#,  2ркхкукг. 

Предположимъ,  что  среднее  напряжете  грани,  содержащей  точку  М 
и  перпендикулярной  къ  оси  (х\  приложено  въ  некоторой  точкЬ  Ж  Если 
воЬ  три  его  слагаемыхъ  ож,  тХ|,  хх%  считать  направленными  въ  отрица- 
тельный стороны  координатныхъ  осей,  то  на  противуположной  грани  на- 
пряжете будетъ  им^ть  слагаемый  ох',  т'^',  тм,  направленный  въ  положи- 
тельныя  стороны  координатныхъ  осей;  считая  это  напряжете  приложенные 
въ  точки  N'1  у  которой  координаты  у  и  г  тЬ  же  самыя,  что  у  точки  ^У, 
а  координата  х  отличается  приращешемъ  Да;,  им'Ьемъ: 

Л. 


Т'      =  т. 


— ^ — ■  Да?. 
дх       ' 

дх. 


дх 


Да:. 


(1345) 


Разсматривая  напряжешя  на  двухъ  другихъ  парахъ  граней  и  считая 
опять  проекцш  напряженШ  гЬхъ  граней,  которыя  содержать  точку  М, 
направленными  въ  отрицательный  стороны  координатныхъ  осей,  а  проек- 
цш напряжешй  противуположныхъ  граней  направленными  противуположно 
предыдущему,  можно  написать: 


г    =т   - 

ух         >* 


У*  V 


до, 
ду 

ду 

ду 


Д«/, 


I  ^°,      А 


*'    ==  Т..-Н 


т    =т    - 
>г       '«г 


дг 
дг 
дг 


А». 


Ьг. 


(1346) 


ВсЬ  эти  напряженгя  предполагаются  отнесенными  къ  единиц*  площади; 
чтобы  выразить  величины  д-вйствительныхъ  напряжешй  на  граняхь  па- 
раллелепипеда, нужно  вышеприведенныя  выражения  умножить  соответ- 
ственно на  ДуДе,  ДяДж,  ДагДу. 


0|дШгес)  Ьу 


Соодк 


—   713  —  §  694,  ф.  1348. 

Параллельно  оси  (х)  дййствуютъ  слЬдуюпця  шесть  напряжешй: 

а      а       т        т'        т       т'    • 

по  условш  равнов^с1я  и  принимая  во  внийате  сказанное  о  направле- 
тяхъ  напряжешй,  имйемЬ: 

О*'— О  ДУ  ^  ■+■  (Т'у*—  V)  ** ^  "+"  (т'«—  О  Дж  ДУ -ь Хр  Дя  Ду  Д#  =  0. 

А  по  формуламъ  (1345)  и  (1346)  и  по  переход*  къ  пред-Ьлу,  т.  е.  по 
разд^ленш  вс4хъ  членовъ  на  Да?  Ду  Д#,  причемъ  всЬ  ненаписанные  члены 
высшихъ  порядковъ  исчезаютъ,  находимъ: 

Подобнымъ  же  образомъ  проектироваше  на  оси  (у)  и  (#)  даетъ: 


^ +  $.  __.«]*.+ Яр  =  0. 

дх         ду         дг  г 


(1348) 


Нужно  помнить,  что  эти  зависимости  относятся  къ  той  точки  М  (а;,  у,  г), 
въ  которую  обращается  параллелепиледъ  въ  предал*. 

694-.  Зависимости  иеяду  тангенщальными  напряжении.  Обратимся  къ 
тремъ  остальнымъ  услов1ямъ  равновМя  твердаго  гЬла,  касающимся  мо- 
ментовъ  силъ.  Для  этого  на  время  примемъ  ребра  МА,  МВ,  МС  (фиг.  272) 
за  координатный  оси  (х'у'я'),  параллельный  первоначальными  Относи- 
тельно оси  (х')  моменты  силъ  а,,  о^',  т^,  т'?аг,  т^  т'^,  хяг9  тЛ9  равны  нулю. 
Силы  тм  и  т'^,  т^  и  т'м1  оу  и  оу',  о4  и  аг'  имйютъ  моменты  съ  соответ- 
ственно равными  плечами;  эти  плечи  во  всякомъ  случа*  меньше  соотв*Ьт- 
ственныхъ  реберъ  тетраэдра,  а  поэтому  моменты  этихъ  силъ,  которыя  мы 
можемъ  составить,  пользуясь  формулами  (1345)  и  (1346),  меньше  сл4- 
дующихъ  выраженШ: 

-г^  Да;  Ду  Л^г .  Ду, -51  Д#  Ду  Д# .  А^, 

— »  Ду  Д#  Да; .  Д#,  -^  Дат  Да:  Ду .  Ду. 

Но  всЬ  эти  моменты  безконечно-малы  въ  сравненш  съ  моментами  осталь- 
ныхъ  силъ  т'„,  и  х\у}  которые  выражаются  такъ: 

т'у*  Дг  Да? .  Ду,      —  т'еу  Да;  Ду .  Д*; 

поэтому,  приравнивая  нулю  сумму  всЬхъ  моментовъ  относительно  оси  (х), 
д4ля  всЬ  члены  на  Да;ДуДя  и  переходя  къ  пределу,  причемъ  *'„,  и  т',„ 
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примутъ  значешя  хмя  и  т,у,  соотв*тствуюпця  точк*  М  (х,  у,  я),  получаемы 

т„  =  V  (1349) 

Услов1я  моментовъ  относительно  осей  (у)  и  (г)  даютъ  такимъ  же  образомъ: 

***  =  *«,     ту,  =  тц.  (1350) 

Равенства  (1349)  и  (1350)  можно  формулировать  сл*дующимъ  образомъ: 
спроекщя  на  оси  (у)  напряжешя  площадки,  перпендикулярной  къ  оси  (г), 
равна  проекцш  на  оси  О)  напряжешя  площадки,  перпендикулярной  къ 
оси  (у>,  и  т.  д. 

Это  свойство  взаимности  напряжен^  мы  найдемъ  ниже  (§  697) 
въ  бол*е  общей  форм*. 

695.  Выводъ  уравнешй  (1347),  (1348),  (1349)  и  (1350)  независим  отъ 
форвы  выделенной  части  упругаго  тЬла.  Относительно  найденныхъ  зави- 
симостей можетъ  возникнуть  сомн*ше,  не  зависятъ  ли  он*  отъ  спещаль- 
ной  формы  выделенной  части  упругаго  т*ла  въ  вид*  параллелепипеда. 
Преобразоваше  кратнаго  интеграла,  показанное  въ  §  623,  позволяетъ  вы- 
вести эти  зависимости,  не  д*лая  никакихъ  опред*ленныхъ  предположенШ 
относительно  формы  разсматриваемой  части  упругаго  тЬла.  Пусть  будетъ  ЛЗ 
элементъ  поверхности,  а  АУ  элемента  объема  произвольно  выделенной 
части  упругаго  т*ла.  По  услов1ямъ  равнов*с1я: 

Гхр  аг-*-Гр  соз  ср,  х)  аз  =  о,  (1351) 

гд*  первый  интегралъ  распространяется  на  весь  объемъ,  а  второй  на  всю 
поверхность  разсматриваемой  части  т*ла.  Подставимъ  во  второй  интегралъ 
выражешя  по  формул*  (1343)  и  займемся  его  преобразовашемъ  въ  объем- 
ный. При  этомъ  нужно  помнить,  что  въ  формул*  (1158)  нормаль  къ  по- 
верхности предполагалась  внутреннею,  а  теперь  она  внешняя;  это  ведетъ 
къ  перем*я*  знака  во  всЬхъ  элементахъ  интеграла,  а  поэтому  и  въ  объем- 
номъ  интеграл*,  получаемомъ  поел*  преобразовашя.  Итакъ: 

/  р  соз  (р}  х)  й5=  /  ох  соз  (п,  х)  Л8-+-  I  хух  соз  (и,  у)  е?5-+-  /  х5Х  соз  (п,  г)  А8= 

поел*  этого  услов1е  (1351)  принимаетъ  видъ: 

А  такъ  какъ  этотъ  результать  получается  при  всякой  форм*  выд*лен- 
наго  объема,  то  каждый  элементъ  интеграла  въ  отд*льности  долженъ  ра- 
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вняться  нулю,  а  это  приводить  къ  уравнение  (1347).  Подобнымъ  же  об- 
разомъ  могутъ  быть  выведены  уравнешя  (1348). 

Выражая  услов1е  для  моментовъ  всЬхъ  силъ,  дЬйствующихъ  на  произ- 
вольно выделенную  часть  гЬла,  относительно  оси  (х),  им4емъ: 

У*р  (у2  —  гУ)  аГ  -+-/р  [У  с™  (р,  г)— г  соз  (р,  у)]  <18  =  0.       (1352) 

Преобразуемъ  второй  изъ  этихъ  интеграловъ  по  формул*  (1158): 

/ [РУ  соз  (Р,  *)  —  рг  соз  (р,  у)]  Л8 

=  Г(УЪм  —  г***)  соз  (щ  х)  Л8  -+- Аут,,  —  ^ау)  соз  (я,  у)  <18  -+- 

-+-  /  (У°м  —  Шву)  соз  (п,  г)  й8 

Посл-Ь  этого  услов1е  (1352)  даетъ: 

■+■/(**  —  т„)  аг  =  о. 

Первые  два  интеграла  равны  нулю  на  основанш  найденныхъ  раньше  за- 
висимостей; поэтому 

/(V  —  *>*)  &У  =  О 

для  произвольной  части  гЬла  и  вслгЬдств1е  этого: 

V  —  т**  =  °- 
Два  друпя  услов1я  моментовъ  даютъ  такимъ  же  образомъ  равенства  (1350). 
Хотя  указанный  въ  этомъ  параграф*  способъ  вывода  основныхъ  урав- 
нешй  равнов,Ьс1Я  унругаго  гЬла  строже  и  короче  сдЬланнаго  въ  §§  693 
и  694,  но  этотъ  посл'ЬднШ  не  теряетъ  своего  значешя,  позволяя  глубже 
проникнуть  въ  сущность  найденныхъ  соотношений  и  яснЬе  представить 
себгЬ  д'Ьйств1е  внутреннихъ  силъ  въ  упругомъ  гЬл*. 

696.  Новыя  обозначена.    Въ  дальнЬйшенъ  мы  будемъ  для  простоты 
тангенщальныя  напряжен1я  обозначать  такъ: 

1уЖ  =  Тжу  =  Тх  ,      | 

~ж*  =  *хж  =  ~у  у    \  (1353) 


Тд.у  1уХ  Т,  . 
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Поел*   этого   формулы   (1343),  (1344),  (1347)  и  (1348)   получаютъ  сл*,- 
дуюпцй  видъ: 

Р  СОЗ  (р,  X)   =  Ох  С08  (И,  х)   -+-  Т,  СОЗ  (П,  у)   Ч-  Ту  С08  (я,  %\ 
Р  С08  (р,  у)  =   Т,  С08  (п,  X)  -+-  О^  С08   (п,  у)  -+-  Тх  С08  (п,  #),  }   (1  354) 
Р  С08  (р,  г)   =  Т,  С05  (»,  Л?)  -I-  Тх  С05  (п,  у)  -4-  Оя  СОЗ  (п,  г), 
д°„  ^Тж      <К      лг 

Аг  ду  02  г 


Лг         ду         дг  1 

дт#         (к  <Ь  _ 

-л—  -+■  Т^  "*■  "Г1,  -+■  ^Р  =  °- 
од:  ау  00 


(1353) 


Мы  видимъ,  что  распред'Ьлеше  напряженШ  вокругъ  всякой  точки  упру- 
гаго  тЬла  определяется  только  шестью  элементами: 

°*>  °,>  °*>  т*>  V  V  (1356) 

Если  они  извЬстны  какъ  функ1пи  координатъ,  то  можно  считать 
изв*стнымъ  расиред*лен1е  напряжеюй  во  всемъ  упругомъ  т4л* 
какъ  по  величин*,  такъ  и  по  направлена. 

697.  Свойство  взаимности  напряжемй  двухъ  наклонныхъ  другъ  къ  другу 
площадоиъ.  Это  свойство,  представляющее  обобшеше  свойства,  указаннаго 
въ  конц*  §  694,  видно  непосредственно  изъ  формулъ  (1354).  Разсмотримъ 
первую  изъ  нихъ.  Благодаря  равенствамъ  (1353)  можно  выражеше 

ах  со8  (п,  х)  -+-  т,  соз  (п,  у)  -+-  ту  соз  (ю,  г) 

разематривать  нетолька  какъ  проекщю  на  ось  (х)  напряжен1я  площадки, 
перпендикулярной  къ  нормали  (и),  но  также  какъ  проекщю  на  нормаль  (п) 
напряжешя  площадки,  перпендикулярной  къ  оси  (х);  а  именно,  ох  есть 
нормальное  напряжете  этой  последней  площадки,  т*  =  тху  и  ^  =  ххя  дв* 
составляюпця  по  осямъ  {у)  и  {г)  тангенщальнаго  напряжешя  этой  пло- 
щадки. Такимъ  образомъ,  дв*  площадки  съ  нормалями  (п)  и  (х)  обла- 
даютъ  свойствомъ,  что  проекщя  напряжешя  одной  изъ  нихъ  на  нормаль" 
къ  другой  равна  проводи  напряжен1я  этой  последней  на  нормаль  къ  пер- 
вой. Принимая  во  внимаше,  что  направлеше  оси  (х)  было  взято  произ- 
вольно, можно  этотъ  результатъ  представить  въ  следующей  форм*: 

р  соз  (р,  п')  =  р'  соз  (р\  и),  (1357) 

гд*  п  и  п'  нормали  къ  двумъ  произвольно  взятымъ  площадкамъ,  содер- 
жащимъ  данную  точку  гЬла,  а  р  и  р'  напряжешя  этихъ  площадокъ. 

3.  692.  Определить  о  и  т,  нормальное  и  тангенщальное  напряжетя 
площадки,  направлете  которой  задано  углами  а,  {3,  ?  ея  нормали  съ  осями 
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§  698,  ф.  1359. 


крординатъ.  Отв.: 

а  =  р  соз  (р,  п)  =  ах  со$*  а  ч-  о,  соз2  $  -+-  аг  соз2  -у  -4- 

-4-  2тл  соз  р  со«  у  "+-  2ту  С05  у  соз  а  -4-  2т,  со$  а  со$  Р;  (1358) 

т  можетъ  быть  вычислено  по  формул*: 

та=1?а  —  оа.  (1359) 

3.  693.  Преобразовать  шесть  напряжевШ  (1356)  къ  новымъ  направлен!ямъ 
(х'у'г*)  координатыыхъ  осей.  Ръш.:  Означимъ  косинусы  угловъ  между  осями 
объихъ  координатныхъ  системъ  такъ,  какъ  это  указано  въ  следующей  таблички: 


X 

У 

г 

X' 

~х7 

1*1 

VI 

У' 

Р1 

V* 

г< 

*. 

Рв 

Ув 

Выражешя  для  ох',  ог'  ,а,'  найдутся  по  формул*  (1358),  если  туда  вместо  сон  (я,  дг), 
сое  (л,  у),  сов  (я,  *)  поочередно  подставнть  Х„  щ,  V,  или  Х2,  ^ц,  V,  или  Х„  р8,  V,: 

о,'  =  Х^о,  -4-  р^о,  -4-  у^о,  ч-  2\я^ххя  -4-  ^Х^  -4-  гХ^л, 
V  =  Х,*о,  -4-  [ь2оу  -4-  у2ао,  ч-  2дот*  -4-  2у2Х2т,  -4-  2Х2^т$1 
о,'  =  Хз'о,  ч-  у.8*о,  ч-  у8Ч  ч-  2^,-:,  -4-  2у8Х3т,  ч-  2Х8|а8тг 

Для  опредълешя  тангенщальныхъ  напряжен Ш  зам-Ьтимъ,  что  тх':=т'  есть 
слагаемая  по  оси  (*')  напряжешя  ру'  площадки,  перпендикулярной  къ  оси  (у')> 
подобнымъ  же  образомъ  могутъ  быть  истолкованы  ту'  и  т,';  но 

Р,  со»  (р/,  а?)  =  Х2ах  ч-  [^т,  -4-  у2т,, 

*>,'  со»  (р/,  у)  =  Х2т,  ч-  що,  ч- у2ох, 

Р,'  сое  (р,'%  г)  =  Х^,  ч-  ^т,  -4-  у2о,. 
Эти  выражеп!я  нужно  подставить  въ 

V  =!>,'  «05  (р/,  *')  =ру'  [X,  сое  (р/,  а?)  -к  [хв  сое  (р,',  у)  ч-  у,  сое  (р/,  *)]. 
Такимъ  образомъ  находимъ: 

V  =  ^З0*  "*"  Н^Заг  -*"  у2у,о,  Ч- 

-Ь  (Щ^  -*-  ^а)  ^х  -+-  (^Х,  -4-  У8Х2)  X,  Ч-  (X,}!,  ч-  Х,^)  т„ 
Т,'  =  Х3Х10х  -4-  {Хз^а,  -4-  У^О,  -4- 

-ь  ([VI  ч-  ^у,)  тх  ч-  (у,Хх  ч-  у^з)  т,  ч-  (Х.5Д.З  ч-  Х^8)  т„ 
тх'  =  Х,Х2а,  ч-  р#2о9  ч-  у^ао,  ч- 

-ь  (^1у2  -+-  МЛ)  тх  ч-  (у^з  ч-  УаХ^  т,  ч-  (Х^  ч-  ХЛ)  т,. 

Прикинете  принципа  Дадамбера  къ  упругому  т&лу. 

698.  Основныя  уравнешя  динамики  упругаго  тьла.  Составлете  уравненШ 
динамики  какой  либо  системы  матер1альныхъ  точекъ  основывается  на 
принцип*  Даламбера,   позволяющемъ  эти   уравнешя   разсматривать  какъ 
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уравнешя  при  д-Ьйствш  такъ  называемыхъ  спотерянныхъ  силъ».  При- 
лагая этотъ  принципъ  къ  упругому  гЬлу,  можно  сказать,  что  въ  случа* 
движешя  этого  гЬла  на  всякую  его  часть  дгЬйствуютъ  потерянныя  силы, 
которыя  находятся  въ  равнов'Ьсш  съ  напряжешями,  испытываемыми  этою 
частью  отъ  окружающей  ее  части  гЬла.  Потерянною  силою  мы  называли 
геометрическую  разность  между  данною  силою  ^и  силою  сдвигательною», 
равною  произведенш  массы  матер1альной  точки  на  ея  ускореше: 

Я  =  Р Ш1€. 

Такъ  какъ  X,  У,  2  суть  проекщи  силы,  отнесенной  къ  единиц*  массы, 
то,  вводя  потерянную  силу,  мы  должны  и  ее  относить  къ  единиц*  массы, 
т.  е.  брать  для  каждаго  элемента  гЬла  отношете  (2  къ  га,  и  следова- 
тельно въ  уравневаяхъ  (1347)  и  (1348)  X,  У,  Я  заменить  разностями: 

X  —  —       V  —^1       7—-- 

Это  приводить  къ  уравнешямъ: 

сРх  тг       дз_        дт.        дт„ 


(Р  2  г,        дт.        дт„        до. 


(1360) 


Въ  случай  движешя  напряжешя  могугь  меняться  не  только  съ  пере- 
ходомъ  отъ  одной  точки  гЬла  къ  другой,  но  и  съ  течешемъ  времени;  по- 
этому въ  формулахъ  (1360)  нужно  о,,  оу,  о„  тх,  ту,  х4  и  р  разсматривать 
какъ  функщи  и  координатъ  и  времени. 

Уравнешя  (1360)  подлежать  конечно  дальнейшему  развишо  въ  зави- 
симости отъ  постановки  вопроса,  подобно  тому,  какъ  это  было  сделано 
въ  гидродинамики. 

699.  Уравнешя  гидростатики  и  гидродинамики  какъ  частный  видъ  ура- 
внены (1360).  При  выводЬ  уравненШ  (1347)  и  (1348)  или  также  ура- 
вненШ  (1360)  не  делалось  никакихъ  спещальныхъ  предположешй  отно- 
сительно физическихъ  свойствъ  гЬла,  кром'Ь  предположена,  что  оно  спло- 
шное, и  что  всЬ  функщи,  опред'Ьляюпия  его  состоите  равнов'Ьсш  или 
движешя,  обладаютъ  свойствомъ  непрерывности.  Идеальная  жидкость  от- 
личается отъ  всякаго  другого  такого  гЬла  гЬмъ,  что  при  деформацш: 
1)  въ  ней  не  вызываются  никашя  тангенщальныя  напряжешя,  2)  нор- 
мальный напряжешя  не  могугь  быть  натяжешями,  а  могутъ  быть  только 
давленьями,  и  3)  эти  давлен1Я,  расчитанныя  на  единицу  площади,  одина- 
ковы для  площадокъ  всякаго   направлешя,   содержащихъ  данную  точку. 
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Нормальный  напряженш  мы  считали  положительными,  если  они  являлись 
натяжешями,  а  въ  противномъ  случае  отрицательными.  Итакъ  теперь: 


О.  =  О. 


-,  —  9.  =  — Л 
-,  =  0,    т,  =  0,     т1  =  0. 
На  основанш  этого,  уравнешя  (1355)  и  (1360)  получаютъ  видъ: 


*  —  г  х       ^  —  „  V 


*  —  пу 


дх 


-рГ-лф    а7-р\1_^/'    ^-4**/' 

что  согласуется  съ  уравнетями  (1211)  и  (1268). 

И8сд4довате  поднаго  напряжение 

700.  Поверхности,  служащ1Я  при  изучены  напряжены.  Для  нагляднаго 
изображешя  распред'Ьлешя  напряжешй  вокругь  данной  точки  въ  зависи- 
мости отъ  направлен1я  площадокъ  весьма  полезно  рассмотреть  несколько 
поверхностей-указательницъ  (индикатриссъ).  Мы  разсмотримъ: 

поверхность  полныхъ  напряженШ, 
поверхность  нормальныхъ  напряженШ, 
поверхность  направлений  напряженШ, 
поверхность  тангенщальныхъ  напряжешй. 

701.  Поверхность  полныхъ  напряжешй.  Построимъ  отнесенныя  къ  еди- 
нице площади  напражешя  трехъ  площадокъ,  содержащихъ  точку  М  и 
перпендикулярныхъ  къ  произволь- 
но заданнымъ  прямоугольнымъ  ко- 
ординатнымъосямъ(лгу^)(фиг.  273). 
Эти  напряжешя  рх,  рг  р%  не  бу- 
дуть  вообще  говоря  параллельны 
координатнымъ  осямъ,  а  будутъ 
образовать  некоторую  косоуголь- 
ную систему  прямыхъ  Мх\  Му\  Мг\ 
Примемъ  эти  прямыя  за  новыя  ко- 
ординатный оси  и  отнесемъ  къ 
нимъ  уравнеше  поверхности,  по- 
строенной слЪдующимъ  образомъ. 
По  всякому  направленш  ЛИ  д-Ьй-      У<'    у 

ствуетъ  напряжеше  р  некоторой  Фиг.  273. 

площадки,   содержащей    точку  М 

и  опредЬленнымъ  образомъ  наклоненной  къ  этому   направленш.   Концы 

векторовъ  р,  отложенныхъ  на  соотвйтственныхъ  направлешяхъ,  образуютъ 


I 


.  -х' 
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никоторую  поверхность;  мы  будемъ  ее  называть  поверхностью  пол- 
ныхъ  напряжеюй.  Пусть  будутъ  х\  у\  г1  координаты  конца  вектора  р 
въ  новой  координатной  систем*.  Проектируя  р  на  прежнюю  ось  (аг),  можно 
написать: 

р  соз  (р,  х)  =  х'  соз  (У,  х)  -+-  у'  соз  (у1,  х)  -+-  я'  соз  (я',  х);       (1361) 

а  принимая  во  внимаше,  что  слагаемый  напряженШ  ртУ  рг  рг  по  оси  (х) 
суть  охУ  тух  =  т,и  хгх  =  ту,  им*емъ: 

соз  (х\  х)  =  ^  ,     со8  (у',  у)  =  Ь. ,      со8  (*',  г)  =  ±\ 

Рх  Р?  Р* 

всл'Ьдств1е  этого  зависимость  (1361)  получаетъ  видъ: 

а  т  т 

р  С08  (р,  х)  =  —  х-  -+-  -*-  у'  -н  -3-  г\ 
Рх  Р,  Р% 

Но  по  форму ламъ  (1354)  мы  им'Ьемъ  выражеше  для  р  соз  (р,  х)\  эти 
два  выражетя  должны  быть  тождественны  для  напряжешя  всякой  пло- 
щадки; поэтому 

соз  (п,  х)  =  —  ,      соз  (п,  у)  =  —  ,      соз  (п,  г)  =  —  • 
7       Р.  У       Р,  Рг 

Отсюда,  возвышая  въ  квадратъ  и  складывая,  находимъ: 

„Ч  „12  -12 

— ,-ь-.  +  -.=  1.  (1362> 

1>*3         Р?         Рг 

уравнеше,  которому  удовлетворяютъ  координаты  концовъ  всЬхъ  векто- 
ровъ  р.  Это  и  есть  у[равнеюе  поверхности  полныхъ  напряжеюй, 
которая  является,  какъ  мы  видимъ.  эллипсоидомъ. 

702.  Напряжете  взаимно  перпендикулярныхъ  площадокъ.  Оси  (х'у'я?) 
вообще  говоря  косоугольны,  и  видъ  уравнетя  (1362)  показываетъ,  что  эти 
оси  расположены  по  сопряженнымъ  Д1аметрамъ  эллипсоида.  А  такъ  какъ 
эти  оси  опредЬляютъ  направлешя  трехъ  взаимно  перпендикулярныхъ  пло- 
щадокъ, то  заключаемъ:  Напряжешя  какихъ  либо  трехъ  взаимно 
перпендикулярныхъ  площадокъ  направлены  по  сопряженнымъ 
Д1аметрамъ  эллипсоида  полныхъ  напряжешй.  Понятно,  что  и  на- 
оборотъ,  каждая  тройка  сопряженныхъ  Д1аметровъ  поверхности  подныхъ 
напряженШ  представляетъ  собою  направлешя  напряженШ  трехъ  взаимно 
перпендикулярныхъ  площадокъ. 

Оси  эллипсоида  суть  также  его  сопряженные  Д1аметры;  отсюда  полу- 
чаемъ  слгЬдующШ  весьма  важный  для  всей  теорш  напряженШ  результаты 

Черезъ  всякую  точку  упругаго  т"Ьла  проходятъ  три  такихъ 
взаимно-перпендикулярныхъ  площадки,  что  ихъ  напряжен1я 
тоже  взаимно  перпендикулярны.  Въ  слЬдующемъ  параграф*  мы  уви- 
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димъ,  что  он'Ь  дритомъ  перпендикулярны  къ  соотв*тственнымъ  площад- 
камъ;  такъ  что  эти  площадки  им'Ьютъ  то  свойство,  что  ихъ  полныя  на- 
пряжешя  состоять  только  изъ  нормальных?».  Татя  площадки  и  соотв*т- 
ствуюпця  имъ  напряжешя  называются  главными. 

Ивддебдовате  нормадьнаго  напряжешя* 

703.  Поверхность  нормальныхъ  напряяешй.  Выше  (задача  692)  была 
выведена  формула  (1358),  определяющая  нормальное  напряжете  а  ка- 
кой-нибудь данной  площадки.  Отложимъ  на  нормали  къ  каждой  площадке 
векторъ  1 

Р  =  -т=  (1363) 

У±  о 

Зд4сь  для  того,  чтобы  векторъ  р  оставался  во  всЬхъ  случаяхъ  дей- 
ствительным^ будемъ  удерживать  знакъ  (-+-),  если  о  положительное,  т.  е. 
если  а  является  натяжетемъ,  и  обратный  знакъ,  если  о  представляется 
давлетемъ  (§  692).  Концы  векторовъ  р  образуюгъ  поверхность,  которую 
мы  будемъ  называть  поверхностью  нормальныхъ  напряженгй. 
Чтобы  составить  ея  уравнеше,  напишемъ  координаты  конца  вектора  р: 

С08  (П,  х)  С08  (Я,  у)  __  С08  (ю,  г) 

х~тшт'  У~у-^Г'  е-у^т' 

Определяя  отсюда  косинусы  и  подставляя  ихъ  въ  уравнеше  (1358),  по- 
лучимъ,  по  раздгЬленш  всЬхъ  членовъ  на  о,  следующее  уравнеше  иско- 
мой поверхности: 

с^г2  -+-  <з^3  -ь  огг2  -*-  2тжг/з  -+-  2-^х  -+-  2?йху  =  ±1.  (1364) 

Зд^сь  написаны  уравнешя  двухъ  поверхностей,  соотвйтствующихъ 
тому  или  другому  знаку  во  второй  части:  первая  относится  къ  положитель- 
нымъ  нормальнымъ  напряжешямъ,  вторая  къ  отрицательнымъ.  Поверх- 
ности эти  второго  порядка  и  уравнешя  ихъ  отнесены  къ  центру;  д-Ьлая 
поворогь  координатныхъ  осей  по  правиламъ  аналитической  геометрш, 
чтобы  привести  эти  уравнешя  къ  главнымъ  осямъ,  получимъ: 

а^'2  -4-  о2у'2  -+-  о8г'2  =  ±1,  (1365) 

гд*  коэффищенты  о1э  <з2,  о3  известный  функцш  первоначальныхъ  коэффи- 
щентовъ  и  угловъ  вращешя  координатныхъ  осей.  Координаты  х\  у\  г9 
опред^ляють  зд^сь  концы  гЬхъ  же  векторовъ  р,  только  въ  новой  коорди- 
натной системе;  если  написать: 

_  С08   (н,    X')  _  С08   (и,   У)        ^  _  С08   (щ   У) 

\/^Го     '    У  ]/^     '  ]/+ а 

и  подставить  это  въ  уравнеше  (1365),  то  получимъ: 

а  =  аг  С08*  (и,  х')  -+-  о3  соз1  (я,  у')  -+-  з3  соз*  (и,  з}\  (1366) 

П.  Сожовъ.— Основашя  теорет.  механики.  46 
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новое  выражеше  для  нормальнаго  напряжен1я  какой-нибудь  площадки. 
Сравнивая  эту  формулу  съ  формулою  (1358),  мы  видимъ,  что  при  новыхъ 
направлешяхъ  координатныхъ  осей  тангенщальныя  напряжешя  перпен- 
дикулярныхъ  къ  нимъ  площадокъ  равны  нулю,  т.  е.  полныя  напряже- 
н1я  нормальны  къ  этимъ  площадкамъ. 

Такимъ  образомъ  мы  опять  нашли  три  взаимно  перпендикулярныхъ 
площадки,  полныя  напряжешя  которыхъ  взаимно  перпендикулярны  (§  701); 
но  кром4  того  мы  получили  доказательство  сказаннаго  въ  конц*  §  701. 
что  эти  (главныя)  напряжен1я  также  перпендикулярны  и  къ  соотв-Ьт- 
ственнымъ  (главнымъ)  площадкамъ. 

Коэффищенты  ап  а3,  о3  и  представляютъ  эти  главныя  напряжешя; 
действительно,  положивъ 

^  (п,  «О  =  О,  I.  (п,  у')  =  |,  ^  (п,  *')  =  |, 

находимъ  о  =  919  и  т.  д. 

704.  Изсл*дован1е  поверхности  нормальны»  напряшешй.  Если  веб  ко- 
эффищенты а19  а3,  о,  положительные,  т.  е.  если  напряжешя  по  всЬмъ  тремъ 
главнымъ  направлешямъ  представляются  натяжешями,  то  поверхность 
(1365),  въ  уравнеши  которой  нужно  теперь  удержать  верхшй  знакъ,  есть 
эллипсоидъ;  формула  же  (1366)  показываетъ,  что  теперь  для  веЬхъ  на- 
правленШ  о  >  0,  т.  е.  по  всЬмъ  направлешямъ  напряжен1Я  являются 
натяжешями. 

Если  для  данной  точки  <зп  а2,  о,  всЬ  отрицательный,  то  по  всЬмъ  на- 
правлешямъ вокругъ  этой  точки  напряжешя  являются  давлешями.  По- 
верхность (1365),  въ  уравнеши  которой  нужно  теперь  удержать  нижшй 
знакъ,  опять  представляется  эллипсоидомъ: 

°,*'а  ■+■  °У3  ■+■  V"  =  —  1.  О367) 

Въ  частности,  для  идеальной  жидкости 

ах  =  аа  =  а3  =  —  р, 

и  поверхность  (1367)  есть  шаръ. 

Если  ом  оа,  о3  не  вс*Ь  одного  знака,  то  поверхность  (1365)  предста- 
вляется совокупностью  двухъ  гиперболоидовъ: 

°1*'а  -+-  °3У'а  -+-  V'1  =  ■+-  1.  (1368) 

°1Х'2  -+-  °2Уа  "Ь  о,я'а  =  —  1.  (1369) 

Таше  гиперболоиды  им'Ьюгь  обпцй  ассимптотическШ  конусъ  и  назы- 
ваются сопряженными;  одинъ  изъ  нихъ  линейчатый,  другой  не  линей- 
чатый. По  направлешямъ,  проведеннымъ  изъ  начала  координата,  т.  е. 
изъ  точки  ЛГ,  вокругъ  которой  изучаются  напряжения,  къ  точкамъ 
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изъ  поверхностей  (1368)  и  (1369),  нормальный  напряжешя  положитель- 
ныя,  а  по  направлешямъ,  встрЬчающимъ  другую  поверхность,  напряжешя 
отрицательны*.  Если  точка  встрЬчи  находится  на  безконечности,  т.  е. 
проведенный  векторъ  совпадаетъ  съ  одною  изъ  образующихъ  ассимпто- 
тическаго  конуса,  то  по  формул*  (1363)  находимъ  о  =  0.  Итакъ,  если 
для  данной  точки  не  всЬ  напряжен1я  одного  знака,  то  суще- 
ствуютъ  так1я  площадки,  для  которыхъ  полное  напряжете  со- 
стоитъ  изъ  одного  только  тангенцгальнаго.  Эти  площадки 
имЬютъ  своими  нормалями  образуюпця  ассимптотическаго  ко- 
нуса обйихъ  поверхностей  (1368)  и  (1369): 


а^'8  -ь  а2у'*  -+-  а,*'8  =  0. 


(1370) 


705.   Аналитическое  опред-Ьлеме  главиыхъ  напряжешй.    Предполагая, 
что  координатный  оси  направлены  какъ  нибудь  и  что  для  нихъ  найдены 
напряжешя  ох,  оу,  о.,  т^  ту,  тв  для  данной  точки,  опред'Ьлимъ  направлен  1Я 
главныхъ  площадокъ  для  этой  точки.  Эти  площадки,  какъ  мы  видели,  ха- 
рактеризуются тЬмъ,   что  ихъ  полныя   напряжен1я  являются  вмЪсгЬ  съ 
4мъ  и  ихъ  нормальными  напряжешями;  такъ  что 


Р  СОЗ  (р,   х)   =  О  СОЗ  (И,  #), 

р  соз  [р,  у)   =  а  соз  (н,  у),  | 
р  соз  (р,  г)  =  а  соз  (»,  г). 


(1371) 


Съ  другой  стороны  мы  им'Ьемъ  для  этихъ  напряжешй  обпця  формулы 
(1354).  Сравнивая  между  собою  эти  дв*  системы  формулъ,  находимъ  для 
входящихъ  въ  нихъ  угловъ  УСЛ0В1Я: 


(ох  —  о)  соз  (л,  х)  -4-  т.  соз  (и,  у)  -+-  ту  соз  (я,  г)  =  О, 
хя  соз  (л,  х)  -+-  (зу  —  о)  соз  (н,  у)  ■+-  тх  соз  (ю,  #)  =  О, 
ту  соз  (н,  ж)  -+-  тх  соз  (п,  у)  -+-  (а.  —  а)  С05  (л,  я)  =  0.  * 


(1372) 


Такъ  какъ  вс*  три  косинуса  не  могутъ  одновременно  равняться  нулю, 
то  долженъ  равняться  нулю  определитель: 


х.  а  —  о„ 


=  0. 


Раскрывая  его,  находимъ  для  о  кубическое  уравнете: 
о3  —  (оя  -+-  а   -ь  а.)  о3  -4-  (о  а.  -+■  о.а^.  -+-  аха    —  ?/  — 


(«л 


У   9 


-Ь3_ 


3   0. 


'Л  —  2~Л~с)   =    0> 


(1373) 


изъ  котораго  и  можно   определить  так1я   значетя  для  о,    при  которыхъ 

46* 
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уравнешя  (1272)  делаются  совместными,  а  следовательно  удовлетворяются 
равенства  (1371). 

Вс4  корни  уравнен1я  (1373)  действительные.  Мы  знаемъ  это  напе- 
редъ,  такъ  какъ  въ  §  703  убедились  уже  въ  существованш  трехъ  глав- 
ныхъ  площадокъ.  Можно  было  бы  дать  и  непосредственное  доказательства 
действительности  корней,  какъ  это  делается  въ  аналитической  геометрш 
при  разысканш  осей  поверхности  второго  порядка,  ибо  это  разыскаше 
приводится  къ  решешю  кубическаго  уравнешя  совершенно  такого  же 
вида,  какъ  уравнеше  (1373).  Связь  между  этими  двумя  вопросами  по- 
нятна, потому  что  съ  главными  напряжешями  совпадаютъ  оси  поверх- 
ности нормальныхъ  напряженШ.  Пусть  будутъ  ап  о2%  о,  корни  уравнешя 
(1373);  подставляя  первый  изъ  нихъ  въ  систему  уравненШ  (1373),  мы 
найдемъ  изъ  двухъ  изъ  этихъ  уравненШ  отношешя 

соз  (п19  х)  :  соз  (п1  у) :  соз  (п1?  #), 

где  п1  нормаль  къ  площадке,  соответствующей  напряженш  а1т  Отсюда, 
при  помощи  зависимости 

СОЗ2  («„  X)  -+-  СОЗ2  (пх,  у)  -4-  соз2  (пр  г)  =  1, 

можно  найти  все  три  угла.  Подобнымъ  же  образомъ  найдутся  еще  две 
системы  решети:  <за,  соз  (иа,  х\  соз  (п2,  #),  соз  (п2,  #)  и  о„  соз  (п3,  х), 
с°8  К,  У),  соз  (п3,  г). 

Понятно,  что  величины  и  направления  главныхъ  напряженШ  меняются 
съ  переходомъ  отъ  одной  точки  къ  другой. 

706.  Сл<Ьдств1я  изъ  предыдущего.  Если  координатныя  оси  направить 
по  главнымъ  напряжен1ямъ  въ  данной  точке,  то  все  формулы,  касаюпияся 
распределешя  напряженШ  вокругъ  этой  точки,  значительно  упрощаются 
вследстае  того,  что  тогда  можно  положить: 

*.  =  0,    ту  =  0,     т,  =  0. 

Такъ,  вместо  формулъ  (1354)  ймеемъ  теперь: 

р  соз  (р,  х)  =  ох  соз  (и,  х)  =  о,  соз  (п,  х),  | 

р  соз  (р,  у)  =  ау  соз  (п.  у)  =  о2  соз  (и,  у\   \  (1374) 

р  соз  (р,  в)  =  зг  соз  (м,  г)  =  о3  соз  (пу  в).  ) 
Отсюда 

р*  =  зг*  соз2  (и,  х)  -*-  <з23  соз2  (я,  у)  -+-  о32  соз2  (и,  з).         (1375) 

Формула  (1358).  какъ  мы  уже  впрочемъ  видели  въ  §  703,  заменяется 
теперь  следующею: 

о  —  ах  соз2  (п,  х)  -+-  о2  соз2  (п,  у)  -+-  а3  соз2  (и,  г).  (1376) 

Такъ  какъ  теперь 
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то  поверхность  полныхъ  напряженШ  принимаетъ  видъ: 

х  и  2 

—  -ь  -^т  -+-  —  =  1.  (1377) 

Поверхность  (1364)  нормальныхъ  напряженШ 

°1«"  ■+"  ааУ3  ■+■  V2  =  ±  1  (1378) 

съ  нею  соосна. 

ЗамЬтимъ  еще  слЪдуюпця  свойства  напряженШ.  Пусть  будутъ  (а;,  Р',  у'), 
(а*,  Р",  ?"),  (*'",  Р"',  т'")  Углы,  образуемые  тремя  какими-нибудь  взаимно 
перпендикулярными  направлетями  п\  п\  п'"  съ  осями  координатъ,  и 
Р\  Р*-.  Р'"  полныя  напряжен1я  площадокъ,  перпендикулярныхъ  къ  етимъ 
направлешямъ.  По  формул*  (1375): 

р'2  =  о^  со$*  а'  -+-  оа3  со$*  Р'  -+-  з33  С082  ?', 

р"*  =  о*  соз2  а"  н-  о23  ш>  р"  н-  о33  сю3  Т", 

р'"*=  а,8  со*3  а'"ч-  о23  ш*  р'"-Ь  а33  сое3  т"\ 

Складывая  эти  равенства,  находимъ: 

р'2  -ь  р"*  ч-  р'"3  =  ох3  -4-  о33  н-  а33  =  пост.  (1379) 

т.  е.  сумма  квадратовъ  полныхъ  напряженШ  какихъ-нибудь 
трехъ  взаимно  перпендикулярныхъ  площадокъ,  содержащихъ 
данную  точку,  есть  величина  постоянная. 

Подобнымъ  же  образомъ  по  формул*  (1376)  можно  вывести: 

о'  -+-  о"  н-  а'"  =  о1  -ь  о2  -4-  а3  =  ПОСТ.  (1380) 

т.  е.  сумма  нормальныхъ  напряжеюй  всякихъ  трехъ  взаимно 
перпендикулярныхъ  площадокъ  для  данной  точки  величина  по- 
стоянная. 

И8од4дован1е  направлений  напряавешй. 

707.  Поверхность  направлен^.  Поверхность  полныхъ  напряженШ  [(1362) 
или  (1377)]  даетъ  поня-пе  о  распред-Ьленш  только  величины  напряжетя 
по  различнымъ  направлетямъ  вокругъ  данной  точки,  но  не  рйшаетъ  еще 
важнаго  вопроса  о  томъ,  какое  направлеше  нм-Ьетъ  напряжете  данной 
площадки,  и  наоборотъ,  какой  площадки  соотв4тствуетъ  напряжете  дан- 
наго  направления.  Для  нагляднаго  изображения  этой  последней  связи  тоже 
можно  построить  некоторую  поверхность.  Пусть  будетъ  р  векгоръ,  изобра- 
жающШ  полное  напряжете  по  некоторому  направленно;  если  на  этомъ 
вектор*  взять  какую  либо  точку  (х,  уу  *),  то  можно  написать: 


X 
С08~(р,  X) 

У__ 

С08{р,у) 

С08 

2 
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или,  по  формуламъ  (1374): 
х 

о. 


У. 


(1381) 


С08  (/*,  х)  С08  (и,  у)  СО$  (Я,  #) 

Представимъ  себ*  поверхность 

Г  (х,  у,  в)  =  О, 

во  всЬхъ  точкахъ  которой  нормали   имсЬють  направления,   определяемый 
формулами  (1381).  Принимая  во  внимаше,  что 

сое  (м,  х)  _  сов  (щ  у) соз  (п.  г) 

дх  ду  дг 


мы  видимъ,  что  этому  условш  удовлетворяетъ  поверхность: 


X' 


У1 


(1382) 


Эта  поверхность  называется  поверхностью  направлен^  и  р4шаетъ 
поставленный  въ  начал*  этого  параграфа  вопросъ.  Изъ  предыдущего  мы 
видимъ  (фиг.  274),  что  площадка,  напряжете  которой  направлено  по  ка- 
кому-нибудь   центральному 
п  вектору   этой  поверхности, 

т  р  им-Ьетъ  своею  нормалью  нор- 
маль къ  поверхности  (1382) 
въ  точки  пересЬчешя  ея  съ 
этимъ  векторомъ.  По  свой- 
ству поверхностей  второго 
порядка  касательная  плос- 
кость въ  данной  точки  по- 
верхности параллельна  къ 
д1аметральяой  плоскости,  со- 
пряженной съ  гЬмъ  дгамет- 
ромъ,  который  проходить 
черезъ  точку  касашя;  по- 
этому найденный  результата  можно  формулировать  еще  сл-Ьдующимъ  обра- 
зомъ:  Площадка,  соответствующая  данному  направлешю  на- 
пряжен1Я,  лежитъ  въ  сопряженной  съ  этимъ  направленгемъ 
д1аметральной  плоскости  поверхности  направлен1й. 

Обратно:  Чтобы  найти  направлеюе  напряжен1я  данной  пло- 
щадки, нужно  провести  дгаметръ  поверхности  направленгй,  со- 
пряженный съ  дгаметральною  плоскостью,  содержащею  данную 
площадку. 


Фиг.  274. 
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706.  ИзогкдовшНе  мверхности  налравленШ.  По  формуламъ  (1381): 


X3 

со$*  (я,  х) 

V 

~    X2 

«а 

2»  ' 

^'Ч'"1"^ 

ла  (1376) 

даеть: 

X1 

у* 

*■ 



•+-  — 

Н 

-* 

°» 

°з 

уа 

Я» 

°.' 

4 — » 

°3 

(1383) 


причемъ  нужно  помнить,  что  О,  у,  я)  есть  точка,  взятая  на  вектор*  (р) 
Формула  (1383)  показываетъ,  что  знакъ  о=рсоз(р,  п)  определяется 
знакомь  выражен1я,  стоящаго  въ  первой  части  уравнешя  (1382).  ЗдЬсь 
могутъ  представляться  различные  случаи: 

1)  Если  о1э  а3,  о3  все  положительныя,  т.  е.  если  напряжевая  главныхъ, 
а  следовательно,  какъ  показываютъ  формулы  (1376)  и  (1383),  и  всЬхъ 
другихъ  площадокъ  являются  натяжешями,  то  поверхность  направлешй 
представляется  эллипсоидомъ  и  имЬетъ  своимъ  уравнешемъ: 

х2      у2       г2 

Н  — Н =  -+-  1. 

°1  °3  «3 

2)  Если  о19  оа,  о3  все  отрицательный,  и  следовательно  все  напряженш 
суть  давлешя,  то  поверхностью  направлешй  служить  опять  эллипсоидъ; 
онъ  определяется  теперь  уравнешемъ: 

**  .  «/'      г*  _       л 
, —  — 1~  — 1_  —  ___  —  ^  и 

°1        аа        °з 

Въ  этихъ  двухъ  случаяхъ,  какъ  мы  впрочемъ  видели  уже  и  раньше 
другимъ  путемъ  (§  704),  векторъ  (р)  не  можетъ  лежать  въ  соответствующей 
ему  площадке,  т.  е.  нетъ  такихъ  площадокъ,  где  полное  напряжете 
было-бы  только  тангенщальнымъ. 

3)  Если  о1Ч  оа,  о3  различныхъ  знаковъ,  то  въ  уравненш  (1382)  должны 
быть  удержаны  оба  знака,  ибо  поверхность  направлешй  слагается  теперь 
изъ  двухъ  сопряженныхъ  гиперболоидовъ.  Для  большей  наглядности  пред- 
положимъ,  что 

°1  =  а\        °8  =  ъ\        °з  =  — с2; 
тогда,  сообразно  со  знакомь  второй  части  уравнен1я  (1382),  мы  имеемъ 

два  гиперболоида: 

х2       у2       г2  

~а?~*~Ь2~~62~~    ' 

г2       х2       у2  

с2~  &~  б7-    ' 
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съ  общимъ  ассимптотическимъ  конусомъ.  Формула  (1383)  показываете. 

что  для  направлений,    пересЬ- 
я*  кающихъ  первую  изъ  этихъ  по- 

верхностей, о>0,  а  для  напра- 
влешй, пересЬкающихъ  вторую 
поверхность,  о  <  О  (фиг.  275). 
Для  направлешй,  совпадающнгь 
съ  образующими  общаго  ассим- 
птотическаго  конуса 


хл 


У2       г2 
■  *  ■ — —  =  О 
Ь2       с2        и 


им-Ьемъ  о  =  0;  следовательно 
площадки,  касательныя  къ  это- 
му конусу,  и  будуть  гЬ  самш 
(§  704),  полное  напряжете  ко- 
торыхъ  состоитъ  изъ  одного 
Фиг.  276.  только  тангенщальнаго.  Норма- 

ли къ  этимъ  площадкамъ  обра- 
зуютъ  ассимптотическШ  конусъ  (1370)  поверхности  нормальныхъ  напря- 
женно 

Ивсдйдовате  тангенщальныхъ  напряясетй. 

1 Г  709.  Поверхность  тангонщальныхъ  напряжешй.  Формулы  (1375)  и  (1376) 
даютъ: 

т*  =  р2  —  а2  =  а2  соз2  (я,  х)  -л-  о2  соз2  (я,  у)  -+-  а3а  соз2  (я,  г) 

—  [ах  соз2  (я,  х)  -+-  о2  соз2  (я,  у)  н-  о3  соз2  (я,  в)]2.  (1364) 

Умноживъ  первые  три  члена  второй  части  на 

соз2  (я,  х)  -ь  соз2  (я,  у)  -+-  соз2  (я,  г), 

чтобы  все    выражеше  сделать   однороднымъ    относительно    косинусовъ, 
можно  написать. 
х2  =  (оа  —  о3)а  соз2  (я,  у)  соз2  (я,  в)  н-  (о3  —  охУ  соз2  (я,  г)  соз2  (я,  х)  -+- 

"+"  (а1  —  °з)2  С052  (п>  ж)  С05*  (п>  У)-  (1385) 

Если  на  нормали  (я)  отложить  векторъ 

то  его  конецъ  будетъ  имйть  координаты: 


а: 


соз  (я,  #) 

~7^~ 


У  = 


С05  (я,  #) 
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вводя  ихъ  въ  уравнете  (1385),  получимъ  для  нихъ  следующую  зависи- 
мость: 

О*  —  °з)2  У**  -ь  (°3  —  ^У  г***  Н-  (»1  —  °2)'  *У  =  1-        (1387) 

Это  уравнете  и  опредЬляетъ  поверхность  тангенщальныхъ  на- 
пр яжен1й  Каждый  центральный  векторъ  этой  поверхности  определяете 
тангенщальное  напряжете  перпендикулярной  къ  нему  площадки,  которое 
притомъ  обратно  пропорщонально  квадрату  этого  вектора. 

710.  Изсл-Ьдовате  распределен  тангенщальныхъ  напряженШ.  Не  раз- 
сматривая  подробно  вида  этой  поверхности  четвертаго  порядка,  заагЬтимъ 
только,  что  она  им'Ьетъ  центръ,  симметрична  относительно  каждой  изъ 
координатныхъ  плоскостей  и  пересекается  съ  последними  по  парамъ  со- 
пряженныхъ  гиперболъ,  имеющихъ  своими  ассимптомами  координатный  оси. 

Главный  практически  интересъ  представляетъ  определете  такихъ 
площадокъ,  въ  которыхъ  тангенщальное  напряжете  наибольшее.  Очевидно, 
что  это  сводится  къ  опред'Ьлетю  минимумовъ  функцш 

Г  (х,  у,  г)  =  р2  =  х*  ч-  у2  ч-  г>  (1388) 

при  существованш  зависимости  (1387)  между  переменными  х,  у,  *.  По 
правиламъ  определетя  относительныхъ  максимумовъ  и  минимумовъ  функцш 
со  многими  переменными,  мы  должны  приравнять  нулю  частныя  произ- 
водный функцш  (1388),  сложенный  съ  частными  производными  первой 
части  уравнетя  (1387),  после  умножетя  последнихъ  на  некоторый  пока 
неопределенный  множитель  X.  Это  даетъ,  по  сокращенш  на  2: 

*  [1  -ь  X  (а3  —  °У  *'  -ь  Ч^  —  °*У  У*]  =  О, 
у  [1  Ч-  X  (рг  -  о2У  х*  -Ь  X  (а2  —  о3)2  *3]  =  О, 

*  [1  -Ь  X  (а,  —  а3)3  у'  Ч-  X  (а3  —  о,У  х>]  =  О, 

Мы  остановимся  только  на  общемъ  случае,  когда  главный  напряжетя 
ап  а31  аз  ВС'Ь  различны,  и  примемъ: 

о,  >  а,  >  о3.  (1389) 

Предположете,  что  ни  одна  изъ  координатъ  (х,  у,  г)  не  равна  нулю, 
невозможно.  А  именно,  сделавъ  такое  предположете,  мы  имели-бы: 

1  ч-  X  [(о,  -  а,)2  **  -*-  (а,  -  а22)  у2]  =  О, 
1  Ч-  X  [(а%  —  о2)2  х2  ч-  (а3  —  о3)2  *2]  =  0,  (1390) 

1  ч-  X  [(а,  -  о3)2  у»  ч-  (а3  -  а,)2  *»]  =  0. 
Исключивъ  отсюда  X  и  а?а,  мы  получили -бы 

(«1  —  аа)  У*  "+-  (а1  —  °з)  ^  =  0. 

что  невозможно  при  сделанныхъ  предположетяхъ  (1389).  Исключая  изъ 
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(1390)  X  и  у2  или  X  и  г8,  мы  подобнымъ-же  образомъ  получили-бы 

(°а  —  аз)  г*  -+"  (°а  —  а1)  х*  =  °> 

Оз  —  «О  *'  Н-  (°з  —  °з)  2/3  =  О, 

и  уб!дились-бы  что  сделанное  выше  предположенное  относительно  коор- 
динатъ  х,  у,  г  не  совместно  ни  съ  какими  другими  неравенствами  для  на- 
пряженШ  ап  оа,  о3.  Предположим-!»,  что  х  =  0;  тогда  второе  и  третье  изъ 
уравненШ  (1390)  даютъ: 

у*  =  г\,  (1391) 

т.  е.  нормали  къ  площадкамъ  съ  наибольшимъ  тангенщальнымъ  напря- 
жешемъ  находятся  въ  числи  гЬгь,  который  д'Ьлятъ  пополамъ  углы  между 
координатными  осями,  т.  е.  между  направлениями  главныхъ  напряженШ. 
Чтобы  нагляднее  себ*  это  представить,  пересЬчемъ  поверхность  (1387) 
плоскостью,  для  которой  х  =  0.  Въ  сЬченш  получаемъ  лишю 

(?>  —  з,)«^  =  1, 
которая  состоитъ  изъ  двухъ  сопряженныхъ  равностороннихъ  гипербодъ 

1  1 


уг  = 


уг  =  — 


у  которыхъ  ассимптомы,  направлены  по  главнымъ  напряжешямъ  (а3)  и 
(о3)  (фиг.  276).  Согласно  сделанному  построешю  поверхности  (1387),  наи- 
большее тангенщальное  напряжете  т4  соотвйтствуетъ  наименьшему  век- 
тору р19  проведенному  изъ  начала 
координатъ  къ  вершинЬ  той  или 
другой  гиперболы,  что  и  согла- 
суется съ  услов1емъ  (1391).  Ко- 
ординаты вершины  Мх  гиперболы 

слЪдуюпия: 

1 

2/1    =  *1  = 


у  — 


У*2—  °Э 


поэтому 


У? 


2 


а  по  формул*  (1386) 


Фиг.  276. 


Въ  предположена  неравенствъ  (1389)  абсолютно  наибольшее  танген- 
циальное напряжете  следующее: 

г=^=*.  (1392) 
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Соответствующая  этому  напряжент  площадка  имйетъ  своею  нормалью 
биссектриссу  угла  между  направлениями  наибольшаго  и  наименьшаго  глав- 
ныхъ  напряженШ. 

Обзоръ  и  распредфдете  напряженШ  въ  нйвоторыхъ 
чаотныхъ  случаяхъ. 

711.  Разсмотр'Ьнныя  выше  четыре  поверхности  даютъ  наглядное  пред- 
ставлете  о  вс-Ьхъ  обстоятельствахъ,  которыми  характеризуется  распред*- 
лете  напряженШ  вокругъ  данной  точки.  Представимъ  себ4,  что  для  дан- 
ной точки  М  построены  всуЬ  четыре  поверхности.  Эта  точка  является  ихъ 
общимъ  центромъ.  Первыя  три  поверхности:  полныхъ  напряженШ,  нор- 
мальныхъ  напряженШ  и  направленШ  напряженШ — соосны.  Оси  ихъ  опре- 
дЬляютъ  направлешя  главныхъ  напряженШ,  а  перпендикулярныя  къ  нимъ 
площадки  суть  главный  площадки.  У  четвертой  поверхности  эти  оси 
являются  асимптомами  гЬхъ  сопряженныхъ  гиперболъ,  по  которымъ  эта 
поверхность  пересекается  съ  плоскостями  главныхъ  площадокъ. 

Желая  определить  слагаемый  напряжешя  какой-нибудь  произвольно 
заданной  площадки,  мы  обращаемся  прежде  всего  къ  поверхности  напра- 
вленШ и  отыскиваемъ  на  ней  ту  точку  Л,  въ  которой  касательная  плос- 
кость къ  этой  поверхности  параллельна  данной  площадке  (фиг.  274). 
Векторъ  МА  определяете  направлеше  напряжен1я  этой  площадки.  Точка 
Б  пересЬчешя  этого  вектора  съ  эллипсоидомъ  полныхъ  напряженШ  даетъ 
отрЬзокъ  МБ,  изображаюпцй  это  напряжете  р.  Этимъ,  собственно  говоря, 
все  и  определено  для  данной  площадки,  потому-что  проекщя  МБ  на 
нормаль  къ  площадке  даетъ  ея  нормальное  напряжете  а.  Если  построете 
сдЬлано  правильно,  то  отрЪзокъ  МС  нормали  къ  площадки,  отсекаемый 
поверхностью  нормальныхъ  напряженШ,  долженъ  быть: 

При  этомъ,  если  поверхность  нормальныхъ  напряженШ  слагается  изъ 
двухъ  сопряженныхъ  гиперболоидовъ,  то  о  должно  считаться  съ  гЬмъ  или 
съ  другимъ  знакомъ  въ  зависимости  отъ  того,  на  которомъ  изъ  этихъ 
гиперболоидовъ  точка  находится  (§  704).  Наконецъ,  зная  полное  и  нор- 
мальное напряжешя  данной  площадки,  мы  будемъ  знать  и  ея  тангенщаль- 
ное  напряжете  т,  какъ  геометрическую  разность  первыхъ  двухъ.  И  если 
построете  сделано  правильно,  то  отрЬзокъ  Ж2)  нормали  къ  площадке, 
отсекаемый  поверхностью  тангеншальныхъ  напряженШ,  долженъ  быть: 

МВ  =    * 

3.  694.  При  какихъ  условгяхъ  одно  изъ  главныхъ  напряженШ  въ  данной 
точкв  можетъ  оказаться  равныыъ  нулю?  Отв.:  Уравнеше  (1373)  даетъ  для  этого: 
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Такимъ  образомъ  указанное  требование  можетъ  выполняться  безчисленнымъ 
множествомъ  способовъ,  причемъ  пять  изъ  входящихъ  въ  зависимость  (1393) 
элементовъ  могутъ  быть  заданы  произвольно. 

При  данномъ  напряженномъ  состоянш  твла,  гдъ  элементы,  входяпце  въ 
уравнете  (1393),  являются  функщями  координатъ,  геометрическое  мъсто  вс^гь 
точекъ,  для  которыхъ  одно  изъ  главныхъ  Напряжетй  равно  нулю,  представ- 
ляетъ  собою  некоторую  поверхность. 

3.  695.  Наследовать  напряжетя  въ  случав,  когда  а,  =  0.  Ръш.:  Формулы 
(1374)  даютъ  теперь: 

р  С08  {р%  х)  =  О,  С08  (я,  ж), 

Р  «»  (Р>  У)  =  °2  со*  (»>  У\ 
р  сов  (р,  г)  =1  0. 

Последняя  изъ  этнхъ  формулъ  показываетъ,  что  напряжетя,  испытываеиыя 
всякими  площадками,  содержащими  данную  точку,  лежать  въ  плоскости  (а^а,! 
двухъ  неравныхъ  нулю  главныхъ  напряжетй.  Бее  изелвдовате  можно  теперь 
производить  въ  этой  плоскостн  и  всъ  поверхности  напряжетй  замънить  ли- 
нями напряжен1й. 

3.  696.  Разобрать  случай,  когда 

ох  =  0,    о,  =  0,    о,  =  0,    ^  =  0,    т,  =  0. 

Ръш.:  Уравнете  (1373)  имЬетъ  теперь  видъ: 

о  (о2  —  т,2)  =  0 
и  имъетъ  корни: 

°1  =  т„    о2  =  —  т„    а,  =  0. 

Одно  изъ  главныхъ  напряженШ  есть  натяжете,  другое — равное  ему  давлен1е. 
Эллипсъ  полныхъ  напряжетй  (з.  695)  обращается  въ  кругъ: 

х*  -*-  у2  =  тД 
Дитя  нормальныхъ  напряжетй 

представляется   парою   сопряжен ныхъ   равностороннихъ   гиперболъ;  елвдова- 

тельно   существуютъ  двъ  взаимно-перпендикулярныя   площадки,  у  которыхъ 

нормальное   напряжете   равно  нулю.  Такой  же  видь  имветъ  и  дитя   напра- 

влетй: 

х2  -  у2  =  +  х,. 

Литя  тангенпДальныхъ  напряжетй: 

^=~ 

3.  697.  При  какихъ  услов1яхъ  два  изъ  главныхъ  напряжетй  равны  нулю? 
Отв.:  Въ  уравнети  (1373),  кромъ  услов1я  (1393),  имвемъ  еще  слъдующее: 

а,о,  -н  ошох  -+-  аха9  —  т,8  —  V  —  т,2  =  0. 

У  даннаго  тъла,  находящагося  въ  напряженномъ  состоянш,  геометрическое 
мвето  точекъ,  вокругъ  которыхъ  два  главныхъ  напряжетя  равны  нулю,  есть 

ЛИН1Я. 

3.  698.  Изслвдовать  напряжетя  въ  случав,  когда 


о2  =  0,     о3  =  0. 
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Р-Ьш.:  Формулы  (1374)  даютъ: 

р  соз  ф,  х)  =  ог  сов  (я,  ж),    р  соз  (р,  у)  =  0,    р  соз  (р,  е)  =  0.  (1394) 

Отсюда  видно,  что  теперь   на  всякую  площадку,  содержащую  данную  точку, 

двйствуетъ  напряжете,  параллельное  главному  напряжение»  ох.  Формула  (1376) 

даеть: 

а  =  ох  соз3  (я,  #); 

следовательно  во  вейхъ  площадкахъ,  къ  которымъ  нормали  перпендикулярны 
къ  главному  напряжетю  оп  полное  напряжете  состоитъ  только  изъ  танген- 
щальнаго;  что  впрочемъ  видно  также  изъ  формулъ  (1394).  По  формуле  (1385): 

х2  =  оха  С082  (и,  а:)  ет'п'  (я,  х\ 
откуда 

1  =  -^  8%п  2  (я,  аг). 

Наибольшее  тангенщальное  напряжете  получается  при 

/  (",  я)  =  ~ ; 

притомъ  оно  одинаково  для  всъхъ  площадок*!,,  нормали  къ  которымъ  образуютъ 
этотъ  уголъ  съ  главнымъ  напряжетемъ  ог 
3.  699.  Разобрать  случай,  когда 

а,  =  0,    о,  =  0,    хя  =  0,    тг  =  0,    т,  =  0. 
Отв.:  Уравнеше  (1373)  имъетъ  тогда  видь: 

о3  (о  -  а,)  =  0 

и  даеть  корни: 

°1  =  °«    °2  =  0,     о8  =  0, 

поедь  чего  приложимы  разсужден1я  задачи  698. 
3.  700.  Разобрать  случай,  когда 

ах  =  0,    о,  =  0,    о,  =  0,    х,  =  0.  (1395) 

Ръш.:  Уравнете  (1373)  даеть: 

о|о»-(т.»ч-у)]  =  0. 
Его  корни:  

Для  опредЬлетя  направленШ  этихъ  главныхъ  напряженШ  обратимся  къ  урав- 
нетямъ  (1372),  принявъ  тамъ  во  внимате  условгя  (1395).  Для  перваго  изъ 
этихъ  направлешй  имъемъ: 

—  О!  соз  (я„  х)  -+-  ху  соз  (яь  г)  =  0 

—  о4  соз  (л1?  у)  -+-  тж  сое  («!,  я)  =  0 

ту  соз  (я^  я;)  -+-  тх  сов  (п„  у)  —  о,  соз  (п^  г)  =  0. 

Отсюда  111 

саз(пих)  =  —^     соз(п,у)  =  -^_^    сю  (и»  *)  г- — . 

Подобнымъ  же  образомъ  найдемъ: 
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Выраженш  для  сов  («,,  г)  и  соя  (л„  *)  показываютъ,  что  главный  напряжения  обра- 
зу ютъ  съ  осью  (г)  уголъ  ~  .  Въ  площадки,  для  которой  а3— О?  эллипсъ  пол- 
ныхъ  напряжетй  есть  кругъ: 

Дишя  направленШ  слагается  изъ  двухъ  сопряжении хъ  равностороиеихъ  гн- 
перболъ;  одна  изъ  ихъ  ассимптотъ  параллельна  оси  (?),  другая  къ  ней  пер- 
пендикулярна. Эти  ассимптоты  опред'Ьляютъ  собою  нормали,  въ  которыхъ  пол- 
ное напряжете  только  тангенциальное.  Оно  наибольшее  изъ  всЬхъ  тангенпДаль- 
ныхъ  вокругъ  данной  точки  и  определяется  формулою: 


о, 


х  =  ^г  =  ^+^ 


ГЛАВА    XXVI. 

Зависимости  между  силами  и  деФормащею. 

Истор1я  и  постановка  вопроса. 

712.  Законъ  Гуна.  Гукъ  (Нооке)  въ  1676  году  впервые  определенно 
высказалъ  законъ.  устанавливающей  связь  между  напряжешями  и  дефор- 
мащей:  «Ш  1еп$13  81С  У18>,  т.  е.  с  каково  растяжеше,  такова  и  сила». 
Этимъ  былъ  установленъ  законъ  пропорщональности  между  силами  и  со- 
ответствующими имъ  деформащями,  законъ,  который  впосл*Ьдствш,  въ  обоб- 
щенной форм'Ь  былъ  установленъ  въ  сл'Ьдующемъ  видЬ:  Элементы  на- 
пряжен^, аж,  а$,  ож,  тж1  ту,  тж,  можно  считать  линейными  функщя- 
ми  элементовъ  деформащи  ех,  е9,  ег,  кх,  ку,  кг.  Но  прошло  еще  много 
времени,  прежде  чЪмъ  законъ  Гука  прюбр'Ьлъ  надлежащее  значеше  для 
всЬхъ  случаевъ  деформащи.  Такъ,  лип1Ь  полтора  столМя  поел*  Гука 
Юнгъ  («Гоип&)  ввелъ  тотъ  вытекаюпцй  изъ  закона  Гука  коэффищенгь 
упругости,  который  и  теперь  называется  модулемъ  Юнга. 

Гукъ  пришелъ  къ  своему  закону  оцытнымъ  путемъ.  Посл'Ь  него  ц^лый 
рядъ  изслЬдователей  (<Гоип&,  \Уег1;Ье1га,  ШгсЬЬоК,  КирГег,  Тгезса  и  др.) 
поверяли  этотъ  законъ  различными  способами  и  для  различныхъ  случаевъ 
деформащи.  Первыя  попытки  къ  теоретическому  обосновашю  закона  Гука 
стали  дЬлать  только  въ  XIX  столйтш.  Навьё  (КаУ1вг),  въ  1821  году, 
теоретически  вывелъ  уравнешя,  связываюпця  силы  и  деформащи,  исходя 
изъ  гипотезы  о  молекулярныхъ  силахъ,  какъ  силахъ  взаимодЬйсшя  между 
центрами  частицъ,  причемъ  эти  взаимодЬйств1я  предполагались  завися- 
щими только  отъ  разстоянШ  между  частицами  и  направленными  по  пря- 
мымъ,  соединяющимъ  между  собою  центры  частицъ. 

713.  Метода  Грина.  СовсЬмъ  инымъ  путемъ  пришелъ  къ  уравнешямъ 
теорш   упругости   Гринъ  (бгееп),  тоже  въ  первой  половинЬ  XIX  сто- 
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л*т1я.  Онъ  исходилъ  изъ  более  широкигь  и  общихъ  представлетй  о  за- 
конахъ  природы  и  принялъ  за  основате  гЬ  понятая,  которыя  теперь  вы- 
ражаются словами  потенщалъ  и  потенщальная  энерпя  упругаго  гЬла. 
Въ  настоящее  время,  когда  столь  разработано  поняпе  объ  энергш  и  о 
законе  сохранения  эперпи,  объединяющемъ  все  физичесыя  явлешя,  схЬ- 
дуетъ  метод*  Грина  отдать  предпочтете. 

Для  выяснетя  ея  сущности  представимъ  себе  упругое  гЬло  въ  его 
естественномъ  состояюи.  Подъ  этимъ  мы  будемъ  подразумевать  такое 
состояние  равнов*с1я  тела,  когда  или  на  него  никатя  вн^шшя  силы  не 
действуютъ  или  действуютъ  некоторый  постоянный,  неизменный  силы, 
П03В0ЛЯЮЩ1Я  упругому  тЬлу  неопределенное  время  оставаться  въ  поло- 
жены равнов'Ьс1я,  причемъ  изучаемая  деформащя  гЬла  обусловливается 
уже  новыми  прикладываемыми  къ  нему  силами.  Въ  такомъ  естественномъ 
состоянш  гЬло  заключаетъ  въ  себе  два  вида  энергш:  потенциальную  и  ки- 
нетическую. Потенщальная  энерйя  измЬряетъ  ту  работу,  которая  можетъ 
быть  произведена  внутренними  силами,  напряжешями  между  частицами, 
когда  это  допустятъ  внешшя  обстоятельства.  Сюда  относится,  наприм'Ьръ. 
та  работа,  которую  можетъ  произвести  натянутый  упругШ  шнурокъ,  если 
освободить  одинъ  изъ  его  концовъ.  Кинетическая  энерпя  имеется  нетолько 
въ  двигающемся  теле,  но  и  въ  тЬЛ,  находящемся  въ  состоянш  покоя, 
всдЪдствге  молекулярныхъ  колебанШ,  и  обнаруживается  въ  видЬ  запаса 
тепла.  Въ  дальн4йшемъ  мы  будемъ  считать  температуру  тЬла  постоянною, 
пренебрегая  и  теми  измЬнешями  ея,  которыя  являются  при  измЬненш 
объема  тела,  и  такимъ  образомъ  исключимъ  изъ  разсмотргЬшя  изм-Ьнеше 
кинетической  энергш. 

Весьма  важно  для  дальнёйшаго  установить  при  иди  пъ,  что  естествен- 
ное состоян1е  упругаго  тела  есть состояюе  устойчиваго  равно- 
вгЬсля.  Мы  должны  принять  это  положеше,  потому-что,  если  бы  равно- 
вЬсхе  было  неустойчивымъ,  то  малейшее  нарушеше  внешнихъ  условШ  вы- 
вело бы  тЬло  значительнымъ  образомъ  изъ  его  положетя;  но  такое  явле- 
ше  противоречило  бы  понятш  о  с  естественномъ»  состоянш  тЬла.  Кроме 
того  мы  можемъ  принять,  что  внутреншя  силы,  какъ  силы  взаимодЬйств1Я 
между  частицами,  обладаютъ  потенщальною  функщею.  Въ  кинетике  же 
системы  матерхальныхъ  точекъ  показывается  (§  523),  что  въ  случай  су- 
ществовашя  потенщальной  функщи  признакомъ  устойчивости  равно- 
в4с1Я  служитъ  то  обстоятельство,  что  потенщальная  функщя  им-Ьетъ 
значете  максимумъ  или,  всеравно  (§  521),  потенщальная  энерпя 
Б&гЬетъ  значеше  минимумъ.  Отсюда  заключаемъ,  что  при  всякой  дефор- 
мащи  упругаго  тела,  выходящаго  изъ  его  естественнаго  состояшя,  его 
потенщальная  энерпя  увеличивается.  На  это  увеличеше  идетъ  работа 
вн'Ьшнихъ  силъ,  производящихъ  деформащю;  такъ  что,  при  предполагав- 
момъ  нами  постоянстве  кинетической  энергш,  приращеше  потенщальной 
энергш  равно  работе  внЬшнихъ  силъ. 
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Если  вн-Ьшшя  силы,  вызвавшая  деформащю,  перестаютъ  действовать, 
то  идеально  упругое  тЬло  въ  точности  переходить  въ  свое  прежнее 
состоите,  а  поэтому  потенщальная  энерпя  принимаетъ  свое  прежнее  зна- 
чеше;  полученное  же  ею  раньше  приращеше  переходить  во  внешнюю  работу. 

Эти  разсуждевш  приложимы  нетолько  къ  ткну,  находившемуся  раньше 
действительно  въ  своемъ  естественномъ  состоянш,  но  и  къ  такому,  ко- 
торое было  уже  раньше  деформировано  какими-либо  другими  силами  и 
нолучаетъ  новую  деформащю. 

Равенство  приращешя  потенщальной  эяергш,  ириращен1я,  которому 
соответствуете  определенная  деформация,  и  работы  внешнихь  силъ,  про- 
изводящихъ  эту  деформащю,  и  даетъ  намъ  ту  основную  зависимость,  ко- 
торая потомъ,  какъ  мы  увидимъ,  распадается  на  систему  дифференщаль- 
ныхъ  уравнешй  теорш  упругости. 

714.  ДалыгЫЫй  планъ  изслЬдован!я.  Работою  внЬшнихъ  силъ  пре- 
одолеваются внутреншя  сопротивлешя,  и  притомъ  такъ,  что  численно 
работы  внешнихь  и  внутреннихъ  силъ  равны.  Съ  другой  стороны, 
работа  внутреннихъ  силъ  определяется  величинами  напряжешй  и  отно- 
сительными перемещешями  частицъ,  т.  е.  деформащею  гЬла.  Имея  уже 
зависимости  между  внешними  и  внутренними  силами  (§  693),  мы  и  мо- 
жемъ  такимъ  образомъ  связать  работу  внешнихь  силъ  съ  деформащей 
и  отсюда  придти  къ  дифференщальнымъ  уравнешямъ  теорш  упругости. 
Для  этой  цели  намъ  нужно  теперь  заняться  составлешемъ  выражешй  ра- 
бота шести  напряжешй  ох,  су,  ое,  хх,  х  х4  относительно  шести  элементовъ 
деформащи,  трехъ  удлинивши  ех,  еу,  е%  и  трехъ  сдвиговъ  2кх,  2&у,  2кй  для 
каждаго  элемента  тела.  Потомъ  эти  работы  можно  суммировать  и  распро- 
странить результатъ  на  все  тело  путемъ  интегрировашя. 

Работа  внутреннихъ  сидъ  при  деформащи. 

715.  Работа  при  удлиннен1яхъ.  Въ  упругомъ  гЬле,  находящемся  подъ 
вл1ятемъ  внешнихь  силъ  уже  въ  напряженномъ  состоянш,  выделимъ  без- 
конечно-малый  параллелепипедъ  съ  ребрами  Д#,  Ду,  Д#  и  определимъ  ра- 
боты напряжешй,  дЬйствующихъ  на  грани  этого  параллелепипеда,  когда 
последнШ  подвергается  какой-либо  новой  безконечно-малой  деформащи, 
определяемой  элементами  Д<?х,  кег  Д^,  2ДАа.,  2ДАу,  2Д&,.  Вращательныя  и 
поступательный  перемещешя  параллелепипеда  разсматривать  не  нужно, 
потому-что  сумма  работъ  всехъ  силъ  относительно  этихъ  перемещешй 
равна  нулю,  такъ  какъ  параллелепипедъ  находится  въ  равновесш.  Въ  виду 
этого  можно  центръ  параллелепипеда  считать  неподвижнымъ  и  представ- 
лять себЬ,  что  при  удлиннешяхъ  параллелепипеда  параллельный  грани 
его,  перпендикулярный  къ  какой-либо  координатной  оси,  перемещаются 
вдоль  этой  оси  въ  противуположныя  стороны.  Приложимъ  эти  разсуждешя 
къ  гранямъ,  перпендикулярнымъ  къ  оси  (х),  предполагая,   что   происхо- 
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дигъ  удлиняете  &ех  по  этой  оси.  Обращаясь  къ  фигур*  272  (§  693),  мы 
видимъ,  что  сл'Ьдуюпця  силы  ив  перпендикулярны  къ  перем1щен1ямъ 
этой  грани: 

ах  и  оя'  на  граняхъ,  перпендикулярныхъ  къ  оси  (х), 

<У). 

Работы  только  этихъ  сидъ  и  приходится  теперь  принять  въ  расчетъ.  Ве- 
личина напряжешя  ох,  дЬйствующаго  на  грань  съ  площадью  Ду  Д#,  въ  на- 
чал*  дЬйств1я  равна  о^ДуДя,  въ  конц*  же  д-Ьйств1я  она  изменяется  всл-Ьд- 
ств1е  полученнаго  параллелепипедомъ  удлиннешя  и  можетъ  быть  выра- 
жена такъ: 

А^Д#. 


Т„=Т*    И    Т»х'="»' 

> 

» 

> 

» 

» 

*»=*,  и  *„'=*; 

■  > 

> 

» 

» 

> 

Мн 


Такъ  какъ  перемЬщеше   грани,  на  которую  дЬйствуетъ  сила  (#),  равно 
—  Дд; .  Д^,  то  вся  работа  этой  силы  заключается  мевду 


—  ЬхЬуЬз.охЬех    и     —  Дя  Д#  Д*  ( ох  -ь  ^  Де)  Ьех 


2 


Работа  силы  о^',  действующей  на  противуположную  грань,  можетъ  отли- 
чаться отъ  предыдущей  работы  лишь  на  бёзконечно-малую  величину  въ 
сравненш  съ  этою  работою,  такъ  какъ  и  сила  ох'  отличается  на  безко- 
нечно-малую  величину  отъ  силы  эх.  Поэтому,  пренебрегая  безконечно- 
малыми  высшаго  порядка,  можно  принять,  что  вся  работа  напряжешй, 
нормальныхъ  къ  гранямъ  (ДуДя)»  равна: 

<зх  Ьех  Д#  Ьу  Ьг  =  <зх  Дех  Д  Г,  (1396) 

гд*  ДГ  объемъ  параллелепипеда.  Работы  тангенщальныхъ  напряжений 
~5*  х*'  и  V  V'  Действу ющихъ  на  граняхъ  (ДяДдг)  и  (ДлгДу),  можно  при 
этомъ  считать  равными  нулю:  наприм'Ьръ  силы  т.Д^Ддги  т.'ДяДд;  тгЬютъ 
на  противуположныхъ  граняхъ  противуположныя  направлешя,  а  точки 
ихъ  приложены  при  удлинненш  Двх,  если  не  считать  силы  приложенными 
въ  центрахъ  граней,  перемещаются  въ  одну  и  туже  сторону;  притомъ  на- 
пряжетя  тх  и  та'  отличаются  другъ  отъ  друга  на  безконечно-малую  ве- 
личину, такъ-что  сумма  рабогь  силъ  т.  Ьдкх  и  т4' Д^Дя  можетъ  быть  только 
безконечно  мала  въ  сравненш  съ  работою  (1396).  Впрочемъ,  если  эти 
силы  считать  приложенными  въ  центрахъ  граней,  то  эти  точки  приложе- 
ния при  удлинненш  кех  остаются  на  м-ЬсгЬ. 

Подобный  же  заключешя  можно  сдЬлать  и  относительно  силъ  тхж=ту  и 
-  л_'=ту/:  сумму  ихъ  работъ  при  удлинненш  Де,  можно  считать  равною  нулю. 

По  аналопи  съ  найденными  результатами  можно  сказать,  что  работы 
наиряжетй  при  удлиннешяхъ  Ье9  и  Ье%  определяются  формулами: 

а,Д*уДГ,     з8Д^ДГ.  (1397) 

П.  Сохол».— Оеаокипя  теорст.  же хая я кн.  "*< 
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71  в.  Работы  при  сдвигахъ.  Разсмотримъ  у  того  же  параллелепипеда 
сдвигъ  съ  коэффищентомъ  2кх,  который  мы  предполагаевгь  (§  618)  про- 
исходящимъ  параллельно  оси  (г/),  причемъ  грани,  перпендикулярный  къ 
оси  (я),  перемещаются  вдоль  себя.  Предполагая  опять,  что  центръ  па- 
раллелепипеда остается  неподвижнымъ,  мы  видимъ,  что  указанный  грани 
получаютъ  перемйщетя: 


Дя 
2Д&,.  — ,     2ДА: 


А-тУ 


одинаковыя,  но  въ  противуположныя  стороны.  На  этихъ  граняхъ  д*й- 
ствуютъ  силы:  а5  и  а,',  тж<р=т?  и  т„'=  ту',  ха9=хя  и  хЯ9=хт1  (см.  опять 
фиг.  272);  но  только  работа  последней  пары  изъ  нихъ  не  равна  нулю. 
Работа  силы  тж,  приложенной  къ  грани  (ДяДу),  заключается  въ  предЬ- 
лахъ  между 

тх  ^x  Ну  .  2Мст  у       и       ( ~х  -+-  ^>-  Ыс\  Дя  Ьу  .  2Д*, .  у  .       (1398) 

Можно  принять,  что  работа  силы  хг*  на  противуположной  грани  им&етъ 
то-же  численное  значеше,  такъ  какъ  она  можетъ  отличаться  отъ  работы 
(1398)  лишь  на  безконечно-малую  величину  высшаго  порядка;  об*  работы 
притомъ  одинаковаго  знака,  цотому-что  на  противуположныхъ  граняхъ  н 
силы  и  перем,Ьщен1я  им'Ьютъ  противуположныя  направлешя.  Складывая 
работы  силъ  чт  и  тх'  и  пренебрегая  членами  высшихъ  порядковъ,  на- 
ходимъ: 

2тх  Д^  Ьх  Ду  Д*  =  2тх  ДА:,  .  Д  Г  .  (1399) 

Такимъ-же  образомъ  находимъ  работы  при  сдвигахъ  2ДА*у  и  2 ДА.: 

2ту  ДАу  .  ДГ,  2т5  ДА:,  .  Д V.  (1400) 

717.  Полная  работа  вскхъ  внутреннихъ  силъ  для  всего  упругаго  тЬла 
при  безконечно-аалоиъ  отклонены  его  отъ  положежя  равнов*с!я.  Такъ  какъ 
работа  силъ  относительно  какого-либо  сложнаго  безконечно-малаго  пере- 
мйщешя  равна  сумм*  работъ  относительно  слагаемыхъ'  перемйщетй,  то 
работа  всЬхъ  напряжешй  при  какой-нибудь  сложной  деформащи  элемента 
ДГ  равна  по  формуламъ  (1396),  (1397),  (1399)  и  (1400): 

(?.Ь*Г  ч-  о9Ье9  -ь  з5  Ьей  -ь  2т,  ДА,  -ь  2туД^  н-  2та  А*,)  А  Г.  (1401) 

ВсгЬ  входяпце  въ  скобкахъ  элементы  суть  функщи  координатъ,  опре- 
дЬляющихъ  положете  элемента  Д  Г;  чтобы  получить  полную  работу  вну- 
треннихъ силъ  для  всего  упругаго  тЬла,  нужно  суммировать  выражешя 
(1401),  т.  е.  вычислить  интегралъ: 

ДХ  =У*0*  А^-Ь  о,  Ьеу  -ь  оъ  Де,  -+-  2тх  Мсх  -ь  2?у  Мсу  н-  2х5  ДА5)  ЙГ,  (1402 ) 
распространенный  на  весь  объемъ  гЬла. 
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Потешцадьная  энергхя  упругаго  тФда. 

718  Мы  уже  видели  (§  714),  что  работа  внутреннихъ  сопротивленШ 
численно  равна  работ*  внЬшнихъ  силъ;  въ§§716и717мы  вычисляли 
работу  не  сопротивлеюй,  а  равныхъ  имъ  и  прямо  противуположныхъ 
напряжеюй,  которая  поэтому  и  по  знаку  равна  работ*  вн'Ьш- 
нихъ силъ.  Съ  другой  стороны,  работа  вн'Ьшнихъ  силъ  равна  прира- 
щенш  потенщальной  энерпи  упругаго  тЬла,  приращетю  всегда  положи- 
тельному, когда  гЬло  выходить  изъ  состояшя  устойчиваго  равнов*Ьс1я 
(§  713);  поэтому  формула  (1402)  и  опред'Ьляетъ  это  приращеше  потен- 
щальной энерпи.  Чтобы  сд'Ьлать  окончательное  сравнете,  введемъ  понятге 
о  потенщальной  энерпи,  расчитанной  на  единицу  объема,  рас- 
сматривая для  этого  потенщальную  энергш  безконечно-малаго  элемента 
тЬла  и  определяя  пред-Ьлъ  отношешя  ея  къ  объему  этого  элемента.  Пусть 
эта  энерия  будетъ  Е,  а  ДЕ  ея  приращеше,  вызванное  безконечно-малою 
деформащею  тЬла;  тогда  нриращеше  ея  для  всего  упругаго  тЬла  выра- 
зится интеграломъ  /» 

/  ДЕ  аг.  (1403) 

Сравнете  выраженШ  (1402)  и  (1403)  даегь: 

.(ахДе,ч-  ау&е  -+-  о5Дег-ь  2тхДА?,-ь  2т  А*  -ь  2т,  А*,)]  ЙГ=0. 


/[ДЕ- 


Эта  зависимость  вйрна  не  только  для  всего  упругаго  т^ла,  но  и  для 
всякой  произвольно  выд-Ьленной  его  части.  Отсюда  можно  заключить,  что 
сама  иодинтегральная  функщя  равна  нулю  т,  е.: 

ДЕ  -—  ах  Д^  -+-  оу  &еу  -ь  ае  ^ей  -+-  2т,  ДА^  -ь-  2ту  Ьку  -4-  2т5  ААг.    (1404) 

Для  удобства  будемъ  дальше  писать: 

2*,  =  0„  Щ=9Г  *К=9«  (1405) 

такъ-что 

Д  Е  =  ох  1ех  -ь  оу  Д^  -+-  а,  Д<?5  -+-  тх  ^дт  -ь  ту  Д#у  •+-  т5  Д#5.    (1406) 

Съ  другой  стороны,  Е  можно  разематривать  какъ  функщю  кинемати- 
ческихъ  элементовъ  ех,  еу,  г.,  дх,  ду,  д.\  потому-что  потенщальная  функщя 
даннаго  тЬла  обусловливается  именно  его  деформащей;  итакъ,  можно  на- 
писать, отбросивъ  при  этомъ  безконечно-малыя  высшихъ  порядковъ: 

.„       дЕА         дЕА         дЕА         дЕА        дЕК         дЕК       -,ЛАМ. 

ДЕ  =  —  Де_-ь  — - Ьеу -ь  — -  А*.  -+-  -  —  Дя.-+- -г—  Ая-4- т~  &9-     (1407) 

дех     '      деу     »       деъ     •      ддх   ■'*     6ду    у*      ддг    у>     К        } 

Сравнете  формулъ  (1406)  и  (1407)  даегь: 

дЕ  ЛЕ  оЪ 

о.  =  - ---  ,         з    = 


0ех  '       *?,  г        0ей 

дЕ  _дЕ  _дЕ 


(1408) 


47* 
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Теперь  мы  и  воспользуемся  закономъ  Гука  (§  712).  На  основанш 
этого  закона  напряжения  представляются  линейными  функщями  элементовъ 
деформацш,  притомъ  функщями  однородными,  потому-что,  когда  исчезаегь 
деформащя,  то  исчезаютъ  и  напряжешя  *).  То -же  самое,  въ  виду  ра- 
венствъ  (1408),  можно  сказать  и  относительно  частныхъ  производныхь 
функщи  Е,  откуда  сл*Ьдуетъ,  что  сама  функция  Е  является  одно- 
родною функщею  второго  порядка  отъ  элементовъ  деформ«ац1и. 
Самый  общ1й  видъ  такой  функщи,  если  ее  писать,  для  удобства  въ  даль- 
нЭДшемъ,  съ  множите  л  емъ  2,  слгЬдуюпцй: 


2Е  = 


..  °х  ■+-  «22  *?  -*-  «вз  е?  н-  а44  дя*  -ь  аьь  д9*  ч-  а6в  д? 
2а13  ехеу  -ъ  2а13  ехег  -ь  а14  етдт  -ь  а1&  едщ  -+-  а1в  <?^ 
2«аз  ^-.  "+-  2а24  еудх  н-  2а25  ед,  н-  2а2в  ^ 
2«з4 *Л  -*-  2«з5  ^  -ь  2ам  егдг 

2**9&.  (1409) 


Выражение  напряжешй  въ  зависимости  отъ  элементовъ 
деформацш  въ  случай  изотропнаго  тФда. 

719.   Кристалл ическ1я  гЬла.   Прилагая  равенства  (1408)  къ  формуле 
(1409),  находимъ: 

*,  =  «II  **  -Ь  «12^  -Ь  «13^  "+■  «140*  -Ь  «15^  -+"  «1вЛ| 
аУ  =  «12  **  "+-  «22  еу  -Ь  «23  **  -Ь  «24  9Х  "+"  «25  #,  "+"  «26  9» 
°*  =  «13  **  -*"  «23  *,  -+"  «33  е>  Н-  «34  0*  "+-  «35  #У  "+"  «36  0,1  . 
**  =  «14  *,  -+"  «24  *,  *+"  «34  ^  "+-  «44  9т  "*"  «45  0У  "+"  «46  9* 
**,  =  «15  *,  "+-  «25  *у  "+■  «35  ^  -+■  «45  0*  +"  «55  9 у  +  «56  Л» 
Ч    =  «16  ^х  -+-  «26  *у  -Ь  «36  ег   -Ь  «46  #*  +    «36  #у  "+"   «66  Л" 

Эти  формулы  содержать  21  различный  коэффищентъ,  а  не  36,  какъ 
это  можно  было-бы  думать,  ограничиваясь  исключительно  закономъ  Гуна, 
т.  е.  беря  линейныя,  однородный  зависимости  самаго  общаго  вида  меаду 
напряжен1ями  и  кинематическими  элементами.  Эти  коэффициенты  для  каж- 


*)  Гукъ  прителъ  къ  своему  закону  опытнымъ  путемъ.  Но  мы  видимъ, 
что  высказанное  здъсь  положеше  есть  вмъстъ  съ  тъмъ  слъдств1е  изъ  понятая 
объ  идеально-упругомъ  тълъ  въ  связи  съ  общимъ  понят1емъ  о  непрерывности 
всъхъ  измъненШ  и  съ  предположешемъ,  что  деформащя  достаточно  мала, 
чтобы  при  разложенш  по  строкв  Тейлора  можно  было  ограничиваться  чле- 
нами низшаго  порядка. 
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даго  отдгЬдьнаго  элемента  гЬла  постоянны,  но  меняются  съ  переходомъ 
огь  одного  элемента  къ  другому,  если  гЬло  не  однородно  по  своему  строению. 

Если  гЬло  во  всЬхъ  своихъ  частяхъ  однородно  по  своему  строенш, 
то  эти  коэффищенты  постоянны  во  всемъ  гЬл'Ь.  Они  называются  коэффи- 
щентами упругости  даннаго  тЬла,  а  самое  гЬло  называется  въ  этомъ 
случа*    кристаллическимъ. 

Въ  дальнЬйшемъ  мы  будемъ  разсматривать  тЬла  только  съ  постоян- 
ными во  всЬхъ  частяхъ  коэффищентами  упругости.  Впрочемъ  теор1я  упру- 
гости и  въ  прим'Ьнеши  къ  такому  гЬлу  самаго  общаго  вида,  т.  е.  къ  т^лу, 
которое  характеризуется  21  различными  коэффищентами  упругости,  пред- 
ставляетъ  пока  непреодолимыя  трудности.  На  практик*  впрочемъ  такихъ 
тЬлъ  никогда  разсматривать  и  не  приходится. 

720.  Изотропное  упругое  гЬло.  Мы  ограничимся  предположешемъ,  что 
упругое  гЬло  изотропное.  Подъ  этимъ  мы  будемъ  понимать  такое  гЬло, 
въ  каадомъ  элемент*  котораго  физическ1я  свойства,  а  въ  частности  и 
свойства  упругости  одинаковы  по  всякому  направленш.  Чтобы  дать 
бол'Ье  определенное  понят1е  объ  изотропш,  выд'Ьлимъ  въ  тбл*  весьма 
малый  шарь  и  подвергнемъ  его  дЬйствш  какихъ-либо  вн'Ьшнихъ  силъ; 
онъ  деформируется  и  граница  его  превращается  въ  некоторую  поверх- 
ность, которую,  при  достаточно  малыхъ  разм^рахъ  шара,  можно,  какъ  мы 
знаемъ,  считать  эллипсоидальною.  Предположимъ  теперь,  что  тотъ-же 
шаръ  до  деформацш  быль  какъ-нибудь  повернуть  около  своего  центра  и 
снова  подвергнуть  д'Ьйствш  гЬхъ-же  самыхъ  силъ,  сохранившихъ  притомъ 
свои  направленгя;  если  гЬло  изотропное,  то  шаръ  деформируется  въ 
тотъ  же  эллипсоидъ  какъ  прежде,  т.  е.  оси  эллипсоида  будутъ  им'Ьть  не- 
только прежшя  величины,  но  и  прежшя  направленья. 

721.  Зависимости  между  напряжении  и  деформащей  для  изотропнаго 
т*ла.  Для  изотропнаго  тЬла  число  коэффищентовъ  упругости  сводится 
только  къ  двумъ.  Къ  этому  результату  можно  было-бы  придти  последо- 
вательно, исходя  отъ  тЬла  самаго  общаго  вида,  съ  21  коэффищентомъ 
упругости,  и  вводя  постепенно  упрощаюпця  предположешя  (предположешя 
о  различнаго  рода  симметрш),  пока  мы  не  придемъ  къ  самому  простому 
тЬлу  —  изотропному.  При  этомъ  число  коеффищентовъ  упругости  будетъ 
постепенно  сокращаться  и  сведется  только  къ  двумъ.  Вместо  этого,  до- 
вольно длиннаго  пути  мы  изберемъ  для  доказательства  другой,  предло- 
женный въ  1902  году  Арре1Гемъ,  какъ  бол*е  простой  и  притомъ  весьма 
соотв'ЬтствующШ  сути  самаго  д'Ьла  *). 

Разсмотримъ  для  какого-нибудь  элемента  упругаго  гЬла  слйдуюпця 
дв4  поверхности — индикатриссы:  поверхность  удлинивши  (§§686,  687 


*)  Коиуе11ез  Аппа1ез  (1е  та^ета^ие  1902,  V. 
Тга1*в  <1е  тёсашцие  гайопеИе,  III,  §  799. 
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и  688): 

етх2  ч-  еуу2  -+-  еъг2  -+-  дхуг  -ь  дугх  -+-  дгху  =  ±1  (1411) 

и  поверхность  нормальныхъ  напряжешй: 

охх2  н-  оуу2  -+-  а.#3  -+-  2тхг/^  -н  2?у2Х  -н  2т. ху  =  гь  1.       (1412) 

Уравнеше  (1411)-опред*ляетъ  деформащю  вокругъ  данной  точки  гЬла, 
а  уравнеше  (1412)  указываете  то  распределеше  напряженШ  вокругъ  этой 
точки,  которое  этою  деформащею  обусловливается.  Важно  заметить,  что 
разсматриваемыя  поверхности  находятся  при  этомъ  въ  взаимно-однознач- 
ной зависимости,  такъ  какъ  по  формул амъ  (1410)  коэффищенты  уравнешя 
(1412)  суть  линейныя  функцш  коэффищентовъ  уравнешя  (1411). 

Если  гЬло  не  изотропное,  то  деформаща  даннаго  элемента  его  зави- 
сеть отъ  того,  какъ  этотъ  элсментъ  ор1ентированъ  относительно  д'Ьйствую- 
щихъ  на  его  поверхность  нааряженШ;  т.  е.  поверхность  (1411)  можетъ 
оказаться  различною  въ  зависимости  отъ  того,  какъ  относительно  даннаго 
элемента  направлена  система  напряженШ.  определяемая  уравнешемъ 
(1412).  Въ  частности,  оси  поверхностей  (1411)  и  (1412)  вообще  говоря 
между  собою  не  совпадают»  по  направлешю.  Если-же  гЬло  изотропное, 
то  деформащя  всякаго  его  элемента  не  можетъ  зависать  отъ  его  ор1ен- 
тировки  относительно  данной  системы  напряженШ;  другими  словами,  ука- 
занная выше  связь  между  уравнешями  (1411  и  (1412)  не  можетъ 
тогда  зависать  отъ  направлен^  координатныхъ  осей.  Отсюда 
слЬдуетъ.  что  плоскости  симметрш  об4ихъ  поверхностей,  а  поэтому  и 
направлетя  ихъ  осей,  должны  совпадать.  Действительно,  по  свойству 
изотроши,  напряжешя,  симметричныя  относительно  какой-либо  плоскости, 
вызываютъ  и  деформащю,  симметричную  относительно  той-же  плоскости. 
Следовательно,  если  уравнеше  одной  изъ  поверхностей  мы  ириведемъ  къ 
главнымъ  осямъ  преобразовашемъ  координатныхъ  осей,  то  гЬмъ-же  пре- 
образовашемъ  и  уравнеше  другой  поверхности  приведется  къ  главнымъ 
осямъ.  Пусть  будутъ  эти  приведенный  уравнешя: 

е.х12  н-  е2  ?/2  ч-  еъг'2  =  ±  1,  (1413) 

^х'2  -+-  аау2  -+-  з3*'3  =  ±  1,  (1414) 

гдЬ  е19  е2,  е3  предполагаются  уже  коеффищентами  главныхъ  удлинивши 
(§  684),  а  о1э  аа,  а3  главными  напряжен1ями  (§  703).  Такъ  какъ 
уравнеше  (1413)  уже  не  содержнтъ  коэффищентовъ  сдвига,  то  о„  з,,  а3 
могутъ  быть  только  функциями  отъ  е^  е2,  е2\  наприм*ръ: 

а1  =  «иЧ  -+-  а12е2  -+■  а1з'^з.  (1415) 

Переставимъ  оси  (у')  и  (^)  одну  на  место  другой;  отъ  этого  напря- 
жеше  з1  площадки,  перпендикулярной  къ  оси  {х')  измениться  не  можетъ, 
и  вообще  оно  не  зависите   отъ   того  какъ  въ   плоскости  этой  площадки 
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направлены  оси  (у')  и  (г').  Поэтому  можно  написать: 

и  мы  заключаемъ,  что 

«12'  =  «13', 

и  следовательно 

По  свойству  изотроти  эти  разсуждешя  приложимы  и  къ  двумъ  дру- 
гимъ  площадкамъ,  перпендикулярнымъ  къ  осямъ  (у')  и  (я'),  причемъ 
каждый  разъ  должна  получиться  та-же  самая  зависимость  между  напря- 
жешемъ  площадки  съ  одной  стороны  и  перпендикулярнымъ  къ  ней  удлин- 
нешемъ  и  двумя  другими  удлинившими  съ  другой  стороны.  И  такъ: 


Пусть  будетъ: 


а9  =  а11'еа-+-а12'(^-+-е1), 
аз  =  «и'^з  -*-  «12'  С^1  -*-е2). 


(1416) 


ог  х'*  -н  а,  у'3  -ь  з3*'3  =  <р  (У,  у',  я'). 
Пользуясь  зависимостями  (1416),  можно  написать: 

Прибавляя  и  вычитая  отсюда 

им*емъ:  в»^*"  +  е^  +  ^' 

Если  теперь  вернуться  къ  первоначальнымъ  координатнымъ  осямъ, 
то  <р  {х\у\г')  превращается  въ  первую  часть  уравнетя  (1414)  а  Т{х\у\г') 
въ  первую  часть  уравнетя  (1413),  х'2-+-у'2  -\- г'2  обращается  въ  х*-ь- 
-ъ-  у*  -ъ-  в1  и,  наконецъ,  по  свойству  удлинивши  по  взаимно-перпендику- 
лярнымъ  направлешямъ  [формула  (1317)]  и  по  формул*  (1329): 

е1  -+■  е2  ■+-  еъ  =  ет  -*-  ^  -+■  *»  =  в» 

т.  е.  в,  коэффищентъ  объемнаго  расширешя,  остается  безъ  изм'Ьнешя. 
Итакъ  им'Ьемъ  равенство: 

охх*  -+-  о9у3  -+-  ааяа  -ь  2т„у*  -+-  2ту##  -I-  2твогу 
=  (ап'—  а12')  (««а^4-«,!Л^е.^ЯЛР^ 
которое,  на  основаши  сказаннаго  выше,  должно  удовлетворяться  тожде- 
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ственнымъ  образомъ.  Итакъ: 

°у    =  («1|'  —  «и')  ^  -+-  «12'   в, 

°*  =  («и— «»')  *«-*-*»' в;, 

^х=  з  (ап'— а«')  Л> 
т,  =  2  (ан— ап')  #*> 
~*  =о    (ан'  — О  &• 


(1417) 


(1418) 


Правтичесв1е  модули  ивотропнаго  тйла. 

722.  Модуль  сжимаемости  я  модуль  твердости.  Два  коэффищента  упру- 
гости изотропнаго  гЬла,  аг1'  и  а1аг,  могутъ  быть  заменены  двумя  другими 
коэффишентами,  получаемыми  изъ  практическихъ  соображенШ.  Для  этого 
разсмотримъ  два  частныхъ  случая  дЬйств1я  силъ  на  упругое  гЬло. 

ВыдЬлимъ  въ  изотропномъ  тЬлЪ  прямоугольный  параллелепипедъ  съ 
гранями,  параллельными  произвольно  взятымъ  координатнымъ  плоскостямъ. 
и  подвергнемъ  его  одинаковому  по  всЬмъ  направлетямъ  растяжешю  или 
сжатш,  приложивъ  для  этого  нормальный  къ  его  гранямъ  силы,  притомъ 
одинаковый,  если  ихъ  расчитывать  на  единицу  площади.  Такъ  какъ  эти 
силы  играютъ  тедерь  такую-же  роль,  какъ  напряжешя,  дЪйствуюпия  на 
этотъ  параллелепипедъ,  если  предполагать,  что  онъ  не  выдЬленъ  изъ  гЬла, 
то  для  этихъ  силъ  можно  написать: 


=  0,  т,  =  0,  т5  =  0; 


тогда  формулы  (1417)  и  (1418)  даютъ: 


а  поэтому 


9,  =  0,  ду  =  0,  дг  =  О, 

1  л 


Предполагая  спещально,  что  производится  давлеюе  и  параллелепипедъ 
испытываетъ  сжат1е,  мы  видимъ,  что  коэффищентъ 


К  =  -[ап'+2а12') 


(1419) 


0|дШгес1  Ьу 


Соо§1е 


а* 


—    745    —  §  722,  ф.  1422. 

есть  коэффищентъ  пропорщональности  между  давлетемъ,  расчитаннымъ 
на  единицу  площади,  и  измйнетемъ  объема,  расчитаннымъ  на  единицу 
объема.  Онъ  характеризуетъ  такимъ  образомъ  объемное  сопротивлеше 
вещества  и  въ  теорш  сопротивления  матер1аловъ  называется  обыкно- 
венно модулемъ  сжимаемости. 

Подвергнемъ    тотъ-же  самый  паралделешшедъ  тангенциальной    сил* 
тт  =  ту8  =  тяу,  предполагая  при  этомъ,  что 

°*  =  0,  о,  =  0,  °,  =  0,  ту  =  0:  т,  =  0. 

Складывая  уравнешя  (1417),  находимъ  теперь: 

0  =  0,  ех  =  О,  еу  =  О,  ей  —  О; 

а  изъ  уравнешй  (1418)  им'Ьемъ: 

9,  =  0,  дг  =  О, 

Итакъ,  у  изотропнаго  т*ла  тангенщальная  сила  тв  вызываетъ  простой 
сдвигъ  дх,  безъ  удлинешй  и  объемнаго  изм4нетя,  причемъ 

в  =  ^(«и'-«13')  (Н20) 

есть  коэффищентъ  пропорщональности  между  производящею  такой  сдвигъ 
силою,  расчитанною  на  единицу  площади,  и  коэффищентомъ  сдвига.  Этотъ 
коэффищентъ  (?,  характеризующей  сопротивлен1е  сдвигу,  называется 
обыкновенно   модулемъ  твердости  *). 

Перепишемъ  формулы  (1417)  и  (1418),  введя  туда  модули  К  и  О: 

=  2вех+(к- 1 о)  е  =  (ж  + 1 а)  %  +  (г- 1 в)  (*, -*- о, 

=  2^,-н(^-|с)в  =  ^4-|е)в,н>(,В:-|^  (е.  +  О.  }   (1421) 

г  =  2вехч-(ж-|е)в==(^ч-^в)^-4-(1г-|е)  (*х-ь<д. 

ху  =  б&,  ,  [  (1422) 

^  =  вл 


*)  Его  называютъ  также  «коэффищентомъ  упругости  при  сдвиги"  или  даже 
просто  «коэффищентомъ  сдвига».  Этотъ  послъдшй  терминъ  имъетъ  у  насъ 
кинематическое  значеше,  назвате-же  «модуль  твердости»  принято,  повиди- 
мому  у  большинства  иностранныхъ  ученыхъ. 
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Полезно  еще,  чтобы  не  писать  дробей  и  иыЪть  выраженш  въ  бойе 
симметричномъ  ведЬ,  ввести  следующее  обозначение: 

К-л-\в  —т,  в  =  щ  (14231 

О 

тогда:  а,=  (т  +  п)  ехч-(т-  п)  (е,  -ь  в,), 

оу  =  (т  +  п)  ^  -+-  (т  —  п)  (в.  +ег),  (1424) 

а5  =  О  -+-  п)  в,  -+-  {т  —  п)  (еТ  -+-  еу), 

723.  Пуассоново  число.  Выд4лимъ  въ  изотропномъ  гЬд4  призму  (ци- 
линдръ)  съ  произвольнымъ  сЬчешемъ  и  съ  ребрами  (образующими),  пат 
радлельными  оси  (л?),  и  подвергяемъ  ее  растяжешю  от.  Формулы  (1421) 
показываютъ,  что  тогда 

еу  =  е*> 

°Г=Ы+  >-  (^  ег-*-21к—1в\  ер  (1425) 

\К+  \  (?)  *у  +  {К-  |  в)  («,  +  е9)  =  О. 
Последняя  формула,  если  положить 

Число  Л  называется  Пуассоновымъ  числомъ  и  опред'Ьляетъ  отноше- 
ше  поперечнаго  сжатгя  призмы  къ  ея  удлинненш,  когда  къ  ея  концш 
проложены  растягиваюпця  силы.  Модули  К  к  О,  отъ  которыхъ  это  чисю 
зависитъ,  могутъ  быть  у  различныхъ  изотропныхъ  гЬлъ  различны;  поэтому 
и  число  к  не  одинаково  для  всЬхъ  изотропныхъ  гЬлъ,  хотя  это  и  пред- 
полагалось раньше,  во  время  возникноветя  теорш  упругости. 

Опытъ  показываетъ,  что  при  растяженш  призмы  действительно  всегда 
происходить  поперечное  сжат1е,  т.  е.  во  всЬхъ  изотропныхъ  тЬлахъ  4>0. 
а  поэтому  и 

ЪК  —  20  >  О. 

Опред^лимъ  еще  объемное  расширеше  для  разсматриваемаго  случая: 

в  =  ех  -ь  2е,=  ех  (1  -  2Й)  =  ^-^ех,  (1427) 

Отсюда  видно,  что  при  растяженш  призмы  всегда  происходить  увелгее- 
ше  объема. 
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§  725,  ф.   1433. 


724.  Модуль  упругости  Юнга.  Такъ  называется  отношеше  силы,  ра- 
стягивающей призму  въ  разсмотр'Ьнномъ  выше  случай  и  расчитанной  на 
единицу  площади  поперечнаго  сЬчешя,  къ  коэффищенту  удлиннешя  призмы. 
По  формул*  (1425),  если  ввести  туда  — Ъх 


вместо  еу,  им4емъ: 


.-[^^-«(х-!»)]^^ 


9КО 


Коэффищентъ 

и  называется  модулемъ  Юнга  («Гоип^). 


(1428) 


Дифференщадьныя  уравнешя  теорш  упругости. 

725.  Уравнетя  статики  упругаго  т*ла.  Въ  теорш  упругости  предста- 
вляются задачи  двоякаго  рода:  1)  Дано  тЬло  въ  его  первоначальномъ  со- 
стоянш,  причемъ  могутъ  существовать  и  начальныя  натяжен1я,  потому-что 
тйло  могло  быть  уже  предварительно  деформировано  какими-либо  силами; 
требуется  определить,  какъ  переместятся  всЬ  точки  этого  гЬла,  если  къ 
нему  будетъ  приложена  некоторая  данная  система  силъ.  2)  ТЬло  нахо- 
дится въ  изв^стномъ  намъ  деформированномъ  состояши;  требуется  опре- 
делить, какими  внешними  силами  эта  деформащя  была  вызвана  и  каковы 
напряжешя  во  всЬхъ  элементахъ  даннаго  гЬла.  Для  р4шен1я  обоихъ  во- 
просовъ  нужно  связать  между  собою  проекцш  перем4щенШ,  «,  V,  ю,  и 
вн-Ьшшя  силы,  какъ  зависяпця'  отъ  массы,  такъ  и  приложенный  къ  по- 
верхности т4ла.  Для  составлешя  этихъ  зависимостей  мы  имЬемъ  теперь 
всЬ  данныя: 

1)  Кинематическ1я  формулы  (§  689): 

ди  дV  дги 


дх'     "'       ду'     "9       дх' 

_дъо       ду  _  ди       дго  _  &о 

9*~Ту~*~  дз'    9'~&~*~~йс       " 

2)  разсмотренныя  въ  настоящей  главгЬ  зависимости  мевду 

О,,  9У,  9. 


9'~д^Ч~д^; 


ех1    Су>    ег 


°у>    °г> 


V    Т*5 


(1429) 
(1430) 

(1431) 
(1432) 


3)  услов1я  равновЬсгя  упругаго  гЬла  (§  693) 
до        дт,       дтй 

— *  Н *-\ ! 

дх        ду        дя 

дт         даш       дх, 
— *  _| ?  _| ± 

дх        ду        дг 

дт„       дх„       да, 
— I  -| *  ^ ! 

дх        ду        дя 


н-  рХ  =  О, 

+  Р>'  =  0, 
-ьр2=0; 


(1433) 
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4)  формулы  (§  692),  опред^ляюпця  напряжете  р  въ  зависимости  отъ 
шести  основныхъ  напряженШ  (1432)  и  им-Ьюпця  теперь  особенно  важное 
значеше  при  определении  такихъ  напряжешй,  который  обусловливаются 
внешними  силами,  приложенными  на  поверхности  упругаго  тЬла: 

р  соз  (р,  х)  =  ах  соз  (м,  х)  -+-  тх  соз  (п,  у)  -+-  ту  соз  (п,  г), 

р  соз  (р,  у)  =  т.  соз  (и,  х)  -+-  оу  соз  (п,  у)  -+-  тж  соз  (п,  г\    •     (1434) 

р  соз  (р,  г)  =  х9  соз  (п,  л;)  -+-  тх  соз  (п,  у)  -+-  а,  со$  (п,  я). 

Чтобы  установить  зависимости  мевду  внешними  силами  и  перемеще- 
ниями, остается  исключить  элементы  (1431)  и  (1432)  изъ  зависимостей 
(1433)  и  (1434)  помощью  формулъ  (1429),  (1430)  и  (1424).  Выполнимъ 
это  сначала  для  перваго  изъ  уравнешй  (1433).  Сначала  по  формуламъ 
(1424)  им-Ьемь: 

'  де9       де\  дд^  дд, 

кдх        дх  1  ду  дг 


(дагн_й)_^_н(ш_й)^^.^_Ьй^_Нй^ч_рХ  =  0, 


потомъ,  по  формуламъ  (1429)  и  (1430)г 


(пг  ч-  п) 


дЧ 
дх2 


(т 


п)  [  бЧ 
\дхду 


дЧлЛ 

дгдх) 


О  ^дV       ди\  д  /ди        дго\         т 

ду  \дх        ду/  дг\дг        дх)       V     — 


или 


т 


д  (ди 


дх  \дх 
По  формул*  (1329) 


ду 


\         [дЧ 


ди 

дх 


дю 
~д2 


дЧ 
ду'' 

=  в; 


дЧ\ 


дг>) 


-+-  рХ  =  0.     (1435) 


сумму  вторыхъ  производныхъ  какой-либо  функщи  <р  (х,  у,  г)  по  коорди- 
натамъ  будемъ  означать  такъ: 

д3у  _    д*<р  г   с2ф 
дх2  " 


ду' 


дг' 


=  УУ 


(1436) 


Тогда  уравнете  (1435)  и  два  ему  аналогичныхъ,  получаемыхъ  изъ  двугь 
остальныхъ  зависимостей  (1433),  можно  такъ  представить: 


т  -т — \-  пуам  -+-  рХ  =  О, 

ОХ 


т 


т 


дв 
ду 


пфЧ'  -+-  рУ  =  О, 
иу'^н-  р^  =  0. 


(1437) 
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§  726,  ф.  1438. 


Уравнешя  же  (1434)  можно  помощью  формулъ  (1424),  (1431)  и  (1432) 
написать  въ  схЬдующемъ  вид*: 

р соз ( р, х)  =  I (ш-н п)  -^ -+-  {т — я) \-±  -+-  -^ )  I  сов  (и,  х) 


((к      ди\  (ди      дго\        . 

П\Тх^Ту)С03^У^П\Тг^-дх-)е08{-Щ^ 


рсоз(р. 


дх  1 
ди\ 


п^  +  ШС08{п'у) 


рсо$(р,г)  = 


,у)  =  |(тн-и)^-»-(ж 

-*■ п  [*  +Т*)  "*  <"»*>  •*■ п  \Тх  -*-  Ту)  "* (м'  *>' 

.  дго      .  .(  ди       дь\\ 

(тч.й)_н.(т_.й)^_н__^С08(и^) 

(ди      дго\        .       ч  (дго       <М        ,       ч 


(1438) 


Уравнения  (1437)  представляются  относительно  функщй  и,  «,  и>  диффе- 
ренщальными  уравнешями  второго  порядка  съ  частными  производными. 
Поэтому  задача  перваго  рода  сводится  къ  интегрированш  этихъ 
дифференщальныхъ  уравнеюй.  ТЬ  же  уравнешя  служатъ  и  для  ре- 
шетя задачи  второго  рода;  но  тамъ  функщй  и,  г?,  го  предполагаются  дан- 
ными, и  опред'Ьлете  вн*шнихъ  силъ  и  внутреннихъ  напряженШ  приво- 
дится къ  дифференцированш  этихъ  функщй  по  координатамъ.  Такая  за- 
дача представляется  вообще  говоря  значительно  легче  первой  и,  разсуждая 
теоретически,  всегда  разрешима;  но  и  зд-Ьсь  удовлетвореше  всЬмъ  доба- 
вочнымъ  услов1ямъ  требуетъ  иногда  довольно  сложныхъ  соображенШ. 

726.  Уравнешя  динамики  упругаго  тЬла.  Переходъ  отъ  уравнешй  ста- 
тики къ  уравнейямъ  динамики  можетъ  быть  сдйланъ  помощью  принципа 
Даламбера.  Для  этого  нужно  (§  698)  X,  Г,  2  заменить  разностями 


го. 


V 


У  —  го~ ,     2  —  ю 


г> 


гд*  щ,  го~,  ю*  проекщи  ускорешя  точки,  начальное  положеше  которой 
определяется  координатами  я,  у,  г.  Такъ  какъ  координаты  этой  точки 
поел*  ея  отклонешя  изъ  начальнаго  положешя  определяются  формулами 
(1298): 

Е  =  X  -+-  м,      Т)  =  у  -4-  V,      (в=  ^+  IV, 

причемъ  для  каждой  отдельной  точки  координаты  х,  у,  г  постоянный,  то 
можно  написать: 

_  д2и  д2о  _  д2ю 
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причемъ  поставлены  знаки  частныхъ  производныхъ,  потому-что  щ  г\  и- 
суть  также  функцш  и  координатъ  х%  у,  2.  Итакъ  уравнения  динамики 
упругаго  гЬла  им'Ьютъ  сл^дуюпцй  видъ: 


т 


т 


(1439) 


Дальнейшее  развито  этихъ  уравненШ  можетъ  быть  сделано  подобно 
тому,  какъ  это  было  сд'Ьлано  съ  уравнешями  гидродинамики;  но  мы  уже 
не  будемъ  въ  это  вдаваться. 

Къ  вопросу  объ  интегрированш  уравненй  теорш 

упругости. 

727.  Отношеме  этого  предмета  къ  иатеиатической  физике.  Задача  объ 
опред-Ьленш  деформацш  но  заданнымъ  силамъ  представляетъ  болытя 
трудности,  потому-что  сводится  на  интегрироваше  дифференд1альныхъ 
уравненШ  съ  частными  производными  второго  порядка,  а  между  гЬмъ 
общихъ  средствъ  для  этого,  какъ  известно,  не  существустъ,  и  интегриро- 
ваше даже  сравнительно  простыхъ  уравненШ  этого  рода  можетъ  оказаться 
затруднительны мъ.  Приемы  для  этого  разрабатываются  въ  математиче- 
ской физик*,  въ  которой  огромное  большинство  воиросовъ  приводится 
къ  интегрировашю  дифференщальныхъ  уравненШ  съ  частными  производ- 
ными второго  порядка.  Такимъ  образомъ,  съ  математической  стороны,  р4- 
шеюе  вопросовъ  теорит  упругости  сгЬдуетъ  разсматривать, 
какъ  одну  изъ  отраслей  математической  физики. 

Изложеше  этихъ  воиросовъ  уже  не  можетъ  входить  въ  «Основашя> 
теоретической  механики.  Мы  однакоже  еще  разсмотримъ  одно  обстоятель- 
ство, весьма  существеннымъ  образомъ  содействующее  отыскатю  рЪшенШ 
въ  вопросахъ  теорш  упругости. 

728.  Объ  однозначности  рЪшешй  въ  теорш  упругости.  Одинъ  изъ  часто 
употребляемыхъ  въ  математической  физпк'Ь  пр1емовъ  состоитъ  въ  томъ. 
чтобы  подыскивать  частныя  рЬгаешя  дифференщальныхъ  уравнешй,  осно- 
вываясь на  различныхъ  косвенныхъ  соображешяхъ,  напримйръ  на  вид*Ь 
данныхъ  уравненШ,  на  ожидаемомъ  согласованы  р-ЬшенШ  съ  опытными 
данными,  на  аналоияхъ  съ  другими  случаями  и  т.  п.  Большою  помошью 
при  этомъ  являются  предварительный  данныя,  касаюпцяся  граннцъ  той 
области,  для  которой  отыскивается  р'Ьшеше,  или  также,  если  разсматри- 
вается  не  равнов-Ьс1е,  а  движеше,  начальныхъ  обстоятельствъ  этого  двн- 
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жешя.  Для  обширной  области  случаевъ  оказывается  при  этомъ,  что  най- 
денное решете,  если  оно,  кром4  дифференщальныхъ  уравненШ,  удовле- 
творяетъ  и  всЬмъ  добавочнымъ  услов1ямъ  на  границахъ  даннаго  гЬла, 
услов1Ямъ,  дЬлающимъ  это  р-Ьшеше  вполне  определенны  мъ,  —  будетъ  и 
единственно  возможнымъ. 

Поскольку  это  общее  для  математической  физики  положеше  относится 
къ  задачамъ  равнов^ШЕ  упругаго  гЬла,  оно  можетъ  быть  выяснено  слЬ- 
дующимъ  образомъ: 

Положимъ,  что  мы  изъ  дифференщальныхъ  уравненШ  теорш  упругости 
(1437)  нашли  систему  ргЬшешй  щ  о,  го  и  такимъ  образомъ,  по  формуламъ 
(1429)  и  (1430),  знаемъ  элементы  деформащи  (1431)  въ  функщи  коорди- 
натъ,  т.  е.  для  всякой  точки  гЬла.  Спрашивается,  не  существуетъ  ли  еще 
другой  системы  р*шетй,  и\  г?',  го\  удовлетворяющей  гЬмъ  же  дифферен- 
щальнымъ  уравнешямъ  и  гЬмъ  же  добавочнымъ  услов1ямъ  на  границахъ 
гЬла.  Нужно  заметить,  что  частныя  производный  отъ  щ  V,  го,  а  равно  и 
проекщи  вн'Ьшнихъ  силъ  входятъ  въ  дифференщальныя  уравнешя  линей- 
нымъ  образомъ;  поэтому,  если  предположить,  что  п\  г?',  го'  удовлетво- 
ряютъ  гЬмъ  же  дифференщальнымъ  уравнешямъ,  и  подставить  туда  эти 
функщи  вместо  и,  V,  го,  а  потомъ  взять  разности  соотв-Ътственныхъ  урав- 
ненШ, то  мы  увидимъ,  что  функщи 

иг  =  и  —  и',     ъ\  =  V  —  г/,     юх  =  го  —  го' 

удовлетворяюсь  т4мъ  же  дифференщальнымъ  уравнетямъ,  причемъ  члены 
съ  проекщями  внЪшнихъ  силъ  исчезаютъ.  Но  въ  такомъ  случай  тЬло, 
получившее  перем^щетя  (ц19ь19к\\  находится  въ  своемъ  «естественномъ 
состояши»  (§  713)  и  следовательно  потенщальная  функщя  Е  им^еть  зна- 
чеше  минимумъ.  Въ  виду  этого  частныя  производный  отъ  Е  по  всЬмъ 
кинематическимъ  элементамъ,  а  сл-Ьдовательно,  на  основанш  формулъ 
(1408),  и  вс*  напряжетя  равны  нулю.  Такъ  какъ  это  должно  быть  вы- 
полнено во  всЬхъ  точкахъ  гЬла,  какъ  внутри,  такъ  и  на  поверхности, 
то  по  формуламъ  (1423)  и  (1424)  должны  быть  равны  нулю  и  кинемати- 
чесое  элементы  (1431).  Итакъ,  по  формуламъ  (1429)  и  (1430)  функщи 
и1Ч  V!,  гох  удовлетворяютъ  услов1ямъ: 

(1440) 

^  =  0.  (1441) 

Эти  уравнен1я  могутъ  быть  проинтегрированы.  Для  этого  замЪтимъ,  что 
изъ  18  ча&гныхъ  производныхъ  второго  порядка  отъ  функщи  их,  ю„  и\ 
15  производныхъ  равны  нулю  на  основанш  условШ  (1440)  и  (1441);  а 
именно,  по  формуламъ  (1440)  равны  нулю: 


диг 
дх 

0, 

дьх 

ду   ~~ 

:0, 

ди\ 
~дг~  ~ 

=  0, 

Ъгох 
ду 

-+• 

дох 
~дг 

=  0, 

дх 

дгох 
дх 

= 

о, 

дух 
дх 

-+-  - 
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д2и1     д2и1      д2их      д\      д\1      д\      д2гох      д2го1     д*и\ 
дх2     дхду    дхдг'  дхду     ду2  '   дудг     дхдг     дубг      дг*  ' 

а  на  основаши  этого  и  формулъ  (1441): 


д2их  __ 
ду2   ~ 

д^г  _  д2иг  й9г?!  д*ю1 

дх2  бхбу  '       дг2  будя 

д2га1  _  д2иг  д2ьох  ___  _    д2Уг    _ 

дх2   —  дхде  '      ду2   ~        дудг  ~    * 


бхбу  '       дг2  бхбг  ' 


=  0, 


Остаются  неравными  нулю: 

д\ 


дЧ{         д2гох 


дибг       дгдх       дхду  ' 

а  такъ  какъ  по  формуламъ  (1440)  их  не  зависитъ  отъ  хл  ь\ — отъ  у, 
%ох — отъ  я,  то  для  этихъ  функцШ  самыя  обпця  формулы,  которыя  можно 
допустить,  сл'Ьдуюпця: 

их  =  а,  -+-  а7у  ч-  а%г  -н  аАуг, 

г,  =  Ъх  ч-  Ъ^  -+-  Ь3#  -ь-  Ь42гдг,  (1442) 

и^  =  с,  +  в,»  +  с3у  -+-  с4#у. 

Услов1я  (1441)  при  этомъ  даютъ: 

сз  -*-  К  ■+-  (<ч  ч-  Ь4)  *  =  О, 

а3  ч-  сэ  ч-  (а4  ч-  с4)  у  =  0, 

Ь3ч-а3ч-(Ь4ч-а4)*  =  0, 
при  всякихъ  значешяхъ  координатъ;  следовательно 
с3  ч-  Ь2  =  0,         с4  ч-  Ь4  =  О, 
а3  -+-  с3  =  0,         а4  ч-  с4  =  О, 

ьз  -+-  «з  =  О,         Ь4  ч-  а4  =  О, 

откуда 

аА  =  О,     Ъх  =  О,     с4  =  О, 

«а  =  —  Ь3>      Ьз  =  —  сз>      с2  =  —  °з; 

поел*  этого  формулы  (1442)  принимаготъ  видъ: 

и1  =  а1  "*-  аг«  —  ЬзУ> 

171  =  Ьх  -+-  Ь3а; —  с32,    \  (1443) 

^1  =  ох  ч-  с3у  —  а3.г. 

Он*  показываютъ,  что  перем-Ьщеше  гЬла,  определяемое  функщями  и„  ^  "V 
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слагается  изъ  поступательнаго  (ап  Ьр  сх)  и  изъ  вращательнаго,  весьма 
малыми  углами  котораго  около  координатныхъ  осей  служатъ 

1  (дг€1       дгЛ  1  /  дих       дгсЛ 1  /&;,        диЛ  _ 

2  \ду  ~Тх)~  с"     ~2  \И  ~~  дх)  ~  а"     1  \Лг  ~  1у)  ~    3' 

какъ  это  видно  непосредственно,  согласно  съ  формулами  (1324).  или  также, 
какъ  это  сл'Ьдуетъ  изъ  сравнешя  формулъ  (1443)  съ  формулами  Эйлера 
для  вращательнаго  движешя  твердаго  тЬла. 

Отсюда  мы  видимъ,  что  если  рЪшеюя  щ  V,  го  и  и\  г?\  го1  и  разли- 
чаются, то  это  различ1е  не  касается  деформащи,  а  опреде- 
ляется только  н'Ькоторымъ  перем'Ьщен1емъ  т*ла,  какъ  неизме- 
няема™. 

Чтобы  и  этого  различ1я  не  было,  нужно  только  дать  еще  слйдуюпця 
добавочный  услов1я:  1)  некоторая  точка  гЬла  (а?0,  г/0,  *0)  должна  оставаться 
неподвижною,  т.  е. 

н0  =  и  Оо>  »о>  *о)  =  °» 

»о  =  »  (*о>  Уо>  *о)  =  О, 
ю0=ю(х0ч  у0,  е0)  =  0; 

2)  частица,  которой  эта  точка  принадлежитъ,  не  должна  получать  вра- 
щетя;  для  этого  должно  быть: 

\ду)0~  Ы)0=  °'    Ы)о"~  \д*!о=  °*    Ы/о~  \<>У  1=  °' 
гд1>  значкомъ  (0)  отм'Ьчено,  что  сюда  подставлены  координаты  о?0,  2/0,  г0. 


К  О  Н  Е  Ц  Ъ. 
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Опечатки  и  поправки. 


Стран.: 

Строка: 

Стоить: 

Должно  быть: 

10 

8  св. 

вычитав  мая  го 

вычитаемаго 

38 

15  сн. 

постонныя 

постоянный 

44 

16    » 

Т4 

Ь 

47 

8  св. 

узловъ 

угловъ 

50 

2     » 

Принять 

Принято 

54 

15     » 

г'  или 

г'  въ  функцш  координатъ 
ж,  у,  г  или 

66 

2     <> 

паралледъныя 

параллельные 

74 

7    » 

полосъ 

полюет* 

76 

3    » 

обыкновенно 

обыкновенною 

76 

16    » 

величине 

направленно 

79 

4     > 

а  если  Ь  <  2а 

а  если  Ъ  >  2а 

81 

2  сн* 

линейныхъ 

линей  чатыхъ 

103 

16       1 

въ  секунду. 

въ  секунду,  по  касательной 

къ  параллельному  кругу,  къ 

востоку. 

114 

14    > 

катан  1е  плоскости  по  конусу 

катан!е  конуса  по  плоскости 

114 

12    » 

катате  копуса  по  плоскости 

катате  плоскости  по  конусу 

137 

3     » 

разсмотрънная 

раземотрънномъ 

150 

5  св. 

преобразован1я 

преобразовавдемъ 

154 

13  сн. 

щ 

«>1 

156 

5     » 

гу 

п, 

172 

17     » 

Дефферетцальная 

Дифференпдальная 

196 

5    » 

тго 

тхю 

*=п 

•=п 

201 

19    > 

2* 

»=1 

2* 

1=1 

213 

17  св. 

кинематическая 

кинетическая 

239 

3  сн. 

(341) 

(341)  и  (342) 

249 

1  св. 

нулю 

единицъ 

253 

9    > 

//(р) 

У'/(р)<*р 

274 

20    > 

—  ±=  1 

=  1 

293 


10 


/ 


310 

2     » 

ч0 

Отв.: 

по 

на  географической  ши 
49°30'.  Отв.: 

338 
338 

1     ^ 
9     » 

другой  пары, 
осп 

другой  силы  пары 
точки 

346 
353 

3     > 
16  сн. 

ад 

что 

чтобы 
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Стран.: 

Отрока. 

Стоить: 

Должно  быть: 

357 

12  св. 

(612). 

(612),  гд-в  только  вторыя  части 
заменены  нулямв. 

361 

11  сн. 

и 

н;2)* 

362 

4  св. 

*)2&' 

Ч|«1- 

370 

6  сн. 

*/ 

V 

372 

10  сн. 

-Т*.ш 

М,  <+\ 

395 

11     » 

(-  С,  60 

(- «,, :,) 

409 

9  св. 

на  матер1альвую 

на  внешнюю  материальную 

429 

17  сн. 

22  Е  т  ох 

2  Его  ож 

442 

1     » 

оно  приложимо 

онъ  приложит» 

V- 

*Ь 

482 

8  св. 

«. 

Ъ 

484 

4  сн. 

Ьр1 

1д( 

514 

22    » 

направленно  бруска 

направленно  бревна 

527 

13  св. 

И1гьющ1я 

им-Ькилде 

545 

17     * 

оси, 

оси; 

554 

20    » 

д  (сов  а  —  осз  а0). 

2</  (соя  а  —  <ш  аД 

586 

7  сн. 

результатамъ  подтверждаете» 

резу  льтатоиъ  *  подтверждаете* 

613 

19     > 

-С 

*»1            ^8 

621 

13  сп. 

Ро 

'Р 

626 

2     » 

единиц* 

элементу 

631 

10    » 

къ 

на 

633 

8  св. 

слйдующдя 

слъдующде 

636 

12  сн. 

определены. 

олредЪляющ1|. 

650 

7  св. 

приводять 

приводять 

669 

16  сн. 

р'дУ     рдУ 

-р'0Р1    -р'*Р 

672 

5  св. 

Са  такъ:  СаСь 

*Л 

672 

12     „ 

точки 

точк% 

687 

]8  сн. 

р  =  р 

*>-Ро 

712 

16  св. 

~п 

,т'хг 

718 

1     • 

уравнешя 

услов1Я  равнов*ая 

V-. 


Поправки  въ  Фигурахъ. 


Фпгура  76  на  стран.  97:  Поставить  букву  2*т  въ  точке   пересвчешя  прямыхт 

ВЕ  и  АВ. 

»         95    »        »      140:  Поставить  В{  вместо  В. 

»       103    »         »      148:  Въ  точке  касашя  круговъ  поставить  букву  С. 

»       144    »         »      317:  Вверху  фигуры  поставить  С  вместо  С. 

»       152    »         »     324:  Вверху  фигуры  вместо  8  поставить  5;. 

»       155    »         »     328:  Вмвсто  Вх  поставить  Ву 

»       268    »        »     708:  Вместо  хТХ  поставить  т„. 
Фигуры  209  и  270  переставить  одну  па  ывсто  другой. 
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Издан1я  К.  Л.  Риккера,  въ  С.-ПетербургЬ. 

Невскгй  проспекту  14. 


Кратное    руководство   нъ    специальной    архитеитур-Б   и  инже- 
нерному    Д"Ьлу,     II Н 

.  въ  цзнш 

В^- 
ДОМСТ: 

вш    и 
книга 

и  но 

ясно. 
Техника    очистки  илоачиыхъ  и  сточиыхъ  водт»   промыш 

Руководство  и-ь  химическому    анализу  сточиыхъ  вод-ь 

г  у' а  и   О.  Когп.    1 

Руководство   к-ь   составлению    см-Ьтъ    и   технической   отчет- 
ности. < 

МеталлурНя  м-вди. 

Современный    холодильный    машины,    ихъ    устройство,   спо- 
собъ  д-кйств1я  и  прим-Ьнен!е  в*ь  промышленности. 

Ледники  и  искусственное  охлаждение.  II р; 

чковъ. 

Паровыя  и  ручныя    лрачешныя    п  Шимеля. 

Проектирование  и  подсчеты  по  устройству  отопления  и  ВеНТИ- 
ЛЯцйи 

Передача  силы  на  далешя    разстояшя  и 
Чугунно-  и  стале-литсйное  д-Ьло. 
Чугуино-литейиое  д*»ло. 


Паровыя  машины.  I 


Иурсъ  паровыхъ  машина».  Л 


мал. 


юодк 


:ия  К.  Л.  Риккеоа.  въ  С.-Пет 


Коиструироваше  и  расчеты 


Парораспред%ле1 


'асчеты   и  кочструкцш    судов! 


Машины  орудия 


шостроительныхъ 


Фрез; 


гиеиноиъ    машииостроен 


Электротехника    перем^ннаго, 


зх<*>азнаго 


математической  теорш  электричества  и  магнитизмэ. 


Практическое  р 

промышленности. 
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